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Sazetak

U ovom radu bavimo se pravcastim plohama, tj. plohama koje opisuje pravac koji se giba
duz krivulje. S obzirom na geometrijska svojstva, pravcaste plohe dijelimo na razvojne i
vitopere plohe. U radu analiziramo geometrijska svojstva za svaku klasu ploha zasebno
i navodimo njihove primjere, pri cemu ¢emo se vise posvetiti vitoperim pravcastim plo-
hama. Za vitopere pravcaste plohe definiramo jednu specijalnu krivulju duz koje ploha
nije regularna - strikcijsku krivulju. Takoder definiramo Sannijin trobrid, ortonormirani
trobrid koji, do na polozaj u prostoru, jednozna¢no odreduje vitoperu plohu. Na kraju
¢emo pokazati kako se Gaussova zakrivljenost vitopere pravcaste plohe moze izracunati
pomocu jedne specificne veli¢ine koju nazivamo parametar distribucije vitopere plohe. U
radu su navedeni i primjeri s odgovarajué¢im slikama ploha izradenim u programu Mathe-

matica.

Kljucne rijeci: pravéasta ploha, razvojna ploha, vitopera ploha

Abstract

In this work, we deal with ruled surfaces, i.e. surfaces that are created by the movement
of a direction along a curve. Considering the geometric properties, ruled surfaces are divi-
ded into developable and noncylindrical surfaces. In this work, we analyze the geometric
properties for each class of surfaces separately and give their examples, where we will pay
more attention to the noncylindrical surfaces. For noncylindrical surfaces, we define one
special curve along which the surface is not regular - the striction curve. We also define
Sannia’s frame, an orthonormal frame that, up to its position in space, uniquely defines a
noncylindrical surface. Finally, we will show how the Gaussian curvature of a noncylindri-
cal surface can be calculated using a specific parameter called the noncylindrical surface
distribution parameter. The work also provides examples of surfaces with corresponding

images created in Mathematica.

Key words: ruled surface, developable surface, noncylindrical surface
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Uvod

Svrha ovog rada je upoznati se s pravcastim plohama i njihovom karakterizacijom.
Pravcaste plohe nastaju gibanjem pravca duz krivulje u prostoru. Takve plohe imaju
veliku primjenu u graditeljstvu, najc¢esce prilikom izrade krovova ili prilikom izrade tor-
njeva, koji su ¢esto oblikovani kao jednoplosni hiperboloid.

U prvom poglavlju ovog rada navedeni su definicije i teoremi lokalne teorije ploha,
a u drugom poglavlju je dan pregled klasa pravcastih ploha i njihova geometrijska svoj-
stva. Najprije definiramo pravcaste plohe te ih potom okarakteriziramo pomocu uvjeta
torzalnosti. Time pravcaste plohe dijelimo na dvije vrste; razvojne plohe i vitopere plohe.
Zatim navodimo vrste razvojnih ploha, njihova svojstva i primjere. Nakon toga se ba-
vimo vitoperim pravcastim plohama. Za vitopere pravcaste plohe definiramo strikcijsku
krivulju i Sannijin trobrid te navodimo njegovu ulogu. Na kraju analiziramo Gaussovu
zakrivljenost vitopere pravcaste plohe te ju racunamo na konkretnom primjeru vitopere

pravcaste plohe.



1 Osnovni pojmovi lokalne teorije ploha

Kako bismo se upoznali s pravcastim plohama, moramo najprije uvesti pojmove koji su
nuzni za njihovo definiranje i karakterizaciju. Definicije i propozicije navedene u ovom

poglavlju su preuzete iz [3].

Definicija 1. Podskup S C R? nazivamo plohom ako za svaku tocku p € S postoji
otvorena okolina V- C R3 i preslikavanje s otvorenog skupa U C R? u skup V N S koje je

glatki homeomorfizam otvorenih skupova.

Napomena 1. Tako zadano preslikavanje nazivamo parametrizacijom ili kartom (lokal-
nim koordinatama) okoline tocke p plohe S. Ako dano preslikavanje oznac¢imo s X, onda
mozemo pisati:

X(u,v) = (z(u;v); y(u;v); 2(w; v)).

U narednom poglavlju, nakon sto definiramo pravcaste plohe, vidjet ¢emo da je parame-
trizaciju najlakse napraviti kod pravcastih ploha. Odabirom krivulje u prostoru i vektor-
skog polja duz te krivulje, rezultiraju¢a parametrizacija je linearna u jednoj koordinati.
Takoder ¢emo u narednom poglavlju pogledati diferencijal preslikavanja iz prethodne de-
finicije te prikazati vezu s regularnoséu plohe, a sada ¢emo samo za potrebe narednih

definicija navesti idu¢u napomenu.

Napomena 2. Ploha je regularna ako vrijedi X, x X, # 0, odnosno onda i samo onda
kad su vektori ox o

Ay, = ——y Ky b=

v

linearno nezavisni.

Definicija 2. Jednostavnom plohom nazivamo svaku plohu koja se moze pokriti samo

jednom kartom.
Definicija 3. Krivulja na plohi S je svako glatko preslikavanje ¢ : I — S, I C R.

Definicija 4. Neka je p proizvoljna tocka na reqularnoj plohi S. Vektor v, € T,R3 u
tockt p nazivamo tangencijalni vektor ukoliko postoji krivulja ¢ : I — S na plohi S
za koju vrijedi ¢(0) = p,c(0) = v,. S T,S oznacavamo skup svih tangencijalnih vektora u

tocki p.

Ako za zadanu tocku p iz prethodne definicije (pod pretpostavkom da su tangencijalni
vektori u toj tocki linearno nezavisni) povucemo sve krivulje koje prolaze tockom p i
leze na plohi S, tada tangente povucene na te krivulje pripadaju istoj ravnini koju zo-

vemo tangencijalna ravnina plohe S u tocki p. Stovise, ako je tangencijalna ravnina

2



jedinstvena u danoj tocki onda se ta tocka naziva regularnom tockom plohe S. Za

tangencijalnu ravninu mozemo definirati jedan specifican vektor;

X, X X,
n= 7
[1Xu x Xo|

koji se naziva jedini¢ni vektor normale tangencijalne ravnine.
Definicija 5. Preslikavanje S, : T,S — T,R? definirano s

SP(UP) = _Dvpn(p)7
gdje je D, usmjerena derivacija jedinicnog normalnog polja n u smjeru tangencijalnog
vektora v,, nazivamo operatorom oblika plohe S u tocki p.
Definicija 6. Neka je X karta dane plohe S te S, operator oblika plohe S u tocki p.
Definiramo funkcije E, F,G, L, M, N : U — R

E(ug,vp) = XS(UOJJO), F(ug,vg) = Xu(ug,vo) - Xy(ug,v0), G(ug,vp) = Xf(uo,vo),

L(Uo, Uo) = Sp(Xu(Uo, Uo)) g XU(UO, Uo),
M (ug,v9) = Sp(Xu(ug, vo)) - Xy (o, v0) = Xy(ug, vo) - Sp(Xy(uo, o)),
N (ug, vo) = Sp(Xy(ug, v0)) - Xo(ug, o).

Funkcije E, F,G nazivaju se fundamentalne velicine prvog reda (koeficijenti prve
fundamentalne forme), a funkcije L, M, N fundamentalne veli¢ine drugog reda (ko-
eficijenti druge fundamentalne forme) plohe S u karti X. Pomoc¢u fundamentalnih veli¢ina

prvog i drugog reda mozemo izracunati Gaussovu zakrivljenost krivulje.

Propozicija 1. Neka je dana regularna ploha S te neka su E, F,G, L, M, N koeficijent:
prve, odnosno druge fundamentalne forme obzirom na kartu X dane plohe. Gaussovu

zakrivljenost plohe S racunamo formulom

_ LN - M?

K=
EG — F?

Dokaz. Vidi [3] str. 68. 0

Propozicija 2. Neka je X : U — S karta regularne plohe S. Tada za koeficijente druge

fundamentalne forme plohe S vrijedi:

1
L= s Xy = Wdet(qu,Xu,Xv)

1
M = X = Wdet(Xuv, Xu, Xp)



1
N=n- X, = Wdet(Xm,, Xu, Xp)

gdje je W? Weingartenova funkcija
W? = EG — F*.

Dokaz. Vidi [3] str. 70.



2 Pravcaste plohe

Sve definicije i teoremi, odnosno korolar, navedeni u ovom poglavlju preuzeti su iz [1].

Definicija 7. Jednostavna ploha pokrivena kartom
X (u,v) = c(u) + vr(u),u € I,v € R,

gdje je ¢ : I — R reqularna krivulja, a r(u) neiséezavajuce (jedinicno) vektorsko polje duz
krivulje ¢, naziva se pravéasta ploha. Krivulja c(u) naziva se direktrisa (ravnalica,

vodilica, bazna krivulja), a pravci ¢iji je vektor smjera r(u) izvodnice (generatrise) plohe.

Pravcastu plohu mozemo opisati kao plohu dobivenu gibanjem nekog pravca u prostoru,
odnosno kao plohu ¢ija svaka tocka lezi na pravcu koji pripada toj plohi.

Promotrimo diferencijal preslikavanja X bilo koje, ne nuzno pravéaste, plohe S C R3.
Ploha je regularna ako joj je diferencijal injektivan, a diferencijal kao linearni operator

mozemo prikazati Jacobijevom matricom

oz Oa
ou  Ov
_ |
J = ou  Ov
0z 0z
ou  Ov

Iz dane matrice mozemo zakljuciti kako u slu¢aju regularnosti mora vrijediti X, x X, # 0,

gdje su
P 0X _0X

= My e
ou’ v
jer je u tom slucaju jezgra diferencijala trivijalna.

Pogledajmo sada vektore X, i X, u slucaju pravcaste plohe iz prethodne definicije:
Xu(u,v) = () + v (),

Xo(u, v) = r(u).

Linearna zavisnost vektora X, i X, ekvivalentna je uvjetu

odnosno, ako to zapisemo preko mjesovitog produkta vektora, imamo

(&' (), ), 7 () = O

Taj se uvjet naziva uvjetom torzalnosti.



2.1 Podjela pravcastih ploha prema uvjetu torzalnosti

Kako bismo pravcaste plohe podijelili prema uvjetu torzalnosti, moramo uzeti u obzir
ovisnost jedini¢nog normalnog polja plohe o parametru v. Kako je tangencijalna ravnina

u tocki X (ug, vg) pravcaste plohe razapeta vektorima
Xu(ug, vo) = ' (ug) +vr'(ug), Xy (o, vo) = r(up),
normala tangencijalne ravnine dana je s
n(ug, vg) = Xy (ug, vg) X Xy (ug, vg) = ¢ (ug) X m(ug) + vor' (ug) x r(ug).

Sada mozemo razmotriti dva slucaja:

1. Plosne normale duz jedne izvodnice su paralelne, odnosno jedini¢no normalno polje
plohe ne ovisi o v. Tu dolazimo do dvije mogu¢nosti koje zadovoljavaju uvjet torzalnosti.
Moze vrijediti da su vektori 7'(u) i 7(u) linearno zavisni ili da su linearno nezavisni.

2. Jedini¢no normalno polje plohe ovisi o v.

U ovisnosti o tome pravéaste plohe dijelimo na razvojne plohe i vitopere.

Definicija 8. Svaku plohu kojoj se duz jedne izvodnice tangencijalne ravnine podudaraju

nazivamo razvojnom plohom.

Kao sto i sama rije¢ kaze, razvojne plohe su plohe koje se mogu razviti u ravninu.
Buduéi da lokalno izometri¢ne plohe imaju jednaku Gaussovu zakrivljenost, razvojnu
plohu mozemo definirati kao plohu kojoj je Gaussova zakrivljenost K jednaka nuli u svim

tockama.

Razvojne plohe dijelimo na tri vrste:
Ako vrijedi da su vektori /() i 7(u) linearno zavisni, odnosno ako vrijedi 7’'(u) x r(u) = 0
na cijelom podrucju definicije tada govorimo o cilindriénim plohama. Kako su ta dva

vektora kolinearna, postoji realna funkcija g(u) takva da vrijedi

Integracijom prethodnog izraza dobivamo

r(u) = f(u)ro,

gdje je 7o fiksni nenul vektor, a f(u) realna funkcija. Iz toga mozemo zakljuciti da su

izvodnice plohe medusobno paralelne te vrijedi
X(u,v) = c(u) + vr. (1)
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Primjer 1. Elipticki valjak

Parametrizacija eliptickog valjka prikazanog na Slika 1 je

3
X(u,v) = (cosu, §sinu, 21}) ,

3
X(u,v) = <cosu, Esinu, 0) + (O, 0, 21}).

Usporedimo li prethodni red s (1), mozemo zakljuciti da elipticki valjak pripada cilin-

odnosno

dri¢nim razvojnim plohama. Kod cilindriéne plohe vektorsko polje r(u) je konstantno, sto

se moze vidjeti i u danom primjeru gdje je vektorsko polje r = (0, 0, 2).

Slika 1: Elipticki valjak

U slucaju kada su vektori 7’(u) i r(u) linearno nezavisni, a jedini¢ni vektor plosne normale
ne ovisi o v dobivamo plohe koje se nazivaju konusnim (stozastim) plohama ukoliko

sve izvodnice prolaze istom tockom,
X(u,v) = p+ vr(u),
odnosno tangentnim plohama ako su izvodnice tangente neke prostorne krivulje c,
X (u,v) = c(u) + v (u).

Tangentna ploha je zapravo ploha koja sadrzi sve tangente krivulje ¢, a da pri tome nije

regularna duz krivulje ¢ koja se zbog toga naziva grebenom tangentne plohe.



Kod konusne razvojne plohe krivulja vodilica generira u tocku te zbog toga ploha nije

regularna u toj tocki.

Primjer 2. StoZac
Stozac je primjer konusne razvojne plohe. Parametrizacija stosca prikazanog na Slika 2
je

X (u,v) = (0, 0, 2) +v(cosu, sinu, 1).

Slika 2: Stozac

Ako imamo slucaj da jedinicno normalno polje duz plohe ovisi o v tada je r'(u) X r(u) # 0
na cijelom podrucju definicije te ne vrijedi uvjet torzalnosti. Takve ¢emo plohe nazivati

vitopere te ¢emo se njima posvetiti u narednom poglavlju.

2.2 Vitopere plohe

Definicija 9. Pravcaste plohe za koje vrijedi
(¢ (u),r(u),r'(u)) # 0

nazivaju se vitopere pravcéaste plohe.

Ako imamo vitoperu plohu parametriziranu s X (u,v) = a(u)+v8(u) tada je 5 x §" uvijek

razli¢ito od nul vektora.



Vitopera ploha se ne da razviti u ravninu pa vitoperom plohom mozemo nazivati sve
pravcaste plohe ¢ija je Gaussova zakrivljenost razlicita od nule (K # 0) u svakoj tocki

plohe.

Primjer 3. Mobiusova traka
Jedan od vrlo zanimljivih primjera vitoperih pravcastih ploha je Mobiusova traka. Ima vrlo
specifican oblik. MoZemo zamisliti da imamo pravokutnu vrpcu ciji jedan kraj zarotiramo

za 180 stupnjeva te ga spojimo s drugim krajem. Tako nastaje Mobiusova traka.

Slika 3: Mobiusova traka, razliciti polozaji

Slika 3 prikazuje Mobiusovu traku parametriziranu s

v v . v
Xlu, v} = (2+ucosacosv, 2+ucos§smv, usm§).

Kao sto je kod tangentnih ploha postojala istaknuta krivulja duz koje ploha nije regularna
- greben, tako kod vitoperih pravcastih ploha imamo istaknutu krivulju koja se naziva

strikcijska krivulja.

2.2.1 Strikcijska krivulja

Spustimo li sa dviju susjednih izvodnica pravcaste plohe zajednicku okomicu onda se
noziste te okomice naziva strikcijskom tockom plohe. Strikcijska krivulja je zapravo lokus
(mjesto ravnine) svih strikcijskih tockaka vitopere plohe, a ploha nece biti regularna duz

nje.

Teorem 1. Neka je s X (u,v) = a(u) +vB(u) dana parametrizacija vitopere plohe. Tada
je s

X = 4(u) + v3(w) ()
dana reparametrizacija gdje je ||0|| = 1 i+ - 0" = 0. Krivulja v se naziva strikcijska

krivulja vitopere pravéaste plohe dane parametrizacijom X.

9



Dokaz. S obzirom da je 8 x 8’ uvijek razlicito od nul vektora,  nikad nece biti nul vektor.
J ]

Definiramo reparamterizaciju od X;

Y(u,0) = X <u HBE’T)H) _ ey 200

Ako sada oznacimo S(u)/||f(u)|| s 6(u) onda dobivamo

Y (u,v) = a(u) + vd(u)

gdje je ||0(u)]| = 11 0(u) - d'(u) = 0. Preostaje nam odrediti krivulju v takvu da je
v (uw) - §'(u) = 0. Neka je
V(w) = a(u) +t(u)d(u)

gdje je t(u) funkcija koju trebamo odrediti. Ako deriviramo prethodni izraz dobivamo:
7 () = o'(u) + t'(u)d(u) + t(w)d'(u).
Kako je 0(u) - 0'(u) = 0 slijedi

7 () - 0'(w) = o' (u) - &'(u) + H(u)d'(u) - &'(u).

S obzirom da 3 x ' nikad nije nul vektor, 8 i 5’ su uvijek linearno nezavisni te zbog toga

i ¢’ nikad nije nul vektor. Prema tome, ako bi funkciju ¢ definirali kao

o/ (u) - &' (u)

) = s@IE

(%)

iz prethodnog izraza dobivamo 7/(u) - 6’(u) = 0. Sada definiramo

X(u,v) =Y (u,t(u) +v).

Onda je X (u,v) = a(u) + (t(u) + v)d(u) i karte X, X i Y odreduju istu plohu pri éemu

parametrizacija X zadovoljava (x). O

Strikcijska krivulja ima jako zanimljivu geometrijsku interperetaciju; moglo bi se re¢i da

okruzuje plohu duz njenog najuzeg dijela.
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Jos ¢emo spomeniti kako se svaka vitopera ploha moze jednoznac¢no odrediti ako pozna-
jemo tri veli¢ine, odnosno tri invarijante plohe koje odreduje Sannijin trobrid. Sannijin
trobrid je ortonormirani trobrid vektora u tocki strikcijske krivulje plohe, a ¢ine ga vektor

g . . . / . / o .
smjera izvodnica 7, te vektori m irx [’" Oznacimo li s {r,n, z} vektore Sannijinog

el
'I"l

trobrida, pri cemu je n = T iz=r xn, tada vrijedi

F =K, W =K +7%8 & =7

gdje je
det(r,r’,r'")
w=rl, 7= ")
’ Il
zakrivljenost, odnosno torzija izvodnice r. Kut koji zatvaraju vektori r i tangencijalni
vektor strikcijske krivulje naziva se strikcijom plohe. Svaka vitopera pravcasta ploha je,

do na polozaj u prostoru, jednoznac¢no odredena sa zakrivljenoscu, torzijom i strikcijom.

2.2.2 Gaussova zakrivljenost vitoperih ploha

Definicija 10. Parametar distribucije vitopere pravéaste plohe parametrizirane s X =

a(u) +vB(u) je funkcija p = p(u) definirana s
_det(o,8,8')
Y

Pomoc¢u parametra distribucije mozemo izracunati Gaussovu zakrivljenost vitopere

plohe.

Teorem 2. Neka je s X(u,v) = a(u) + vB(u) dana parametrizacija vitopere pravéaste
plohe. Tada je X regularna kada je v # 0 ili kada je v = 0 @ parametar distribucije razlicit
od nula. Nadalje, Gaussova zakrivljenost vitopere pravcaste plohe moZe se izracunati

pomocu njenog parametra distribucije kao

(p(u)? +v?)*

Dokaz. Najprije uo¢imo da su i o x 5 i ' okomiti na i o pa je zbog toga o/ x
kolinearan s (' te vrijedi
o x 6 = pﬁ/7

gdje je p parametar distribucije. Kako je X, = o/ +vf' i X, = [ slijedi
Xy % Koy :Pﬁl‘i‘vﬁl X 67

pa je
1Xu x Xoll* = [lpB'11* + [lv8" x BII* = (* + v*)[I8II".
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Time smo dokazali dio o regularnosti. Izracunajmo sada fundamentalne velic¢ine prvog i

drugog reda potrebne za izracunavanje Gaussove zakrivljenosti. Primjetimo da je
qu =a’ o Uﬁﬁ7 Xuv = 6, 1 va =0
pa je onda
EI — X,z - (al+v/8/)2 — a/2 +2UO//BI+U2/B/2 - 1_‘_1}2/6/2
F=X, X,=(a+vf) f=af
G=X2=p

1
N=n- X, = Wdet(Xw,Xu,Xv) =1

1
M=n-X,, = Wdet(Xuv,Xu, )

1 ;o ,
:Wdet(ﬁ,a +Uﬁaﬁ>
_ %[det(ﬁ’, o, B) + det(8',v5, B)]

1 .
= Wdet(ﬁ e 75)

Kada uvrstimo dobivene fundamentalne velicine u formulu za Gaussovu zakrivljenost

imamo s ,
(det(’,8,8")
o IN-ME M e
EG — F? W2 W2
Slijedi
B det?(«/, B, B') 3)
- ((1 JL UQﬁ’Q) _ 0/252)2‘

Sada pogledajmo ¢emu je jednak kvadrat parametra distribucije

p: det(a/7ﬂ7/6/) — det(a,7/87/8/)

51_6/ 5/2 )
d 20 /
o-d o8 o-p 1 Jd-8 0

B«a! BB BB g-a 1 0
_ B,'O‘, ﬁlﬁ ﬁ/'/Bl B 0 0 6/2

(B RCRE
B (@B _1- ()
(512)2 5/2 :
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Raspisimo sada nazivnik trazene formule (2):

_ ! 3A\2
p+m%=L7%ﬁL+v%=§ar—mwf+a%ﬂ

iz Cega slijedi
1~ (@B) + 577 = B2 + 7).

Stoga vrijedi

det?(d,8,8)

K= ror =
(@, 58) 1
ST wrer ®)

sto pomocu (4) mozemo zapisati kao

1

K=—p ——
p (P2 + v2)2

¢ime smo dokazali (2). O

Iz prethodnog Teorema mozemo zakljuciti kako ée Gaussova zakrivljenost vitoperih
pravcastih ploha biti uglavnom negativnog predznaka. Neki specijalni slucajevi navedeni

su u sljede¢em korolaru.

Korolar 1. Neka je s X(u,v) = a(u) + v6(u) dana parametrizacija vitopere pravcéaste
plohe kojoj je p parametar distribucije. Tada za Gaussovu zakrivljenost K(u,v) dane

wvitopere pravcaste plohe vrijede sljedece tvrdnje:
(i) Za fiksan parametar ug K — 0  kada v — oo.
(i7) K(u,v) =0 ako i samo ako je parametar distribucije jednak 0.

(1i1) Ako je parametar distribucije razlicit od nule, Gaussova zakrivljenost je neprekidna

funkcija.
Dokaz. Sve tvrdnje su direktne posljedice Teorema 2. O

U narednom primjeru izracunat ¢emo Gaussovu zakrivljenost vitopere pravcaste plohe

pomocu parametra distribucije.
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Primjer 4. Gaussova zakrivljenost hiperbolickog paraboloida

Hiperbolick: paraboloid je vitopera pravéasta ploha dana prametrizacijom

Xw,v) =1y 0 @0).

Slika 4: Hiperbolicki paraboloid

Imamo
X(u,v) = (u, v, wv) = (u, 0, 0) +v(0, 1, wu),

gdje je ¢ = (u, 0, 0) bazna krivulja, r = (0, 1, u) vektor smjera izvodnice. Primjetimo

da vektor r nije jedinic¢ni vektor, stoga ga moramo normairati.

1 i ]
0,1, u)=
0L oY= e

Za racunangje prametra distribucije potrebne su nam deriwacije vektora c i vektora r,

r(u) = (0, 1, u)

dfu) = [1, O, 0]




Vrijedi:

1 0 0 ) "
N 1l 0 1 . U - (1+u2)2 £ (1+u?2)2
- 1 (14u?)2 (14u2)2 | — 1 -

(1+u2)2 O . i 1 (1+u2)2
(1+ut) (142
=1+
Slijed;:
o —pw?
(p(uw)? +v?)?

.~ u?)? B

o ((1+u2)2 —|—v2)2 o

_ —(1+u?)? _

o (1+u2)2 (1+u2+v2)2 -

—1

(14 u2 +02)2
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