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Zavrsni rad

SveuciliSte Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku

Odjel za matematiku

Sveucilisni preddiplomski studij matematike i racunarstva

Juraj Botkuljak

Modeliranje financijskih instrumenata

(Modelling of financial instruments)

Sazetak. Ovaj rad nastoji dati teorijski pregled kvantitativnih i kvalitativnih modela koriStenih pri modeliranju cijena
vrijednosnica na financijskim trzistima, s naglaskom na modele koji se zasnivaju na geometrijskom Brownovom gibanju i
hipotezi uc¢inkovitih trzita. U okviru analize, cilj je za uvedene modele (stvarne i ilustrativne) identificirati specifi¢na svojstva
koja potencijalno mogu sluziti kao teorijska osnova za razvoj konkretnih metoda optimizacije investicijskih portfelja. Poseban
fokus je u tom kontekstu stavljen na svojstvo ne-ergodi¢nosti geometrijskog Brownovog gibanja na kojem se temelji i metoda
optimizacije portfelja razvijena u okviru ovog rada.

Kljuéne rijeéi. Financijska trzista, kvantitativna analiza, geometrijsko Brownovo gibanje, ergodi¢ni procesi, teorija o¢ekivane
korisnosti, hipoteza uc¢inkovitih trzista

Abstract. This paper aims to provide a theoretical overview of selected models used in both quantitative and qualitative
financial modeling, with an emphasis on the ones based on geometric Brownian motion and the efficient market hypothesis.
The primary objective is to identify specific properties of such models which could potentially provide the theoretical basis of
specialized portfolio optimization methods. Special attention is given to the non-ergodicity of geometric Brownian motion,
which forms the basis of a proposed portfolio optimization method developed for the purposes of this paper.

Keywords. Financial markets, quantitative analysis, geometric Brownian motion, ergodic processes, expected utility theory,
efficient market hypothesis
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Teorijski okvir

Osnovni matematicki objekt koji je polaziSna toCka stohasti¢kog pristupa modeliranju trzista jest, kako i sam naziv sugerira,
slucajni(stohasticki)proces.

Slucajni proces.

Definicija. Sluéajni proces (u oznaci {X;}) familija je slu¢ajnih varijabli (X;, t € T), T € R definiranih na istom
vjerojatnosnom prostoru (€, F, P).

Definicija. Za fiksni w € Q, funkciju t +— X;(w) nazivamo trajektorija (realizacija) slu¢ajnog procesa {X;}.
Napomena. U slu¢ajevima kada T oznacava vremenske trenutke, ako je skup T

i diskretan, govorimo o slu¢ajnom procesu u diskretnom vremenu;
ii. neprekidan, govorimo o slu¢ajnom procesu u neprekidnom vremenu.

Vazno svojstvo sluc¢ajnih procesa koje omogucava generalizaciju zaklju¢aka u vremenu jest stacionarnost.

Stacionarnost slu¢ajnog procesa.

Definicija. Za slucajni proces {X;} kazemo da je stacionaran ako zajednicka funkcija distribucije uzastopnih

¢lanova ne ovisi o vremenu, tj.
Fx(xtl, ...,xtn) = FX(xt1+1:r . T), vneN, VreR, V.., t, ER.

Od osobitog interesa za problematiku modeliranja financijskih instrumenata jest proces poznat kao standardno Brownovo
gibanje ili Wienerov proces.

Standardno Brownovo gibanje (SBG).

Definicija. Slu¢ajni proces (B, t = 0) je standardno Brownovo gibanje ako vrijedi
i za sve n € N i svaki izbor ¢ty < t; < -+ < t, prirasti By, — By, ... , By, — B, _, su nezavisne slucajne
varijable,
ii. zasve 0 <t <s <o, Bj— B, ~N(0,s —t),
iii. P(By=0) = 1.

Primjer trajektorije SBG-a.

B(t)
0

Time (t)
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Iz (ii.) slijedida su zajedini¢ne vremenske intervale At = 1, prirasti iz distribucije N(0,1). Za prakti¢ne primjene, to svojstvo je
ogranicCavajuce, pa se SBG moze generalizirati.

Generalizacija SBG.
Definicija. Ako je (B, t = 0) SBG, proces definiran s

Xl' =Ht+UBt

nazivamo standardno Brownovo gibanje s driftom p i volatilnosti a2.

Zbog ¢injenice da je SBG slucajni proces u neprekidnom vremenu, njegove trajektorije je nemoguce prakticno opazati. Ipak,
svojstva SBG-a omogucavaju adekvatnu aproksimaciju procesa u diskretnom vremenu na nacin da se SBG uzorkuje u
diskretnim i jednakim vremenskim intervalima At = 1. Slucajni proces dobiven takvim uzorkovanjem je Gaussova slucajna
Setnja.

Gaussova slu¢ajna Setnja.

Definicija. Neka je (X; ~N(u, ), t € T),T € N familija nezavisnih i jednako distribuiranih sluéajnih varijabli.
Slu¢ajni proces definiran kao

t=1
G, = in, £ e
=i

je Gaussova slucajna Setnja s driftom g i volatilnosti o.

Primjer. Neka je (B, t = 0) Brownovo gibanje s driftom p i volatilnosti o. Sludajni proces (B, t € T € Ny) je
Gaussova slucajna Setnja s driftom p i volatilnosti o.

Gaussova slucajna Setnja moze se promatrati kao proces Cija je vrijednost u svakom trenutku jednaka do tada akumuliranim
(normalnim) prirastima. Dobivena trajektorija je funkcija f: T < Ny = R odnosno niz kojeg ¢emo, buduéi da domena oznac¢ava
diskretne vremenske trenutke, nazivati vremenskim nizom.

GEOMETRIJSKO BROWNOVO GIBANJE

Slucajni proces koji je osnova mnogih modela financijskih trziSta poznat je kao geometrijsko Brownovo gibanje.

Geometrijsko Brownovo gibanje (GBG).

Definicija. Za sluc¢ajni proces (S;, t = 0) kazemo da je geometrijsko Brownovo gibanje ako zadovoljava
stohasti¢ku diferencijalnu jednadzbu

ds;
— =pdt+odW,
St

gdje je p relativni drift, a o relativna volatilnost.

Rjesavanje ove SDJ zahtjeva primjenu Itévog ra¢una, §to je izvan domene ovog rada. Analiti¢ko rjeSenje za Sy =
0 dano je s

S¢ = exp <(/1 - %2) t+ aWt>.
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Napomena. Primijetimo da logaritam GBG-a
&2
InS; = <y —7> t+ oW,
: < . ; o < :
prati Brownovo gibanje s driftom p — = L volatilnosti a.

Buduci da se takoder radi o neprekidnom procesu, analizu prakti¢no vrSimo nad aproksimacijom GBG-a u diskretnom vremenu
tj. nad eksponencijalno transformiranoj Gaussovoj slucajnoj Setnji. Demonstracija koristenja takve aproksimacije dana je u
primjeru ispod.

GBG u praksi.

Primjer. Zelimo objasniti kretanje trzisne vrijednosti neke drzavne obveznice uz pretpostavku da vrijednosti
prate GBG. Vremenski interval uzorkovanja proizvoljno definiramo na nacin da promatramo cijenu na dnevnom
zatvaranju burze (pretpostavljajuci, radi jednostavnosti, da nema neradnih dana). Vremenski niz koji dobijemo
takvim uzorkovanjem predstavlja trajektoriju eksponencijalne transformacije Gaussove slu¢ajne Setnje, temeljem
koje mozemo o donositi zakljuc¢ke pozadinskom GBG-u.

Napomena. Mnogi modeli (kao §to je npr. Black-Scholes model) pretpostavljaju da cijene vrijednosnica prate
GBG. Medutim, u praksi se sve ¢eS¢e primjenjuje modifikacija GBG-a u kojoj prirasti imaju Studentovu
distribuciju (vidi [9]).

HIPOTEZA UCINKOVITIH TRZISTA

Interesantna je implikacija pretpostavke da financijska trziSta modelira GBG: ako su pomaci u vrijednostima doista slucajni,
tada ne moze postojati metodologija kojom je moguce pouzdano predvidati buduca kretanja. Primijetimo medutim da trzista
ipak snazno reagiraju na vazne sistemske dogadaje (kao $to je npr. COVID-19), $to ukazuje na suprotan zakljutak - da su kretanja
ipak predvidiva - jer se trziSne korekcije i utjecajan dogadaj nikada ne dogadaju istovremeno, tj. postoji vremenski razmak
izmedu takvog dogadaja i trziSne reakcije. To nas pak opazanje navodi na zakljucak da trzisSne kretnje nisu nezavisni dogadaji,
veC da ovise o nekim vanjskim varijablama - dostupnoj informaciji. Dostupna informacija obuhvaca svo relevantno znanje
trzisnih dionika na temelju kojeg ono kolektivno formira oCekivanja o buduc¢nosti i kontinuirano, kroz ponudu i potraznju,

uskladuje trziSne vrijednosti s tim ocekivanjima.

Primjer.

Pretpostavimo da je neko poduzeée pocetkom 2020. godine izdalo obveznice za koje je trzisna kamata u tom
trenutku jednaka 5%. Recimo potom da, u vremenu kada su rizici povezani s nepovoljnim implikacijama
pandemije COVID-19 na globalnu ekonomiju postajali izraZeniji, opazimo i proporcionalan rast trzi$no uvjetovane
kamate na razinu od 10%. Taj rast posljedica je €injenice da investitori, na temelju informacije koja im je
dostupna, oéekuju veéu kompenzaciju za preuzeti rizik.

Iz navedenog mozemo zakljuciti da slu¢ajna priroda trziSnih kretanja proizlazi iz realizacije trzisnih ocekivanja. OCekivanja
vezana uz budu¢nost osnova su trziSnog vrednovanja imovine, a buduci da ponasanje velikih dinamickih sustava nije moguce
pouzdano predvidjeti, realizacije tih dogadaja mogu se razlikovati od prethodnih o€ekivanja. Te realizacije kaskadno imaju
utjecaj na sljedeca ocekivanja, Sto posljedi¢no ima utjecaj na naredno vrednovanje imovine, odnosno trziSnu cijenu. Iz toga
slijedi da opazena nepredvidivost trziSnih kretnji zapravo proizlazi iz nepredvidivosti realizacije buduc¢ih dogadaja relevantnih
za pojedini financijski instrument.

Ako dodatno pretpostavimo da trziSte u svakom trenutku imovinu vrednuje tako da ispravno zakljucuje na temelju dostupne

informacije, tada smo opisali mehanizam trziSnog utvrdivanja vrijednosti financijskih instrumenata poznat pod nazivom
hipoteza ucinkovitih trzista (vidi[8]).
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TEORIJA OCEKIVANE KORISNOSTI

Rani modeli odluc¢ivanja kao sredisSnju ideju imali su pretpostavku da ¢e pojedinac, suocen s izborom izmedu dvije situacije s
nepoznatim ishodom - na koje ¢emo se u ovom kontekstu referirati kao ok/ade- odabrati onu s vecom ocekivanom promjenom
bogatstva. Na taj model cemo se referirati kao model ocekivane promjene bogatstva.

Ocekivana promjena bogatstva.

Primjer. Pojedinac je suocen s izborom dvije oklade, prikazane u obliku slu¢ajnih varijabli ¢ija realizacija
oznaCava promjenu bogatstva x:

0.11x -0.1x) - 0.8x —-0.75x
AX, 0s o5 JIAXa~ (o5 os

Buduéi da je ofekivana promjena bogatstva veca u slucaju oklade AX, tj.
E[AX,] = 0.025 > E[AX,] = 0.005,

model predvida da bi racionalan pojedinac trebao preferirati okladu AX, u odnosu na okladu AX;.

Ubrzo je uoc¢eno da navedeni model nema previ$e smisla (uocio gaje i N. Bernoulli, vidi [7]): malo tko bi bio voljan riskirati 75%
svog ukupnog bogatstva, bez obzira na to Stoje ocekivaniishod povoljan. Nesklonost vecine pojedinaca da prihvate ovu okladu
ne proizlazi isklju¢ivo iz njene rizi€nosti - proizlazi primarno iz toga Sto se, unutar konteksta u kojem ljudi odlucuju o stvarnim
situacijama, radi o objektivno lo$oj okladi. To ¢emo detaljnije ilustrirati kasnije.

Slican problem koji se takoder odnosi na problemati¢nost koriStena o¢ekivanja, dobro je ilustriran poznatim St. Petersburg
paradoksom.

St. Petersburg paradoks.

Primjer. Pokusajmo pomocu teorije o¢ekivanog bogatstva procijeniti minimalan iznos koju bi racionalni
pojedinac bio spreman platiti za okladu X definiranu na sljedeé¢i nacin

P(X =2m) = neN,

2n+1’

Navedena oklada ekvivalentna moze se ilustrirati na sljede¢i nacin: definiramo vrijednost potencijalni dobitak uz
pocetni uvjet py = 1. Igra¢ baca savrSeni nov¢ié:

i ako padne glava, potencijalni dobitak udvostrucuje se, tj. Pry1 = 2 D3
ii. ako padne pismo, potencijalni dobitak isplacuje se igracu.
e . . . IS IR (e N O |
Ocekivanje ove oklade divergira, tj. E(X) = =" 2V5F =" 2°+ 7 27 ma= grgtph ==, Prema teoriji

ocekivanog bogatstva, racionalan pojedinac trebao bi biti spreman platiti bilo koju cijenu C < oo za takvu okladu.

U praksi, malo tko je spreman platiti iznos veci od, primjerice, 50 (novéanih jedinica) za igranje ove oklade. Prirodno rjesenje
ovog i prethodnog problema proiza$lo je iz novog modela koji je zamijenio dotadasnji model o¢ekivanog bogatstva - model
oCekivane korisnosti. lako je ta tematika izvan domene ovog rada, grubo govoreci, model o¢ekivane korisnosti pretpostavlja da
racionalni pojedinac pri odlucivanju o situacijama s nepoznatim ishodom, ne razmatra nominalnu promjenu bogatstva, vec
promjenu ukupne korisnosti (vidi [6]). Korisnost je koncept uveden kako bi se formalizirala ¢injenica da dodatna jedinica
bogatstva (npr. kuna) pojedincu niskog bogatstva predstavija vise nego pojedincu visokog bogatstva. Obi¢no se korisnost
definirakaologaritam bogatstvaln (x), alimoguce je koristiti bilo koju konkavnu rastucu funkciju kako bi se prikazala opadaju¢a
percipirana vrijednost bogatstva.
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Posljednjih godina, sve zastupljenije razmi$ljanje medu matematickim ekonomistima (osobito Ole Petersa s Londonskog
matematic¢kog laboratorija) jest da koncept korisnosti ne zahvaca najbolje sustinu problema (i da za sobom povlac¢i niz drugih
problema, vidi[5]), te da se se opazene ,anomalije” mogu adekvatnije objasniti konceptom koji je bio nepoznat u vremenu kada
su ovi problemi bili aktualni - ergodi¢nost.

lako se radi o nesSto Sirem konceptu, za potrebe ovog rada, ergodi¢nost ¢emo promatrati isklju¢ivo kao svojstvo slucajnih
procesa.

Ergodiénost slu¢ajnog procesa.

Definicija. Za slucajni proces u diskretnom vremenu (X, t € N) reé¢i ¢emo da je ergodi¢an ako njegov vremenski
prosjek

i

R 1

Ax(T) = 72 Xt
t=1

konvergira kvadratno prema ocekivanju, tj.

lim E[(E[Xr] - (1) ] = 0,

Ergodicnost je standardna pretpostavka u termodinamici i statistickoj fizici. Vaznost ergodi¢nosti kao svojstva slucajnih
procesa je u tome $to nam omogucava zakljucivanje o ,tipi¢noj” temporalnoj evoluciji slu¢ajnog procesa na temelju njegova
ocekivanja, ato bitno olaksava racun. Potreba za eksplicitnim provjeravanjem ergodicnosti nije bila uo¢ena vise od 200 godina
nakon formulacije fundamentalnih koncepata vjerojatnosti u 17. stolje¢u - implicitna pretpostavka u tadasnjim modelima bila
je da ergodicnost opcenito vrijedi - zato i ne ¢udi inicijalni zakljucak teorije oCekivanog bogatstva da ¢e pojedinac iskljucivo
razmatati o€ekivanu vrijednost oklade.

U slucaju kada odluka pojedinca rezultira promjenom bogatstva na nacin bi uzastopni niz takvih oklada doveo do procesa koji
nije ergodican, ocekivanje nije adekvatan alat s kojim pojedinac moze donijeti za njega optimalnu odluku - oCekivanje
predstavlja prosjecni ishod u slu¢aju kada viSe pojedinaca igra istu okladu, a prosje¢an ishod grupe igraca pojedincu ne
predstavlja puno. Situacije koje ilustriraju da to zaista jest slucaj obradene su u sljede¢em odlomku.

Analiza svojstava

U svrhu analize svojstava i demonstracije tvrdnji spomenutih u prethodnoj cjelini, simulirat cemo nekoliko situacija. Simulacije
¢emo provoditi na na¢in da promatramo evoluciju odabranih agregata (najée$ce prosjec¢nog ili medijalnog bogatstva) za N
nezavisnih pojedinaca koji T puta uzastopno prihvacaju odredenu okladu.

1. MULTIPLIKATIVNE OKLADE
Multiplikativna oklada.

Definicija. Multiplikativne oklade su sluc¢ajni dogadaji ¢ije realizacije odgovaraju multiplikativnoj (relativnoj)
promjeni uloZenog iznosa. Formalno ju definiramo kao slu¢ajnu varijablu B koja modelira odnos osvojenog i ulozenog
iznosa.

Primijetimo da uz ovakvu definiciju, ukupni osvojeni iznos za ulog x moze se modelirati slu¢ajnom varijablom Bx.

Napomena. U daljnjem tekstu, kada nije drukéije navedeno, pojam oklade odnosit ¢ée se iskljucivo na
multiplikativne oklade.
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Specifikacija.

0.5 —0.4

Promatramo okladu B ~ (2 &

i definiramo sluéajni vektor
X(T,N) = (X1(T,N), ..., Xy (T, N))

&ija k-ta komponenta X (T, N) modelira bogatstvo k-tog od ukupno N pojedinaca nakon T odigranih oklada. Za
S. —
N € N, promatrat éemo vektorski proces (X(T,N), T € T') uz pocetni uvjet X(0,N) TT1

Definicija. Definiramo procjenitelja eksponencijalnog rasta bogatstva kao

1. e o
g(T,N) = ZIn X(T, W).
Lema. Za okladu B i vektorski proces (X(T,N), T € T') vrijedi

E[X(T,N)] = E[1+ B]TE[X(1,N)].

Dokaz. Ocekivano bogatstvo pojedinca (N = 1) nakon oklade moZemo izraziti u terminima bogatstva prije oklade
kao

E[X(T,1)] = E[X(T — 1,1)] + E[BX(T —1,1)] = E[X(T — 1, 1)] + E[BIE[X(T — 1,1)] = E[X(T — 1, 1)](1 + E[B])

RjeSavanjem rekurzivne relacije dobivamo

E[X(T,1)] = E[1 + B]TE[X(1,N)].

Lako se vidi da je za jednostavni slu¢ajni vektor X = (Xy, ..., Xy), E[X] = E[Xy], Vk = 1,..,n, iz Cega slijedi tvrdnja
leme. m

Za skup N — oo igraca kada je T < oo, imamo

lim §(T,N) = = lim InX(T.N) = 1 (1' TN)g'—S'llEXTN = L1057 = 004879
dim g(7,N) = 7 im Inx(T,N) = In( lim x(T,N) ) = ZInE[X(T,N)] = In 105" = 0. )

pa zakljuujemo da je brzina eksponencijalnog rasta prosjeénog bogatstva grupe pozitivna.
Procijenimo eksponencijalni rast za fiksni N < oo kada T — 0. U tu éemo svrhu definirati slu¢ajni vektor
B(T,N) = (B,(T,N), ..., By(T,N))

&ija k-ta komponenta By (T, N) modelira ishod T-te oklade k-tog od N pojedinaca. Buduéi da su oklade nezavisne,

vrijedi da je B(N, k) £ BN, t), Vt, k.

Promatramo vektorski proces (B(T,N),T € T). Imamo

T T
A T 1 | i 1 el
Tll_r){)log(T, N) = }LI)I()IO (TIn x(T, N)) = Tll_r)rolo Fln(l |(1 + b(T, N))) = Tll_r)rolo <? tilln(l + b(T, N))) =

t=1

—00

N T
1 1 5
- NZ o <?z In(1 + Bzv)> C ElIn(1 + By)] = —0.05268.
n=1 t=1

Uocavamo zanimljiv rezultat: bogatstvo grupe od N < oo pojedinaca dugoro¢no pada eksponencijalno, dok
bogatstvo grupe s beskona¢no mnogo pojedinaca raste eksponencijalno.
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Simulacija. (grafovi su logaritamski)

Prosjecno bogatstvo po pojedincu u velikoj
500000 i T =80 imamo

In prosjek ansambla
15

0s
L
o

00
LY

T

30

40

Medutim, na kraju ove simulacije, cak 81% pojedinaca je zavr$ilo s manjim bogatstvom nego prije
simulacije, iako je prosjecno bogatstvo raslo eksponencijalno. Razlog tomu je Sto bogatstvo pojedinca
dugorocno gotovo sigurno pada eksponencijalno. Cak 3tovise, za svaku konaénu grupu, prosjeéno bogatstvo
u dugom roku eksponencijalno pada: u uvjetima T =8000, N € {1,50,500} imamo

Logaritam prosjecnog bogatstva grupe od N

&
- N=1
- N=50
— N=500
Q
g |
o
g
3
8
3
Z
2
3
g
g
2 5
g |
g2 §
5
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g
8
=
Q
g |
?

T T T
0 2000 4000 6000

t

In kvantil bogatstva

-100

-200

-300

-400

Kvantili bogatstva, N = 500

— In 0.5-kvantil
— In 0.625-kvantil

= In0.75-kvantil

— In0.875-kvantil

2000

T T
4000 6000 8000

t

Razlog ovakvih rezultata su rijetke ali utjecajne uzastopne pobjede rijetkih pojedinaca koji
»iskrivljuju“ prosjek na nacin da, zbog eksponencijalne dinamike rasta, drastiéno povecavaju varijancu.
Budu¢i da smo pokazali da proces nije ergodican, nije iznenadujuée da vremenski prosjek bogatstva grupe
dugorocno pada (za razliku od prosjeka): u uvjetima N =100000 i 7 =50 imamo

vremenski prosjek bogatstva grupe
2
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Buduci da se radi o sustinski slicnim procesima, implikacije ne-ergodi¢nosti promatrane na primjeru jednostavne oklade nisu

bitno drukcije i u slucaju kompleksnijih procesa - konkretno, geometrijskog Brownovog gibanja.

Specifikacija.

Definiramo okladu takvu da je bogatstvo N pojedinaca u trenutku T odredeno slucajnim vektorom
X(T,N) = (Xy(T,N), ..., Xn(T,N))

za koji vrijedi da je (Xi(T,N),T € T) geometrijsko Brownovo gibanje, Vk = 1, ..., N. Procijenimo brzinu
eksponencijalnog rasta §(T,N) posebno u slu¢ajevima kada N — o0; T < o i kada T — o0; N < co. Buduéi da kada

g.s.
je Xx(0,N) = 1iT < o, opéenito vrijedi

E[X (1,N)] = eHT = E[X(1,N)] = eHT
slijedi da je

A 1 . —  _gs. 1 N
I\lll_r)rgog(T,N) = T}\l{l_r,rgolnX(T, N) = TlnE[X(l,N)] = U

Za vremenski prosjek kada je N < co moZe se pokazati (vidi [4]) da je
2

ima e
dim §(T,N) = u >

iz Cega slijedi da za g # 0 proces nije ergodi¢an. Od posebnog nam je interesa specifi¢an slucaj kada je
o? o?
w>0) A (#—7<0> s 0<y<7

jer je tada ocekivana brzina eksponencijalnog rasta pozitivna, dok je vremenski prosjek brzine eksponencijalnog
rasta negativan. Gruba interpretacija ovog rezultata jest da je oekivanje dobra mjera tipi¢nog ponaSanja za
relativno velik broj simulacija u kratkom roku, tj. kada je N » T. Medutim, za relativno mal broj simulacija u
dugom roku, tj. kada je T > N, vremenski prosjek postaje adekvatnija mjera tipi¢nog ponasanja.

Simulacija. (grafovi su logaritamski)

Simulaciju GBG-a provodimo s parametrima pu=0.05 i 0% =0.2. Budu¢i da je pu >0, za veliki broj simulacija
ocekujemo eksponencijalni rast prosjeka: u uvjetima N =500000 i T =100 imamo
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Ipak, vrijednost cak 87% trajektorija na kraju simulacije je ispod pocetne vrijednosti. Razlog tomu je
log-normalna distribucija GBG-a i rastuca varijanca u vremenu.

Gotovo identicnu situaciju kao i u kod primjera oklade u prethodnoj simulaciji opazamo u dugom roku za
konacne grupe: u uvjetima N €{1,50,500} i T =8000 imamo

= In 0.5-kvantil
N In 0.625-kvantil
\ — In0.75kvanti
N — In 0.875-kvantil

In prosjek ansambla
-150
L
In kvantil ansambla
200
L

-200
1

-250
1
=300
L

-300
1

-400
1

T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 0 2000 4000 6000 8000
& t

Isto tako, i vremenski prosjek pada u uvjetima N =50 i T = 100000.

In vremenski prosjek

Interesantno je za napomenuti da je, prema nekim autorima, rastucu ekonomsku nejednakost u drustvu moguce pripisati

upravo ne-ergodi¢nosti procesa koji utjecu na bogatstva pojedinaca.

Diversifikacija je tehnika optimizacije portfelja koja podrazumijeva minimizaciju korelacije medu njegovim sastavnicama. Dio
pozitivnih efekata diversifikacije na ukupan prinos moze se dijelom pripisati ranije identificiranim svojstvima GBG-a, ponajvise
onom koja se odnose na eksponencijalno rastuci prosjek nezavisnih simulacija u kratkom roku. Minimiziranjem korelacije
nastoje se stvarni uvjeti u Sto vec¢oj mjeri pribliziti onima u kojima su simulacije nezavisne.

Kao alternativno rjeSenje, uvodimo osnovnu varijantu modela metode konstantnog uloga.

Metoda konstantnog uloga.

Radi jednostavnosti ¢emo u ovom sluc¢aju promatrati varijantu metode konstantnog uloga koja je primjenjiva na
situacije u kojima

i je negativno ukupno bogatstvo moguce;

ii. igra¢ nije obvezan uloziti svo svoje bogatstvo.
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Definicija. Metoda konstantnog uloga podrazumijeva razdvajanje bogatstva x(t) igraca na dva segmenta: iznos
za ulaganje y(t) i buffer z(t) tj.

x(t) = y(t) + z(t)
y(t) =c.

Pretpostavljamo da igra¢ prihvaca niz oklada B(t) te u svakoj ulaze iznos y(t).
Prema definiciji je nakon oklade igra¢ realizirao zaradu od

P(t) = X()y(t) —y(@®) = X(O(y(®) -1

koju igra¢ potom, kako bi uvjet o konstantnosti y(t) bio zadovoljen, pribrojava bufferu, tj. modificira segmente
svog bogatstva na sljede¢i nacin:

y(t+1) = y(t)
z(t+1) =z(t)+T().

U sludajevima kada je oklada neprekidna (npr. GBG), provodi se diskretizacija na nad¢in da se promatraju samo
dogadaji koji odgovaraju proizvoljnim promjenama manjim od p i ve¢im od p’, p < p’ (tj. realizacije X & (p,p’))
za koje vrijedi

PX<p)=PX =p").

Motivacija iza ovakvog ogranicenja je ta da Zelimo proizvoljno definirati minimalan relativni rast koji ¢emo
definirati kao ,uspjeh‘‘i ekvivalentan pad kojeg ¢emo definirati kao ,neuspjeh'. Uz ovako definiran uvjet
promatramo diskretnu okladu koja ima distribuciju u kojoj je vjerojatnost pobjede jednaka

P({pobjeda}) = P(nX > p|InX ¢ (p,p')

i vjerojatnost gubitka jednaka
P({gubitak}) = P(InX <p|InX & (p,p")

iz ¢ega zbog P(InX < p) = P(InX = p') slijedi da je

(pobjeda gubitak)
0.5 0.5

Specificnost ove strategije je u tome Sto bogatstvo pojedinca koji ju primjenjuje na ne-ergodi¢nu okladu postaje ergodi¢an
proces.

Ergodi¢nost metode konstantnog uloga (MKU).

Dokaz. Lako se pokaZe da je slu¢ajni proces (B, t € T) stacionaran, a buduéi da je ulog x(t) = ¢ konstantan u
svakom trenutku, stacionaran je i sluc¢ajni proces (P, t € T), P, = By x(t) = B¢ koji modelira osvojeni iznos u
trenutku t. Vrijedi

T 2 T T 2
1 1 1 gs.
i —— = 2 _ i — i — E—} 2 _ 2 2 —
711_1’){)10 (E[P] T E pt> E[P] ZE[P]YI‘HEOTt_Elpt + 71‘l—>n;>10 <T E pt> E[P]? — 2E[P]* + E[P] 0

t=1 t=1

¢ime smo pokazali ergodi¢nost slucajnog procesa koji modelira osvojeni iznos u trenutku t ako igra¢ na
multiplikativnu okladu primjenjuje metodu konstantnog uloga. m

Primjenom ovakve metode, slucajni proces koji modelira bogatstvo igraca vise nema eksponencijalan, nego linearan rast.
Simulirajmo ovu metodu na GBG.
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Simulacija. (grafovi su linearni, osim ako nije druk¢ije navedeno)

Simuliramo MKU na GBG s parametrima u=0.05 i 62 =0.2. U uvjetima N =10000 i T = 2000 imamo linearan
rast prosjeka i medijana

— Prosjek
- = Medijan

50

40
1

30

10

0 500 1000 1500 2000

t
Usporedimo logaritam prinosa diversificiranih portfelja od N € {100,500,10 000} sastavnica do vremena T =
2000 s logaritmom prinosa istih portfelja koji primjenjuju MKU.
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Za portfelje koji primjenjuju MKU vidljiva je samo jedna krivulja buduc¢i da se radi o ergodicnom
procesu, pa trajektorija prosjeka ne ovisi o N. Primjecujemo da u danim uvjetima, MKU nadmasuje
prosjeke diversificiranih portfelja.

Takoder, nije iznenadujuce da u ovom slucaju uocavamo normalno distribuirano bogatstvo (a ne log-
normalno) na kraju simulacije (Shapiro-Wilk p = ©.037): u uvjetima N =10000 i T =2000 imamo
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Zakljucak

Izneseni teorijski i empirijski rezultati opravdavaju daljnje istrazivanje i razvoj metoda optimizacije portfelja temeljenih na
meduodnosu dugoro¢nog vremenskog prosjeka i ocekivanja eksponencijalnog rasta vrijednosti dionica, uz pretpostavku
geometrijskog Brownovog gibanja. U kontekstu metode konstantnog uloga, buduca istrazivanja mogu usporediti razlicite
granice koje odreduju pobjedu odnosno gubitak, te eventualno utvrditi optimalnu visinu uloga, prilikom cega bi bilo korisno
inkorporirati aspekte predloZenih rjeSenja St. Petersburg paradoksa koja se odnose na visinu uloga (i koja u okviru ovog rada
nisu obradena). Dodatno je moguce istraziti i razviti modele koji integriraju diversifikaciju i metodu konstantnog uloga.
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