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1 Uvod

Djeca se od najranije dobi susrecu s brojevima. Njihova prva usvojena znanja su o prirod-
nim brojevima, nauce brojati do deset, prebrojavati igracke, takoder znaju i ravnomjerno
podijeliti cokoladu s prijateljima, znaju sto znaci da se jos pola sata mogu igrati pa se stoga
tike kada osnove nauce do predskolske dobi. Odgovor na ovo pitanje lezi u nerazumijevanju
1 nepovezivanju stecenih znanja s matematickim zapisom. Neosporni cilj danasnjeg mate-
matickog obrazovanja jest da uéenici trebaju ”razumjeti” matematicke sadrzaje. Sto bi se
tocno trebalo shvatiti ”razumijevanjem”, kako se ispituje ”razumijevanje” nasuprot rutin-
skom provodenju operacija i kako se “razumijevanje” moze posti¢i nije uvijek jasno. Za
“razumijevanje” je koristan koncept Grudnvorstellungen tj. koncept osnovnih matematickih
ideja jer one omogucuju pojasnjavanje, istrazivanje i promicanje "razumijevanja”. Osnovne
ideje omogucuju prikazivanje na razlicite nacine i prebacivanje s jedne na neku drugu vrstu
prikaza. U ovom radu detektirat ¢emo i analizirati pogreske pri percipiranju, prikazivanju i

razumijevanju razlomka kao broja.



2 Grudnvorstellungen koncept

Pojam Grundvorstellungen (njem.) znaci osnovna ideja ili predodzba. No mi smo u radu
koristili izvornu terminologiju. Ova ideja opisuje odnose izmedu matematickog sadrzaja i

formiranja pojedina¢nog koncepta, osvréuéi se na tri glavne karakteristike:

e /mnacenje matematickog koncepta stvara se povezivanjem s poznatim znanjem ili iskus-

tvom.

e Nastaje odgovaraju¢i mentalni prikaz matematickog koncepta, sto omoguéuje opera-

tivno djelovanje na razini misljenja.
e Razvija se sposobnost primjene koncepta na stvarne situacije:
e Prepoznaje se odgovarajuca struktura u kontekstima
e Problem se modelira uz pomo¢ matematickih struktura.

Vazna kvaliteta koncepta Grudnvorstellungen kombinacija je normativnih i deskriptivnih
metoda rada pri ¢emu normativne motode ukljucuju obrazovne smjernice prate¢i odredeni
obrazovni cilj i opisujué¢i odgovarajuce interpretacije uporabe matematickih pojmova dok se
deskriptivne metode rada koriste kako bi se dobio uvid u mentalne slike, intuitivno poima-
nje i modele koje ucenici zapravo imaju. Usporedujuéi i otkrivajuéi potencijalne konflikte
izmedu normativnih i deskriptivnih aspekata, mozemo dobiti konstruktivan uvid u probleme
ucenja ucenika i dati savjete za otklanjanje pogresnih shvacanja.

Osim toga, vazna kvaliteta Grudnvorstellungen koncepta je razlika primarnog i sekundarnog
Grudnvorstellungen-a. Primarni Grudnvorstellungen temelji se na konkretnim akcijama sa
stvarnim objektima. Odgovarajuéi koncepti mogu se predstaviti stvarnim objektima i pos-
tupcima, na primjer, spajanjem ili dijeljenjem stvarnih skupova stvari. Zbog toga primarni
Grudnvorstellungen posjeduje konkretan karakter.

Sekundarni Grudnvorstellungen temelji se na matematickim operacijama sa simbolickim
objektima. Sastavni dio odgovaraju¢ih matematickih struktura su matematicki objekti, kao
sto su brojevni pravac, razliciti algebarski izrazi i grafovi funkcija. Za sekundarni Grud-
nvorstellungen iz tog razloga se kaze da ima simbolicki karakter. Primarni i sekundarni
Grudnvorstellungen igraju kljuénu ulogu u procesu modeliranja, tj. u posredovanju izmedu
matematike i "ostatka svijeta”.

Prema Blum-u i Leiss-u [3], vazni koraci modeliranja mogu se smatrati:
1. Konstruiranje situacijskog modela
2. Njegovo pojednostavljenje
3. Matematiziranje
4. Matematicko racunanje

5. Tumacenje



6. Vrednovanje
7. Izlaganje.

Sve u svemu, Grudnvorstellungen se moze smatrati sredstvom koji posreduje izmedu mate-
matike i stvarnosti ili izmedu razlic¢itih matematickih prikaza. Ovi odnosi pokazuju vaznu
ulogu Grudnvorstellungen-ova u razvoju matematickih kompetencija. Taj bi razvoj idealno
bio popracen formiranjem i primarnog i sekundarnog Grudnvorstellungen-a u povezani sus-
tav koncepata. Sposobnost primjene matematickih vjestina temelji se na kvaliteti razvoja
i stupnju povezivanja Grudnvorstellungen-a, kao i na sposobnosti aktiviranja i koordinacije

Grudnvorstellungen sadrzaja.



3 Razumijevanje i prikazivanje razlomaka

Kada je rije¢ o razlomcima, ucenici imaju velikih problema s razumijevanjem i povezivanjem
zapisa broja s njegovim znacenjem. Kako bismo pomogli uceniku, vrlo je vazno detektirati
u kome dijelu je doslo do pogresnog shvaé¢anja.

Stoga razumijevanje promatramo kroz cetiri kategorije:
1. Intuitivno razumijevanje pojma
2. Sadrzajno razumijevanje pojma
3. Formalno razumijevanje pojma
4. Integrirano razumijevanje pojma

Ucenici kod kojih je razvijeno intuitivno razumijevanje imaju sposobnost prikazivanja i po-
vezivanja pojmova s pojavama u prirodi. Oni ¢e s lako¢om davati primjere, ali i prikazivati
razlomke kroz situacije iz svakodnevnog zivota. Promatranje pojma kao nositelja svojstva,
oblik je sadrzajnog razumijevanja pa tako ucenik zna da je % isto §to i %, takoder razumije i
da su osmine manje od tre¢ina. Cesto se dogada da je u nastavi naglasak na ucenju pravila
pomocu kojih se rac¢una s razlomcima Sto predstavlja formalno vrednovanje pojma. Zadatci
se rjeSavaju "po pravilima”, bez razumijevanja njihovog znacenja, a na pojam odnosno raz-
lomak se gleda kao na objekt s kojim se ra¢una. Najveci stupanj razumijevanja je integrirano
razumijevanje pojma u kome se na pojam gleda kao dio konceptualne mreze, a ucenici imaju
sposobnost povezivanja svojstava i uspostavljanje veza s drugim pojmovima. Konkretno u
ovoj temi jedan od primjera bi bio da ucenici uspostavljaju odnose izmedu razlomaka i de-
cimalnih brojeva, omjera ili postotaka.

A . - —— 4n an

‘ = Dio jednog cijelog Rezultat dijeljenja ww
getvrtine ~(od1) Z=3:4 M oo vise ciein
torte 4 4 W

Rela3tivni udio

Omijer
=0d 2=3:4 (3 prema4)
4

Operator usporedbe Kvazikardinalni broj | 2 cetvrtine
: puta vise od... 3 = 3 getvrtine +3 Cetrtine
- 4 =5 Cetvrtina

[ Apsolutni udio ] SAMO AKO SE NE

Z ... triod Cetiri OCEKUJE

4 RACUNANJE

Kfaziordnalanbrel | 9099909 000@®
1 ... ...svaki Cetvrti

4

Slika 1: Osnovne ideje razlomaka (Grudnvorstellungen)



3.1 Graficki prikaz razlomaka

Nacin na koji biljezimo razlomke s gornjim i donjim brojem te crtom izmedu, je konven-
cionalan - arbitrazni dogovor za predstavljanje razlomaka, a sto dani razlomak predstavlja
puno je lakse shvatiti koristenjem grafickih prikaza. Jedna od grafickih metoda prikazivanja
razlomaka je model povrsine za Sto se najcesée koristi krug, pravokutnik i trokut. Krug
je jednostavno pojmiti kao cjelinu, ali ga je tesko dijeliti dok je pravokutnik jednostavno
predstavlja li on dio ili cjelinu, a jos je teze dijeliti ga. Mnogi su istrazivaci iz podrucja
matematicke edukacije dosli do zakljucka da je model duljine, tocnije brojevni pravac,
najefikasniji u uc¢enju razlomaka. Brojevni pravac takoder naglasava da je razlomak jedins-
tven broj zbog svog odnosa i polozaja prema drugim brojevima, sto nije slucaj pri koristenju
modela povrsine. Njegova prednost je i u tome sto uéi da izmedu bilo koja dva broja postoji
jos jedan broj. Tre¢i model grafickog prikaza je model grupe u kome je cjelina shvaéena
kao viSe individalnih elemenata, a podgrupe te cjeline ¢ine razlomke. lako ideja da se grupa
objekata gleda kao cjelina predstavlja tesko¢u za neku djecu, ona pomaze uspostavljanju

veze razlomka i omjera u zivotnim situacijama.

Model: veliki

Model: pravokutnik

pravokutnik

" 1131

Model: kutija Model:
bombona odet. Model: Model:

pravokutnik trokut kvadrat

Slika 2: Graficki prikaz razlomka modelima povrsine i grupe



Cuisenaire Stapici
Mjerni instrumenti

Presavijene trake papira

Koliko ima automohila u ovoj cjjelini?

Slika 3: Graficki prikaz razlomka modelima duzine i grupe

3.2 Pogresne strategije kod grafickog prikaza razlomaka

Unatoc¢ tome sto graficki prikaz u vecini slucajeva olaksava razumijevanje, kod nekih ucenika
vidljiva su sljedeca kriva shvacanja:

e Jednaki dijelovi moraju biti jednakih oblika
e Dijelovi sli¢nih oblika su jednaki velicine
e Zanemarivanje veli¢ine cjeline

Kako bismo ucenicima razjasnili graficki model, vazno je davati raznovrsne zadatke sve dok
ne uoce da su jednaki dijelovi oni koji imaju jednake povrsine. Jedan primjer takvog zadatka

je zadatak ”Tocna podjela”, pogledajmo Sliku 4.

U ovome zadatku ucenici trebaju identificirati cjeline koje su toéno podjeljene u zadane
razlomacke dijelove (¢etvrtine) i one koje nisu. Kako bismo izbjegli odgovore koji su rezultat
pukog pogadanja i uvidjeli kriva razmisljanja, vazno je da ucenici obrazloze svoje odgovore.
Slike prikazuju neku od sljedec¢ih kategorija:
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(a) (b) (c) (d)

() (f) (9)

Slika 4: Graficki zadatak pronalazenja ekvivalentnih razlomaka

e Isti oblik, ista velicina: (a) i (f) prikazuju razlomke jednake veli¢ine

e Razlicit oblik, ista veli¢ina: (e) i (g) prikazuju razlomke jednake veli¢ine

e Razlicit oblik, razlicita veli¢ina: (b) i (c¢) prikazuju razlomke razlicite veli¢ine
e Isti oblik, razlicita veli¢ina: (d) prikazuje razlomke razlicite velicine

Aktivnost "Toéna podjela” je dobra metoda formativne procjene kojom mozemo vidjeti
razumiju li ucenici da je vazna veli¢ina dijela, ne oblik. Ako ucenici imaju sve to¢no, osim
(e) i (g), nisu savladali koncept razlomka.

Ucinkovit nacin za izbjegavanje pogresaka nastalih zanemarivanjem veli¢ine cjeline je davanje
primjera sli¢nih iduéem: ”Marku je ponudena treéina pizze ili polovina pizze. Zato sto je
gladan i voli pizzu, on izabire polovinu. Njegova prijateljica Ivana dobije treéinu pizze, a na
kraju zavrsi s ve¢im komadom od Marka. Kako je to moguée?”

Zelisli
polovinu
ili trecinu
pizze?
Polovina
pizze Trecina pizze

Slika 5: Nemogucénost usporedivanja dijelova razlicitih cjelina

Nakon promisljanja i prikazivanja grafickog modela (Slika 5) ucenici bi trebali biti u moguénosti
samostalno zakljuciti da se usporedba dijelova moze vrsiti samo ako znamo da dolaze od cje-
lina jednakih veli¢ina.
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4 Prosirivanje i skracivanje razlomaka

Postoje jasne razlike izmedu naseg svakodnevnog jezika i jezika na nastavi matematike, u
smislu prosirivanja i skra¢ivanja. Tih razlic¢itosti trebaju biti svjesni i ucenici kako bi se iz-
bjegli nepotrebni problemi. Tako u svakodnevnom zivotu s pojmom prosirenja povezujemo
ideju Sirenja, a s konceptom skraéivanja ideju smanjenja. Sirenje i smanjivanje mijenjaju pos-
tojecu situaciju, dok i prosirivanje i skra¢ivanje u matematici mijenja zapis broja (razlomka),
a njegova vrijednost ostaje nepromijenjena. Aktivnosti u kojima ucenici uce otkrivajem i
modeliranjem pomazu u usvajanju i razumijevanju gradiva te ostaju u trajnom pamdcenju.

Jedna od ué¢inkovitih aktivnosti na ovu temu je takozvano ”presavijanje papira’ [2].

Presaviti po Jo3 jednom
pola presaviti po pola
F—— —_—

L

Presaviti na tri ___ Jog jedr_wm
jednaka dijela T == presaviti

Slika 6: Vizualizacija prosirivanja razlomaka

Aktivnost se provodi tako da ucenici obojaju tocan dio papira, najcesée je to polovina ili
tred¢ina, a potom pravilnim savijanjem promatraju kako se stvaraju novi manji pravokutnici
i zakljuciti da polovina postaje dvije ¢etvrtine, ¢etiri osmine i slicno. Jedan takav primjer

dan je na Slici 6.

4.1 Pogresne ucenicke strategije

Prva pogresna strategija

Istrazivanja pokazuju da rjesavanje zadatka oblika % = % ucenici provode na sljedeé¢i nacin:
kada 1 uveé¢amo za 1 dobijemo 2 pa zbrajanjem 3 sa samim sobom dobijemo 6. Ova strate-

gija ne predstavlja problem kod udvostrucivanja, no u veé¢ini situacija je pogresna i proble-
maticna. Primjerice strategija ne funkcionira ve¢ kod % = %

Druga pogresna strategija

?
30
je 5 pola od 10, a 15 pola od 30. I ova strategija ne funkcionira opcéenito npr. u zadatku

8 2 7
oblika 7= 35

Primjere poput 1% = -~ Ucenici Cesto rjesavaju argumentirajuc¢i da na mjesto ? dolazi 15 jer
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U zadatcima koji su smjesteni u neki konkretni kontekst, potrebno je paziti i na broj uzetih
dijelova (brojnik) i na veli¢inu dijelova (nazivnik). Veéina ucenika posvecuje pozornost samo
broju dijelova (brojniku). Zaklju¢ivanje samo na osnovi veli¢ine dijelova manje je uobicajeno.
No ove dvije moguée greske moraju se imati na umu tijekom obrade prosirivanja i skra¢ivanja

razlomaka.

Treca pogresna strategija - greska asocijacije

Slucajeve poput 1% = % = % i 1% = % nazivamo greskom asocijacije. Dijeljenjem brojnika
u prvom slucaju dobiva se tocno 3 : 3 = 1, ali se u nazivniku pojavljuje greska 6 : 3 = 3.

Analogno vrijedi i u drugom slucaju.

Cetvrta pogresna strategija - nerazumijevanje koncepta

Problemi i greske javljaju se i u slucajevima kada se radi s prirodnim brojevima. Npr. u

slucaju poput 5 = % Ovdje se cesto mijesa koncept prosirivanja razlomka i mnozenja raz-

lomka. Da bi se postiglo bolje razumijevanje skrac¢ivanja i prosirivanja i izbjegli slucajevi

poput: prosiriti razlomak § - n nekim brojem n, zna¢i pomnoziti ga s n tj. 7 zadatke je

potrebno varirati.

4.2 Korisna strategija za prosirivanje/skracéivanje razlomka

Koncept prosirivanja i skrac¢ivanja razlomaka kod ucenika stvara konfuziju. Problem je u
tome Sto smatraju da se ovim postupcima vrijednost broja odnosno razlomka povecava ili
smanjuje, Sto nije totno. Zapis razlomka se mijenja, ali njegova vrijednost ostaje ista. Da
bi to shvatili vazno je dati primjer iz stvarnog zivota koji mogu razumjeti. U ovome modelu
promatrat ¢emo raspodjelu pizza medu djecom. Zanima nas kako ¢e se mijenjati broj djece
i pizza na stolovima ako prvo sva djeca sjede za istim stolom, potom kada su podijeljeni na
dva stola i kada sjede za Sest stolova.

Zamislimo da je 18 ucenika u restoranu narucilo 24 pizze. Broj pizza ¢e nam u ovom slucaju

predstavljati brojnik, a broj djece nazivnik.

Ako u restoranu postoji stol za koji moze sjesti svih 24-ero ucenika, jasno je da ¢e i svih 18
pizze biti na tom stolu. [2]

Prikazimo to graficki:

(=)
24

Slika 7: Sva djeca i pizze za istim stolom
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U slucaju da restoran moze djecu smjestiti za dva stola, za svakim stolom bit ¢e 18 : 2 =9
pizza i 14 : 2 = 12 ucenika.
Prikazimo to graficki:

D)
24
N P
(3,/ 0/
12

12
Slika 8: Djeca i pizze raspodjeljeni su na dva stola

Promotrimo sto ¢e se dogoditi ako svaki od ta dva stola zamijenimo sa tri stola. Za jednim
stolom je bilo 9 pizza, a sada tih 12 pizza trebamo ravnopravno rasporediti na 3 stola pa
imamo 9 : 3 = 3. Ako djecu koja su sjedila za jednim od ta dva stola zelimo raspodjeliti za
tri stola, imat ¢emo 12 : 3 = 4 djece za svakim stolom. U ovom sluc¢aju imamo 6 stolova kod
kojih se na svakom nalazi 3 pizze i sjedi 4-ero djece.

Prikazimo to graficki:

(%)
A
— = — S —_—
(oY 22 o)
>_ \e
/1 1

Slika 9: Djeca i pizze raspodjeljeni su na Sest stolova

Ovu situacjiu naju¢inkovitije je tumaciti na sljede¢i nacin: za istim stolom imamo 18 pizza

i 24-ero djece sto ¢emo prikazat razlomkom % odnosno, 18 pizza se dijeli na 24-ero djece.

Zatim smo odlucili djecu i pizze smjestiti za dva stola pa ¢e za svakim stolom biti 9 pizza i

12-ero djece sto interpretiramo kao skrac¢ivanje razlomka % = %. Sada nam razlomak 1%

govori da se na jednom stolu nalazi 9 pizza i za njim sjedi 12-ero djece. Ako pokusamo tih 9
pizza i 12-ero djece razmjestiti za 3 stola dobit ¢emo razlomak 32—% = % koji predstavlja da
se na svakome stolu nalazi 3 pizze i za njim sjedi 4-ero djece. Ovakva raspodjela pizze po

stolovima daje porcije iste velicine i stoga pravedne porcije.

: 18 . o : 182 _ 9 :
Pogledajmo postupak, razlomak 3} mozemo skratiti sa 2 pa dobivamo 55 = 15, kako su i
brojnik i nazivnik djeljivi s 3, mozemo skratiti razlomak na sljede¢i na¢in % = i— i time
dobivamo razlomke jednakih vrijednosti % = % = %.
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Slika 10: Raspodjela pizze i djece

5 Usporedivanje razlomaka

Ukoliko razlomci imaju jednake brojnike promatramo veli¢ine dijelova odnosno nazivnik, a
u slucaju da su razlomci jednakih nazivnika promatramo brojnike odnosno broj dijelova.
Najvaznije referentne tocke za razlomke su 0, % i 1. Razlomke manje od 1 jednostavno
usporedimo s nekim od ova tri broja, sto nam daje mnogo informacija. Na primjer, % je
malen broj, blizu 0, dok je % izmedu % i 1. Razlomak 1% je puno blize 1. Bilo koji razlomak
veéi od 1 je prirodan broj plus dodatak broja manjeg od 1 te su zbog toga iste referentne
tocke jednako korisne: 3—73 je skoro 3%. Usporedivati najlakse mozemo ako ih pretvorimo tako
da imaju jednaku podjelu (nazivnik).

5.1 Pogresne strategije prilikom usporedivanja razlomaka

Manji nazivnik znaci veci razlomak

Ova strategija posljedica je generaliziranja jedne korisne strategije kada se promatraju po-
sebni slucajevi odnosno kada su brojnici jednaki. Ucenik ovdje gleda samo veli¢inu dijela,

ali ne i broj dijelova.

Vedéi nazivnik znadi vedéi razlomak

Ova strategija je posljedica velikog rada s prirodnim brojevima tj. uredaja prirodnih brojeva.
Stoga ucenik prenosi uredaj prirodnih brojeva na razlomke. Ova strategija se ¢esto moze
vidjeti kod usporedivanja jedini¢nih razlomaka, ali i razlomaka s jednakim brojnikom: % < i
jer je 3 < 4.

Veci brojnik znaci veéi razlomak

U ovoj pogresnoj strategiji ucenik gleda samo na broj dijelova, bez obzira na njihovu velic¢inu.

Odvojeno poimanje brojnika i nazivnika

Ako je uredaj u brojniku i nazivniku isti, ucenik taj uredaj prenosi na ¢itav razlomak.
Pogledajmo primjer: % & % jer je 3 < 515 < 12. U ovoj strategiji, razlomak se ne smatra
jednim brojem, ve¢ se brojnik i nazivnik smatraju zasebnim brojevima koji se zasebno i
usporeduju. lako se u nekim slucajevima na ovaj nac¢in moze dobiti to¢an rezultat, strategija

svakako nije dobra niti pozeljna.

Pogresake ovoga tipa posljedica su usporedivanja prirodnih brojeva i nemoguénosti poimanja
razlomka kao dijela cjeline. Stoga je jedna od najkorisnijih strategija graficka metoda kojom
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Koliko dijelova imamo

brojnik -~
nazivnik
\ Na koliko dijelova je podjeljna cjelina

3 > Z

5 15
1 4 7 10 13
1 2 3 4 5 2 5 8 1 14
3 6 9 12 15

Slika 11: Usporedivanje razlomaka modelom povrsine

se usporeduje koliku povrsinu (identi¢nog) lika predstavlja svaki razlomak.

Dopunjavanje cjeline

% i % ucenici odgovaraju da su oba razlomka jednake velic¢ine

jer je razlika izmedu brojnika i nazivnika jednaka (u ovom slucaju to je 1). I ovdje se gleda

Kod razmatranja razlomaka

na broj komada koji nedostaju i ne uzima se u obzir njihova veli¢ina.

Orijentacija na poznate razlomke

Ucenici poznaju samo mali broj razlomaka za koje imaju ideju veli¢ine, preostali razlomci za
njih su prazne kombinacije znakova. Stoga oni odabiru najvec¢i kojeg poznaju. Ova pogreska
najcesée se javlja u zadatcima u kojima treba odrediti najveéi (najmanji) broj izmedu 3 ili

vise zadanih razlomaka.

5.2 Prevencija i intervencija

Uspostavljanje trajnih veza izmedu simboli¢kih i semantickih razina

Vazno je stvoriti trajnu vezu izmedu razmisljanja na simbolickoj razini i odgovarajuc¢ih des-
kriptivnih strategija. Pogledajmo iduce zadatke:

Zadatak 1: Jednu pizzu podijelite na 6 jednakih dijelova, drugu pizzu jednake veli¢ine podi-
jelite na 8 jednakih dijelova. Ako uzmes dio svake pizze, koji je komad veéi?

Zadatak 2: Koji razlomak je veci % ili % [

Ucenici ¢esto znaju rijesiti zadatak koji je dan u kontekstu, ali vadenjem iz konteksta uspo-
redba postaje preteska.
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Argumentiranje s odrzivim modelima

Svaki ucenik je jedinstven i stoga je vazno prilagoditi se i u¢enicima dati moguénost izbora
na koji nacin Ce rjeSavati zadatke. Jedan od zadataka ovog tipa moze biti da ucenici koristeci

model po izboru objasne koji razlomak je veéi npr. 2 ili 2.

Procjena netocnih, ilustrativnih razloga

Jedan od ucinkovitih nacina prevencije gresaka je dati ucenicima da prouce gdje su drugi
grijesili. Ovo se moze provoditi na nacin da nakon rjesavanja zadataka jedni drugima pro-
vjeravaju rjesenja ili da dobiju zadatak slican ovome: Antun, Matija i Jura zele objasniti

zasto je 3 manja od ;. [2]

Antun: Na obojanom dijelu vidi se da je % < i.

L

Py | =%

Slika 12: Antunovo graficko objasnjenje

Matija: Ako pogledamo brojevni pravac, lijepo se vidi da je % £ %. Manji razlomak se nalazi
lijevo, blize nuli.

S
Rl
-~

D
BN
-~

Slika 13: Matijino graficko objasnjenje

Jura:
% = i jer je 3 < 4. Objasnite gdje su u objasnjavanju Antun, Matija i Jura pogrijesili.

Zadatci ovoga tipa od ucenika zahtijevaju visoku razinu kognitivne aktivnosti sto ukljucuje
poznavanje sadrzaja, razumijevanje, sposobnost koristenja razlic¢itih modela grafickog pri-
kaza, sposobnost analize, prepoznavanje i ispravljanje pogresaka. Stoga je ovo za ucenika

iznimno zahtjevna, ali i vrlo u¢inkovita metoda ucenja.
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6 Zbrajanje i oduzimanje razlomaka

Stilove u¢enja mozemo podijeliti u tri skupine; vizualni stil, auditivni stil i kinesteticki stil.
Vazno je imati na umu da je svako dijete drugacije i obzirom na to prilagoditi nastavni sat
te osigurati razlicite aktivnsti tako da je svaki od spomenutih stilova ucenja podjednako
zastupljen. Cesto se dogada da ucenici nauce kako se provode racunske operacije, ovladaju
tom vjestinom do razine automatizma, ali ne razumiju pozadinu algoritma. U podrucju
racunanja Grudnvorstellungen koncept zagovara uporabu modela te u fokus stavlja na vizu-
alni i kinesteticki stil ucenja.

6.1 Osnovne ideje

Dodavanje

Pomicanje naprijed l Brojeviil v , Pomicanje unatrag

L AVARVA A A 4

Slika 14: Osnovne ideje zbrajanja i oduzimanja razlomaka

Sustavno poucavanje zbrajanja razlomaka mozemo posti¢i koristenjem pravokutnika kao
modela. Kada koristimo pravokutnike, zajednicku podjelu mozemo naéi ako pravokutnik
podijelimo vodoravno prema jednom nazivniku i vertikalno prema drugom nazivniku. Za
ilustraciju zbrajanja dva razlomka najprikladnije je uzeti razlomke €iji su nazivnici relativno
prosti.

Potraga za zajednickom podjelom u nekom modelu (pravokutnik, krug, stupci), na racunskoj
razini odgovara trazenju zajednickog nazivnika razlomaka koji se zbrajaju. Matematicki to

rezultira kao najmanji zajednicki nazivnik.

Pogledajmo rezultate istrazivanja provedenih na kraju 6.razreda medu 1010 uc¢enika osnovne
skole (Padberg, 1996) gdje su ucenici trebali zbrojiti i i % : Zadatak: Najprije obojaj i kruga,
a zatim jos . Koliki dio kruga si obojao?

Rezultati ucenika:
Geometrijski toc¢no i racunski tocno: 25%
Geometrijski tocno i racunski toéno 5%
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Racunski tocno i geometrijski netocno: 33%
Racunski i geometrijski netoéno: 36%

Ucenici koji imaju razvijenu osnovnu ideju zbrajanja razlomaka (GV) toéno su zadatak
rijesili i racunski. Kod onih koji su tocno zbrojili, a nisu mogli to nacrtati, zbrajanje je

shva¢eno samo kao manipulacija simbola.

Otezavajuéi faktori kod zbrajanja/oduzimanja razlomaka:

e Velicina brojnika i nazivnika

e Odnos nazivnika jedan prema drugome (jednaki nazivnici; jedan nazivnik je visekratnik
drugog; nazivnici su relativno prosti brojevi; nazivnici imaju zajednicke djelitelje ( > 1

) ali nisu visekratnici jedan drugoga)

e Skrativost rezultata (ne moze se skratiti; sam brojnik ili nazivnik je broj s koji se

skracuje; jednokratno kracenje; visestruko kracenje)
e Veli¢ina zbroja ili razlike (zbroj ili razlika je manji od 1, jednak 1 ili veéi od 1)
e Pretvaranje rezultata u mjesoviti broj
e Kombinacija razlomka i prirodnih brojeva
e Mjesoviti brojevi (oba broja; samo jedan broj)

Istrazivanja pokazuju da kombinacija otezavajuéih faktora odnosno broj tih faktora u jednom
zadatku utjeCe na vjerojatnost toénog rjesavanja zadatka. Medutim, treba razlikovati koliko

su ucenici ovladali racunanjem od kracenja rezultata na kraju zadatka.

6.2 Pogresne strategije prilikom zbrajanja i oduzimanja razlo-
maka

Zbrajanje brojnika s brojnikom, nazivnika s nazivnikom (Z1)

a ¢ _ atc
5T 2= bvd

Oduzimanje brojnika s brojnikom, nazivnika s nazivnikom (O1)

S]
|
o

> e
aulo
o
U

Ucenici koji prilikom zbrajanja razlomaka primjenjuju strategiju zbrajanja brojnika s broj-
nikom i nazivnika s nazivnikom, cesto primjenjuju tu strategiju i na oduzimanje. Strategiju
O1 primjenjuju ako su brojevi u brojniku i nazivniku u “istom smjeru” npr. g = % U slucaju
% — % kad se oduzimanje ne moze provesti u istom smjeru u brojniku i nazivniku, ucenici
napustaju ovu strategiju ili odustaju od zadatka. Ove dvije pogresne strategije ucenici pre-
uzimaju od zbrajanja i oduzimanja razlomaka s jednakim nazivnicima.

Uoc¢imo li kod ucenika neku od ovih strategija, potrebno je utvrditi uzrok nakon cega ¢emo
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brze i jednostavnije do¢i do rjesenja problema, razumijevanja koncepta zbrajanja ili oduzi-

manja te formiranja ispravne strategije.

Neki od uzroka primjenjivanja ovih pogresnih strategija su sljededi faktori:

e Nedostaci u razumijevanju: razlomak se ne smatra jednim brojem, ve¢ se sastoji od

dva neovisna broja, koji se dodaju ili oduzimaju odvojeno.

e Nejasne ideje operacija, kao sto se moze vidjeti na iducoj slici

1[N

1
3

0w

Slika 15: Pogresno koncipiranje dijelova cjeline
Ucenicima nije jasno da se kod zbrajanja trebaju zbrajati dijelovi iz jednake podjele i
da rezultat treba biti iz jednake podjele.

e Ucenici prenose zbrajanje prirodnih brojeva na zbrajanje razlomka: kao sto se kod
zbrajanja s potpisivanjem prirodnih brojeva zbrajaju znamenka jedinice sa znamenkom
jedinice, znamenka desetice sa znamenkom desetice itd., tako se ovdje zbraja brojnik

s brojnikom, nazivnik s nazivnikom.

e Pogresan transfer pravila za mnozenje na zbrajanje/oduzimanje razlomaka

Ucenik ispravno odreduje zajednicki nazivnik, a prepisuje izvorne brojnike

MnozZenje umjesto zbrajanja

Zamjena zbrajanja s mnozenjem Cesta je ucenicka strategija, posebno kada je rije¢ o zbrajanju

razlomaka u zahtjevnijim zadatcima.

Zbrajanje prirodnog broja i razlomka kao da se zbrajaju razlomci jednakih

nazivnika
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Oduzimanje prirodnog broja i razlomka kao oduzimanje razlomaka jednakih

nazivnika

Previse djelovanja na sintaktickoj razini mnogih ucenika (¢isti simbolizam), a ne na jednos-
tavnoj semantickoj razini (znacenje, razumijevanje). Na sintaktickoj razini, naravno, ova
vrsta zadatka je teza od opceg slucaja. Umjesto izravnog oslanjanja na ideju razlomak kao

dio cjeline npr. 5 — % = 4%, mnogim sluc¢ajevima pristupa se vrlo formalno:

=14 _ 4y

wino

Na ovaj nacin potice se nefleksibilnost razumijevanja kod ucenika. Zbrajanje se svodi na

puku primjenu pravila za zbrajanje.

6.3 Prevencija i intervencija

e Zadatci u kojima se trazi da ucenik ispravi pogresku

Z s 1'. - i—= = " ‘_2. L 4 P
TtE " TILE = st IEI=!3
4. S| & 2o 5§ —Ho 10 S0~ s0

Slika 16: Zadatak pronalazenja pogreski

Zadatci ovoga tipa zahtijevaju analiziranje zadatka i pronalazenje pogresaka. Od
ucenika se trazi da isprave netoc¢no rijeSsene zadatke te objasne zbog ¢eka dani re-
zultati nisu toc¢ni. lako, na prvi pogled, ovi zadatci nisu kreativni, nastavniku daju
informaciju u kojoj mjeri je ucenik svladao gradivo i to¢no otkrivaju u ¢emu ucenik
grijesi.

e Razredna diskusija o strategijama dobar je nacin za provjeru razumijevanja. Svaki
ucenik dobije listi¢ sa zadatkom, a od njega se ocekuje da opise i strategiju koji je
koristio da bi zadatak rijesio. Kasnije slijedi razredna rasprava na kojoj se provjeravaju

rjeSenja i izlazu strategije

e Prije upotrebe pravila zbrajanja i oduzimanja, najprije treba vizualno prikazati zbraja-
nje i oduzimanje - razviti osnovne ideje (GV). Strategije rjesavanja konkretnog zadatka
moraju se potkrijepiti. Prerano uvodenje pravila ostavlja ucenike samo sa procedural-

nim znanjem, bez razumijevanja.
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Postavljanje ucenika u kognitivan konflikt putem ekstremnih primjera ili posebno
jednostavnih zadataka, gdje ucenici mogu saznati rezultate na razli¢ite nacine (npr.
racunski i graficki), ¢esto pomaze u izgradnji obrambenih mehanizama protiv strate-
gija pogresaka. No kognitivni konflikt s razlic¢itim rezultatima istog zadatka (rijesen
na vise nacina, npr. ¢isti aritmeticki problem, ili ilustrativni zadatak, npr. s pizzama)

ne dovodi uvijek izravno do ispravne osnovne ideje zbrajanja.

Ako se na pocetku koristi kvazikardinalni zapis za razlomke (npr. 2 teéine, 3 pe-
tine), onda je zbrajanje i oduzimanje dijelova s istim nazivnikom analogno zbrajanju
1 oduzimanju prirodnih brojeva i veli¢ina koji su ucenicima izrazito poznati. Naglasak
na kvazikardinalnosti pomaze u izgradnji visoke razine otpornosti prema pogresnim
strategijama, a u isto vrijeme daje dobar pokazatelj za formalno pravilo zbrajanja i

oduzimanja.

Usporedba racunanja zbroja § + 7 i produkta § - 5 pomaze da se izbjegne prijenos vrlo
pamtljivog i racunski mnogo lakSeg pravila mnozenja
Sli¢nu usporedbu treba napraviti kod zbrajanja razlomka s prirodnim brojem i mnozenja

razlomka prirodnim brojem.

Kombinirani sluc¢ajevi s otezavajucim faktorima cesto se podcjenjuju. Stoga ucenike

treba upozoriti i pravilno usmjeriti.

Prirodne brojeve treba pazljivo uklopiti u razlomke. Tako izbjegavamo pogresne stra-
tegije.



22

7 Mnozenje razlomaka

7.1 Mnozenje prirodnog broja i razlomka

Osnovna ideja ( Grundvorstellungen ) mnozenja prirodnog broja i razlomka je uzastopno pri-
brajanja istog razlomka tj. umnazanje razlomka. Tu mozemo povuéi paralelu s mnozenjem
prodnih brojeva. Medutim ovo je poseban slucaj, a ne opc¢eniti. Pogledajmo slikovni prikaz:
Dakle, za svaki i prirodan broj n, i razlomak g , (q70) vrijedi:

3.
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+ . +
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Slika 17: Mnozenje prirodnog broja i razlomka

n-§: +24+ .+
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7.2 Mnozenje razlomka i prirodnog broja

U ovoj situaciji ne mozemo iskoristiti ideju mnozenja kao uzastopnog pribrajanja. Pogle-
dajmo izraz % - 6. Ne znamo §to znaci dvije tre¢ine puta pribrojiti broj 6. Ocito je da se
ova osnovna ideja moze upotrijebiti samo ako je prvi faktor prirodni broj, tako da u ovom
slucaju vise nije odrziva. No, ako razlomak promatramo kao operator, % -6 mozemo interpre-
tirati kao % od 6. Pogledajmo iduéi primjer. Koliko iznosi % - 37 Za model uzimamo model
kruga. Naprije izgradimo 3 cijela kruga, podijelimo ih na sedmine i u svakom krugu obojimo
2 sedmine. Iz svakog kruga uzimamo 2 sedmine tj. ukupno 6 sedmina pa zakljucujemo da je

% o ff = g. Zmagdi, zapravo smo pomnozili brojnik razlomka % s 3 1 dobili g. Analiza ilustrativ-

Slika 18: Mnozenje razlomka i prirodnog broj

nih primjera u slucaju n - % (umnazanje razlomka) i g -n (razlomak kao operator) pokazuje
da se u oba slucaja dobiva isto rjesenje. Znac¢i mnozenje razlomka prirodnim brojem daje
isti rezultat kao i mnozenje prirodnog broja razlomkom. Zaklju¢ujemo da komutativnost

mnozenja vrijedi u ovom slucaju.
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Dakle, za svaki i prirodan broj n, i razlomak }717 , (g # 0) vrijedi:

ESRAS]

.p —— P
q

[strazivanja pokazuju da ucenici teze shvacaju slucaj mnozenja razlomka i prirodnog broja,
nego prirodnog broja i razlomka. Glavni uzrok tog problema lezi u osnovnoj ideji (GV) koja
se uvelike razlikuje od osnovne ideje (GV-a) mnozenja prirodnih brojeva.

7.3 Mnozenje razlomka razlomkom

Pamcdenje pravila za mnozenje razlomka razlomkom vrlo je jednostavno. No da bismo razvili
temeljno razumijevanje, potrebno nam je vise od formule. Kako bismo prikazali mnozenje
razlomka razlomkom posluzit ¢emo se modelom povrsine. Promatrajmo povrsinu kvadrata
¢ije stranice su duljine 1 dm. Taj ¢e nam model povrsine posluzit za prikaz mnozenja
% . %. Prisjetimo se da se povrsina nekog pravokutnika dobiva kao umnozak duljine njegovih
stranica a i b. Ako % i % promatramo kao duljine stranica pravokutnika, tada umnozak % . %

mozemo promatrati kao povrsinu odgovarajuéeg pravokutnika (Slika 17.)

1dm
- -
F 3
ra
1dm
%dm{

\_ ¥

N #

Y
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Slika 19: Mnozenje razlomka razlomkom

Podijelimo jedini¢ni kvadrat na 5 stupaca i 3 retka. Zapravo smo jedini¢ni kvadrat podijelili
na 15 manjih pravokutnika (3-5 = 15, sto je produkt nazivnika). Svaki mali pravokutnik ima

povrsinu od 11—5de. Uzmemo 2 - 4 = 8 malih pravokutnika (to odgovara produktu brojnika

)- presjek 2 (vodoravno) i 3 (okomito) . Zapravo smo dobili da je 3 - 3 = Sdm?.

Osnovna ideja mnozenja razlomka razlomkom (razlomci moraju biti pravi) je povrsina. Ovaj

pristup mozemo povezati s povrsSinom prvokutnika ¢ije su duljine stranica prirodni brojevi.
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7.4 Pogresne strategije prilikom mnozenja razlomka

Ako ucenik nema izgradenu osnovnu ideju mnozenja razlomaka (Grundvorstellungen) ili mu
osnovna ideja nije dovoljno jasna, mnozenje razlomka prirodnim brojem pocinje se mijesati
s prosirivanjem razlomaka. To je ucestala i Siroko rasprostranjena zabluda. Kod rjesavanja
problema mnozenja gdje je rezultat manji od pocetnih faktora, ucenici mogu dobiti toc¢ne
rezultate, dok istodobno kao toctnu oznacavaju tvrdnju ”Mnozenjem razlomaka rezultat se
uvijek se povecava”’. Jedno moguce objasnjenje je da ucenici mogu biti na razlicitim ra-
zinama algoritamskih zadataka i intuitivnih zadataka. No moze biti i da ucenici djeluju
¢isto sintakticki (u skladu s procedurom), stoga ne vide ”veli¢inu” rezultata i ne primjecuju
kontradikciju. Ucenicima mora biti jasno prikazano da ta strategija (mnoZenjem se rezul-
tat uvijek povecava) opéenito ne vrijedi kod razlomaka, da se izbjegnu za tipi¢ne pogreske.
Razlozi da ta strategija ne vrijedi mora biti biti razjasnjena upucivanjem na jasne osnovne

ideje, a ne samo na osnovi racunskih primjera. Primjerice, to se moze posti¢i proucavanjem
2
3
od jednog cijelog (3) uzeli dio (3), sto svakako mora rezultirati dijelom (komadom pizze)

znacenja umnoska £ - % kao % od % (npr.pizze). To pokazuje da smo od necega Sto je manje

manjim od %.

Glavne pogresne strategije su oblika:§ - & = %€ (M1) i §-§ = % (M2). Obje netocne

strategije imaju korijene u nerazumijevanju zbrajanja razlomaka s jednakim nazivnicima.
Kod pogreske (M2) ucenici b- b pogresno interpretiraju kao 20 jer u nazivniku vide 2 jednaka
broja pa je to 20, a ne b%.

Pogresna strategija n - ¢ = ¢ (M3) je dominantna pogreska kod velikog broja ucenika, koji
mijesaju mnozenje razlomaka i prosirivanje razlomaka. Da bi objasnili uzrok dominantne
strategije pogreske M3, postoji sljede¢i skup faktora koji se preklapaju i medusobno se
pojacavaju:

e ucenici imaju poteskoce uklapanjem prirodnih brojeva u pojam razlomka

e ne razlikuju pravilo prosirivanja od mnozenja razlomaka

e pretjerana generalizacija poznatog pravila mnozenja ”brojnik puta brojnik, nazivnik

puta nazivnik “ i na ovaj poseban slucaj kad nista drugo uceniku nije dostupno

Ukoliko ucenici ne pretvore mjesovite brojeve u neprave razlomke, cesto grijese. Tipicne

pogreske su:
e Prirodni broj prepisu, razlomacki dio pomnoze
5354
e Pomnoze prirodne brojeve, razlomak prepisu
53 -3 =153

e Pomnoze prirodne brojeve posebno i razlomacke dijelove posebno
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Kako bi se izbjegle ove inace uobic¢ajene pogreske, prikladno je mjesovite brojeve pretvoriti

u razlomke prije mnozenja.

7.5 Prevencija i intervencija

e Temeljito sidrenje osnovnih ideja vazno je za mnozenje razlomaka. To se mora uciniti u
motivacijskom dijelom, a zatim u raspravi o osnovnim idejama i strategijama racunanja,

ali i opet i kasnije u razredu. Na nastavi je potrebno postavljati pitanje poput ,, Kako
2
3
Wartha, kao rezultat njihovog opseznog istrazivanja, navode da nerazvijene osnovne

mozes prikazati 2 - 2? Mozes li smisliti matematicku pricu s tim zadatkom®. Hofe i
p 2 p

ideje mnozenja (i dijeljenja) uzrokuju veliki dio gresaka.

e Svjesno suocavanje s pojmom prosirivanja razlomaka i mnozenja razlomaka moze se
izbjeéi pogreska M3. To je posebno uéinkovito ako se prosirivanje vizualizira (na
primjer, % s 2) i ako se mnozenje vizualizira na pravokutniku (na primjer, % s 2), a zatim
usporede oba puta i rezultata. Iz ovoga postaje jasno da je proSirivanje profinjenje
podjele (povecavanje broja dijelova) u kojoj se vrijednost razlomka ne mijenja, dok

mnozenje ukljucuje umnazanje razlomka u kojem se mijenja njegova vrijednost.

e Zadavati raznovrsne zadatke koji ukljucuju graficko prikazivanje racunskih operacija s
razlomcima, rijesene zadatke u kojima je potrebno pronaci i argumentirati pogresku,
zadatke u koji se mnoze razlomci jednakih nazivnika i zbrajaju razlomci jednakih
nazivnika u kojima se trazi i obrazlozenje rjesenja sto dovodi do boljeg razumijevanja

1 smanjuje pogresku MI1.
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8 Dijeljenje razlomaka

Grundvorstellungen koncept (osnovna ideja) djeljenja razlomka prirodnim brojem jest pro-
matrati dijeljenje kao podjelu (svakom jednako).
Primjer: Sanja, Marko i Goran dijele gL soka koji je ostao. Koliko ¢e dobiti svaki od njih?

Slika 20: Dijeljenje razlomaka

~o
w
I
~o

8.1 Dijeljenje prirodnog broja razlomkom

Postupak dijeljenja razlomaka cesto se svodi na usavrsavanje vjestine do razine automatizma.
Pa tako ucenici znaju dijeliti s razlomcima, ali ne znaju Sto ono usitinu predstvalja. Kako
je osnovna ideja dijeljenja razlomaka mjerenje, potrebno je koristiti se razli¢itim modelima,
prije svega vizualnim, koji ¢e ucenicima omoguciti razumijevanje. Konceptualno ucenje te-
melj je funkcionalnog ucenja kojim se razvijaju vjestine analiziranja, donosenja odluka i
rjeSavanja nepoznatih problema na osnovu prethono usvojenih znanja.

Sljeded¢i primjer prikazuje korisnu strategiju dijeljenja prirodnog broja razlomkom.

Primjer: Anja se pita koliko puta % ide u 37 Uciteljica je grafickim modelima predstavila

rjeSenje zadatka.
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Slika 21: Dijeljenje prirodnog broja razlomkom

Broj tri prikazan je kao tri kruga. S obzirom da nas zanima koliko puta % ide u 3, svaki krug
¢emo podijeliti na 8 dijelova odnosno na osmine. U sljede¢em koraku oznacavamo bojama
cjeline sacinjene od % i u konacnici prebrojavanjem tih cjelina dolazimo do rjesenja zadatka.
Zapravo smo izvrsili operaciju dijeljenja prirodnog broja razlomkom tj. 3 podijelili s %.
Simbolicki zapisano: 3 : % =38

8.2 Dijeljenje razlomka razlomkom

Osnovna ideja (Grundvorstellungen) dijeljenja razlomka razlomkom je mjerenje. Pogledajmo

primjer: U boci je ostalo % soka. Sok treba natociti u ¢ase od i. Koliko ¢asa nam je potrebno?

1
=
4
1
L =1
4
1
L. =1
4

Slika 22: Dijeljenje razlomaka

Potrebno je 3 ¢ase. U ovom zadatku smo se pitali koliko puta i ide u %, te smo izmjerili da
je to 3 puta. Ovo pitanje ima smisla samo ako je djeljenik veéi od djelitelja ili mu je jednak.
Pogledajmo sada situaciju kada je djeljenik manji od djelitelja i - %. Ovdje se pitamo koliki
dio razlomka % ide u i? Za ovo pitanje moramo promijeniti pristup.

U prethodnom zadatku mogli smo koristiti ideju dijeljenja kao uzastopnog oduzimanja istog
broja i tu povuéi analogiju s dijeljenjem prirodnih brojeva. To moguce jer je djeljenik veci
ili jednak djelitelju. Kada je djeljenik manji od djelitelja, tu ideju vise ne mozemo rabiti.
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8.3 Dijeljenje razlomaka kada je djeljenjik manji od djelitelja

U prethodnom zadatku mogli smo koristiti ideju dijeljenja kao uzastopnog oduzimanja is-
tog broja i tu povuéi analogiju s dijeljenjem prirodnih brojeva. To je moguce jer je djeljenik
vedi ili jednak djelitelju. Kada je djeljenik manji od djelitelja, tu ideju vise ne mozemo rabiti.
Pogledajmo primjer: Zelimo izvrsiti dijeljenje % : %

Ovdje nam je djelitelj veéi od djeljenika. Nase pitanje sada glasi koliki dio jedne polovine se
nalazi u jednoj treéini.

Graficki to mozemo prikazati na iduéi nacin.

N =

W =

Slika 23: Prikaz cjeline

Neka sesterokut predstavlja jedno cijelo, njegova polovina je trapez, Sestina trokut, tre¢ina
romb sastavljen od dva trokuta.

Zelimo % podijeliti s %, a to graficki mozemo prikazati na ovaj nacin:

w| =

Slika 24: Graficki prikaz rjesenja zadatka % : %

Postupak se svodi na otkrivanje koliki dio djelitelja zauzima djeljenik. Utvrdili smo da

2 1 A B
£ razlomka 5, odnosno, da je 5 : 5 =

1 o 2
razlomak 5 Cini 5 =

8.4 Dijeljenje razlomaka kao mnozenje s reciproc¢nim brojem

U skupu prirodnih brojeva mnozenje i dijeljenje se mogu promatrati kao obrnute (suprotne)
operacije. Odnosno dijeljenje je obrnuta operacija od mnozenja. Tu osnovnu ideju (Grun-

dvorstellungen) mozemo primijeniti i na razlomke:
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2.4_ 8

3*5 15
dakle

8 .4_2

56" 8
Zmaci 3z @ 3 je neki broj koji pomnozen s £ daje 3¢

. 6 .3 i : P i 3 . 6 3 . i
Pogledajmo sada 1z : 2. Trazimo broj koji pomnozen s ¢ daje {z. To mozemo zapisati kao
a. 3 _ 6

. Lako vidimo da u brojniku treba stajati 2, a u nazivniku 3.

b 5 15
Dakle, 1% : % = % Uocimo da je % = % Vidimo analogiju s mnozenjem razlomka s

razlomkom gdje mnozimo brojnik s brojnikom, a nazivnik s nazivnikom. Uvjerimo se da je

zaista smisleno dijeliti brojnik s brojnikom, a nazivnik s nazivnikom:

__ 522 _ 5

7-3:3 i

5
7

|t
[9V]1 )
wWino

No, ne mozemo u svakom slucaju podijeliti brojnik brojnikom, a nazivnik nazivnikom. Zato
moramo na odgovarajuci nac¢in prosiriti brojnik i nazivnik djeljenika da budu djeljivi broj-
nikom i nazivnikom djelitelja.

6 .5 657 .5 _ 6575 __ 6.7 __ 42

15 7 1557 © 7~ 15:5.7:7 = 155 = 75

Uoc¢imo 1% . % = 1% % tj. da smo dijeljenje razlomka razlomkom sveli na mnozenje razlomaka.
5

Razlomak % je reciprocan razlomku 2. Prisjetimo se da je umnozak reciprocnih razlomaka

1znosi 1.

Tako dolazimo do poznatog pravila

_ (aed |
a8

—Ld) a. d
c

b-c

SRS
o
alo

8.5 Pogresne strategije prilikom dijeljenja razlomaka

U istrazivanju koje su poveli Padberg i Wartha, svaki peti ucenik u svim ispitivanim razre-
dima (medu 1010 ucenika) barem je jednom upotrijebio ovu strategiju pogreske (D1)

. ¢ _ ac
" b b

SIS

kada su susreli razlomke s jednakim nazivnicima. No upotreba ove strategije nije precesta.

Kod dijeljenja prirodnih brojeva razlomkom mogu se promatrati sljede¢e karakteristicne
pogresne strategije (poredane prema frekvenciji)

e pravila mnoZzenja prenose se na dijeljenje ( npr. 2 : % = % = % - implicitna upotreba
neke vrste komutativnosti)
e problemi s prirodnim brojevima npr. prosirivanje gdje je n = 2

e mnozenje (ne s reciprotnim razlomkom, ve¢ pocetnim)
e pogresan reciprocan razlomak

Dvije dominantne osnovne ideje u dijeljenju prirodnih brojeva su raspodjela (npr. U kutiji

ima 18 mandarina. Uvijek se 6 komada pakira u vreé¢icu. Koliko se vreéica moze napuniti?)
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i podjela (svakom jednako npr. U kutiji ima 18 mandarina. Treba ih ravnomjerno pakirati
u 3 vredice. Koliko mandarina dolazi vreéici?). Podjela kao obratna operacija mnozenja i
kao ponavljano oduzimanje igraju samo podredenu, komplementarnu ulogu tijekom osnovne
skole. U isto vrijeme, svaku radnju koja se moze rijesiti vizualizacijom zadatka, mozemo in-
terpretirati kako u smislu raspodjele tako i u smislu podjele. Ucenici se intuitivno oslanjaju
na te ideje i kod dijeljenja razlomaka. No te ideje nisu uvijek odrzive, sto dovodi do konflikta
s onim sto ucenik zna. Tako ideja raspodjele vise nije odrziva veé u slucaju % : i

Kada ucenici rjesavaju zadatak s dijeljenjem koji je zadan rije¢ima, moze se dogoditi da
ucenici postignu bolje rezultate (dobiju toéna rjesenja), nego s odgovarajué¢im ¢isto mate-
matickim zadatkom. Postotak to¢nosti rjesenja je veéi za odredeni zadatak ako se situacija u
zadatku moze jednostavno vizualizirati (graficki prikazati) ili se mogu rabiti vrlo jednostavne
strategije kao sto su: brojanje ili visestruko zbrajanje ili oduzimanje, koje ucenici ili ne vide i
ne rabe u ¢istom matematickom zadatku. S druge strane, ako takva pomo¢ nije moguca, pos-
totak rijesenosti za takve zadatke je opéenito niza, jednostavno zato sto prevodenje teksta iz
zadatka u odgovarajuéi aritmeticki rac¢un donosi dodatne poteskoce ucenicima i moguénosti

za pogreske.

8.6 Intervencija i prevencija

Kod dijeljenja razlomaka osnovne ideje se uvelike razlikuju od osnovnih ideje dijeljenja pri-
rodnih brojeva. Vazno je osigurati diskusiju i situacije u kojima ¢e ucenici uociti razliku

izmedu tih osnovnih ideja i razviti adekvatne ideje za dijeljenje razlomaka.
Korisne strategije:

e Umetanje aritmetickih zadataka u smislen kontekst

e Diskusija rjesenja:

— Postavljati pitanja poput: Zadovoljava li rjesenje tvoje ocekivanje? Jesili iznenaden?
Zasto?

— Dati zadatke s tocnim i neto¢nim rjesenjima i od ucenika traziti da obrazloze koji
su toéni/netocni i zasto su to¢ni/netocni. Zadatak moze poceti s npr. Marin je

rijeSio sljedece zadatke i vjeruje da su svi zadatci tocno rijeseni.

— Suociti ucenike s drugacijim poimanjem dijeljenja razlomaka u odnosu na dije-
ljenje prirodnih brojeva. Dati zadatak poput: Marija je izracunala 8 : % i kao
rezultat dobila je 32. Ona kaze: “Rezultat je veéi od 8, iako sam dijelila. Po-

gresno sam izracunala.” Objasni zasto Marija pogresno misli.
e Procjena velicine rezultata prije racunanja

e Kako bi se sprijecilo nerazumijevanje ili mijesanje skrac¢ivanja i dijeljenja suociti ucenik

s ta dva koncepta:
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— Objasni razliku izmedu skracivanja i dijeljenja razlomka prirodnim brojem na da-

nom primjeru. Zatim prikazi to i rac¢unski.

Primjer:

Razlomak 1% skracen s 2

Slika 25: Rezultat skrac¢ivanja razlomaka

Razlomak 1% podjeljen s 2

Slika 26: Rezultat dijeljenja razlomaka

— Objasnite vlastitim rije¢ima zasto se skradivanje razlomka % s 3 razlikuje od

dijeljenje tog razlomka s 3.

e Izmjenjivati zadatke s mnozenjem i dijeljenjem razlomaka, osobito s mozenjem raz-

lomka prirodnim brojem i dijeljenjem razlomka prirodnim brojem.
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9 Istrazivanje

9.1 Cilj istrazivanja i osnovni podatci

U svrhu izrade diplomskog rada provedeno je istrazivanje koje je za cilj imalo utvrditi ra-
zumiju li ucenici pojam razlomka, znaju li provoditi racunske operacije s razlomcima kao
i rjesavati problemske zadatke u kojima su ukljuc¢eni razlomci. Dio pitanja odnosi se na
proceduralno ucenje dok je drugi dio zahtijevao razumijevanje pojma razlomka, logicko za-
kljucivanje i povezivanje. S obzirom da je ovo istrazivanje zamisljeno kao otvorena anketa,
neki od ponudenih odgovora nisu jednoznac¢ni. Time smo uc¢enicima dali slobodu razmisljanja
i zakljucivanja ¢emu se tezi u suvremenom obrazovnom sustavu. Nestandardiziranim zadat-
cima ucenici se poticu na razmisljanje "izvan kutije” i ono odskace od standardnih egzatnih
odgovora. Ovom metodom zelimo potaknuti ucenike na promisljanje te ih pripremiti na
rjeSavanje novih problema koriste¢i steceno zanje. Kurikularna reforma je osmisljena na
nacin da propisuje predvideno gradivo, ali se nastavniku daje sloboda u izboru zadataka i
metoda rada. Ova reforma, uz primarni cilj unapredenja obrazovnog sustava tezi i boljim
rezultatima PISA testa u kojima se potencira primjena ste¢enih znanja. Pogledajmo kako

su se ucenici snasli s ovim zadatcima.

[strazivanje je provedeno u rujnu 2021. godine putem Google obrasca. U istrazivanju je
sudjelovao 41 ucenik srednje skole, od ¢ega 29 ili 70.7% ucenika strukovnih programa i 12
ili 29.3% ucenika gimnazijskog programa. Ucenici prvog razreda srednje skole ¢ine 36.6%
ukupnih ispitanika dok udio uc¢enika drugog razreda srednje iznosi 61%, a ucenika cetvrtog
srednje 2.4%.

9.2 Analiza odgovora

Prvi zadatak

U prvom zadatku od ucenika se ocekivalo da od tri ponudena graficka modela prepoznaju
onaj model koji nije pogodan za prikazivanje cetvrtina. Prvi model je trokut podijeljena na
cetiri dijela jednake veli¢ine i oblika, drugi model je kvadrata podijeljen na cetiri dijela jed-
nakih veli¢ina, a razlicitih oblika dok je tre¢i model kruga podijeljen na cetiri dijela razlic¢itih
velicina. U ovom kontekstu veli¢ina lika se odnosi na povrsinu lika. Cilj ovoga zadatka bio

je utvrditi razumiju li ucenici princip jednake podjele odnosno osnovni koncept razlomka.
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Kojim grafi¢kim modelom nisu prikazane éetvrtine *

Slika 27: Prvi zadataka

Rezultati su pokazali da samo 43.9% ucenika srednjih skola razumije $to je to graficki prikaz
razlomka. Najzastupljeniji nac¢in grafickog prikazivanja razlomka je pomocu kruga sto nas
dovodi pretpostavke da je dio ucenika temeljem iskustva odbacio taj odgovor kao krivi ne
razmisljajuéi o jednakoj podijeli. S druge strane, model trokuta se najrjede koristi pa pret-
postavljamo da su ucenici na taj nacin donijeli krivi zakljuéak. Cak 26.8% ucenika reko je da
model kvadrata nije reprezentat razlomka sto nam ukazuje na krivu strategiju koja se temelji
na obliku, a ne veli¢ini dijela. Mozemo zakljuciti da je prilikom usvajanja pojma razlomaka
potrebno veéu pozornost posvetiti razlicitim nacinima grafickog prikazivanja razlomaka kako
bi osvijestili sto razlomak predstavlja te uvidjeli da se jednaka raspodjela temelji na veli¢ini

dijela, a ne na njegovom obliku.

Kojim grafickim modelom nisu prikazane Cetvrtine
41 odgovor

oA
@B
®cC
@® Ne znam

Slika 28: Rezultati prvog zadataka
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Drugi zadatak

Drugi zadatak koncipiran je na nac¢in da je ucenicima dana tvrdnja uz obrazlozenje, a oni su
je trebali potvrditi ili opovrgnuti. Zadatak se svodi na usporedivanje razlomaka i otkrivanje

ucenickih pogresnih strategija.

Je li sliededi zadatak toéno rijeéen? U komentar upisi zasto se slazes ili ne slazes. *

1 1
—<? zato s§to je 5 <7

Slika 29: Drugi zadatak

Usporedivanje razlomaka jednakih nazivnika, a posebno jedini¢nih razlomaka, temelji se
na razumijevanju pojma razlomka. Porazavajuca je ¢injenica da je ovaj zadatak netocno
rijesilo 63.41% ispitanih ucenika. Na temelju njihovih odgovora mozemo zakljuciti da koriste
pogresne strategije koje ukljucuju odvojeno poimanje brojnika i nazivnika, usporedivanje
samo brojnika, usporedivanje samo nazivnika i sl.
U nastavku donosimo neke od krivih odgovora:

e Zatostojel-5=5,al-7T=17.

e Zato sto je to realno da je 7 veci od 5.

e Zato sto je 1 =1.

e Jer je 1 kroz 5 isto kao 5.

Vecina ucenika koja je zakljucila da je % veca od % kao obrazlozenje je navela metodu svodenja
razlomaka na zajednicki nazivnik dok je manji dio ucenika zakljucio da je sedmina manja

od petine. Pogledajmo njihove odgovore:
e Zadatak nije tocno rijeSen. Razlomke treba svesti na zajednicki nazivnik te onda
pogledati brojnike i vidjeti koji je vedi.
e Nije, zato jer je upravo suprotno...S§to je nazivnik manji, to je rezultat razlomka veci.

e Ne slazem se jer se razlomci moraju svest na zajednicki nazivnik i onda se usporeduju

brojnici a ne nazivnici.
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Treéi zadatak

U tre¢em zadatku od ucenika smo trazili da zakljuce u kakvom su odnosu razlomci % i
;—é. Ovaj zadatak tocno je rijesilo 34.1%, a to se podudara i s postotkom to¢nih odgovora
u drugom zadatku pa mozemo zakljuciti da ucenici koji su u prethodnom zadatku dali
tocan odgovor, ali ne i obrazlozenje doista razumiju pojam razlomka i nacin na koji se oni
usporeduju. Rezultati ovoga zadatka govore nam da veé¢ina ucenika ne samo S$to ne razumije
odnos dvaju razlomaka ve¢ zaostaje i u proceduralnom znanju, u ovom sluc¢aju, svodenju

razlomaka na zajednicki nazivnik.

Je li razlomak 4/7 maniji, veci ili jednak razlomku 11/287?
41 odgovor

@ Manji

@ Vedi

@ Jednak
@® Ne znam

Slika 30: Rezultati treceg zadataka

Cetvrti zadatak

Dio gradiva koji obuhvaca prosirivanje i skra¢ivanje razlomaka odlucili smo provjeriti na
nacin da ucenicima prikazemo klasican zadatak s ponudenim odgovorima. S obzirom da
se trazio rezultat prosirivanja razlomka odredenim brojem, za odgovore smo ponudili toéno
rjesenje odnosno prosireni razlomak, netocna rjesenja tj. razlomak skraé¢en danim brojem i
razlomak pomnozen danim brojem kao i odgovor "ne znam”. Rezultati istrazivanja pokazuju
da je 46.3% ucenika izabralo krivu strategiju za rjesavanje ovoga zadatka. S obzirom da
su ispitanici srednjoskolskog uzrasta, ovu situaciju smatramo izuzetno zabrinjavaju¢om jer
pokazuje da ucenici nisu usvojili koncept prosirivanja odnosno skra¢ivanja razlomaka sto je

jedno od temeljnih znanja u podru¢ju baratanja s razlomcima.



Ako razlomak 6/9 prosirimo brojem 3, dobit cemo razlomak:

41 odgovor

Peti zadatak

® 189
@ 1827
@® 23

@® Ne znam

Slika 31: Rezultati ¢etvrtog zadataka
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U petom zadatku ispitanici su od cetiri ponudena rijeSsena zadatka trebali izabrati jedan

netocan. Ono sto je u ovom zadatku druké¢ije u odnosu na standardne zadatke je to da su

tri zadatka netoc¢no, a samo jedan tocno rijesen. Vjerojatnost da ucenik slucajnim odabirom

tocno odgovoriti je 75%. Ovaj zadatak rijesilo je 40 ispitanika od ¢ega je njih 20 sto ¢ini 50%

toéno odgovorilo na postavljeno pitanje. Takoder, osim ponudenih zadataka ucenici su imali

moguénost izabrati odgovor "ne znam”. Cinjenica da je ¢ak 17.5% odgovora "ne znam”

govori nam da ucenici nisu svladali mnozenje razlomaka, a samim time ne mogu odrediti

koji postupak nije valjan.

Oznaci jedan od tri pogresno rijesena zadatka.

Slika 32: Peti zadatak
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Slika 33: Rezultati petog zadataka

Sesti zadatak

Sesti zadatak svodi se na zbrajanje razlomaka s time da su ucenici to morali sami zakljuéiti.
Zadatci ovoga tipa ¢esto se rjesavaju grafickim modelima, a s obzirom da su za vrijeme
rjeSavanja ove ankete na raspolaganju bili papir i olovka, ucenici su svoje rjesenje mogli ski-
cirati i utvrditi poklapa li se sa numerickim rezultatom. Praksa, kao i rezultati nacionalnih te
medunarodnih istrazivanja, pokazali su da nasim ucenicima zadatci u kojima se trazi logicko
razmisljanje i zakljuc¢ivanje predstavljaju problem. Iz toga, razloga ¢ak i u ovim izuzetno

jednostavniim zadatcima, nismo ocekivali najbolje rezultate.

Zadatak glasi:
Prvo smo obojali % kruga, a zatim % Koliki dio kruga smo obojali?

Pogledajmo neke netocne odgovore:

2 _
5

s brojnikom i nazivnik s nazivnikom

° u ovome slucaju koristena je pogresna strategija Z1 u kojoj ucenici zbrajaju brojnik

1_
6

zbrajanja i mnozenja razlomaka

° u ovome slucaju koristena je pogresna strategija u kojoj ucenici zamjene algoritme

e cijeli krug, jedan i pol krug, pola kruga, tre¢inu kruga - ovi odgovori pokazuju da ucenici
nemaju razvijen koncept razlomka kao dijela cjeline, ne mogu vizualizirati razlomak

kao dio kruga te ne znaju utvrditi odnos dvaju razlomaka
e 67%,75% - iako krivo rijeseno, neki ucenici povezuju razlomak sa postotnim udjelom

Zabrinjavajuéa ¢injenica je to da je zadatak tocno rijesilo 17.07% ispitanika. Uzmemo i u
obzir da je po ovome istrazivanju osnovne operacije s razlomcima usvojilo oko 50% ispitanika,
dolazimo do zakljucka da bi rezultat bio slican ako ne i bolji da se eksplicitno trazio zbroj
dva razlomka. Ocigledno je da je ucenike potrebno osnazivati i motivirati na podrucju

modeliranja problema, promisljanja i donosenja zakljucaka.
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Sedmi zadatak

Nakon provedene analize Sestoga zadatka uvidjeli smo da se ucenici ne snalaze u zadatcima
rijeCima odnosno u modeliranju problema. Stoga nismo bili iznenadeni rezultatima koji su
pokazali da je sedmi zadatak tocno rijesilo 12.2% ispitanih srednjoskolaca.

Sedmi zadatak glasi :

U Vrecici se nalazi 49 bombona. Matija je jucer pojeo % vrecice, a danas % preostalih

bombona. Koliko bombona je ostalo Matiji? Pogledajmo neke neto¢ne odgovore:

e "ne znam” - ¢ak 41.46% ispitanika je odgovorilo da ne zna rijesiti ovaj zadatak
1
172
u prvom slicaju ne znaju da % predstavlja cjelinu odnosno svih 49 bombona

° - iz ovih odgovora jasno je da neki ucenici ne razumiju pojam razlomka, konkretno

2 9

e 0, "malo”, "nista” - jos su neki od odgovora koji potkrepljuju prethodnu tvrdnju

Osmi zadatak

Osmi zadatak svodi se na dijeljenje razlomka prirodnim brojem. Od ispitanika se ocekivalo
da postave problem i rijese ga. Zadatci ovoga tipa spadaju u osnovne primjere primjene
dijeljenja razlomaka u osvnovnoj skoli.

Zadatak:

}—gL soka treba podijeliti u cetiri ¢ase tako da u svakoj casi toga napitka bude jedaka koli¢ina.
Koliko soka ¢e biti u jednoj casi?

19.52% ucenika je odgovorilo %, % ili ”2deci” $to je tocan odgovor dok je cak 31.71% ucenika
odgovorilo da ne zna rijesiti zadatak. Medu netocnim odgovorima nalaze se i oni koji su u
potpunosti izvan konteksta, a glase 3L, 7,8, g, 70.3 ili 0.571 sl.

Deveti zadatak

Graficki modeli najecscée se koriste samo prilikom obrade pojma razlomka dok se prosirivanje
i skrac¢ivanje razlomaka bazira na reprodukciji pravila. Vodeéi se ovom spoznajom, odlucili
smo ispitanicima postaviti zadatak u kojemu trebaju prepoznati operacijau koja primjenjena

na lijevom modelu daje za rezultat desni model.

Sljedeca ilustracija nam prikazuje *

Slika 34: Deveti zadatak
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Jasno je da se ovdje radi o skradivanju razlomka g brojem 2 no to je znalo samo 31.7%
ucenika. Cak 36.6% ucenika odgovorilo je da je rije¢ o djeljenju §to nije veliko iznenadenje
uzmemo li u obzir da ucenici pojam skracenog razlomka cCesto koncipiraju kao razlomak

manje veli¢ine.

@ Razlomak 6/8 smo podijeli s 2

@ Razlomku 6/8 smo oduzeli 2
Razlomak 6/8 smo skratili s 2

@ Razlomak 6/8 smo pomnpoZzili s 2

@ Razlomak 6/8 smo zbrojili s 2

@ Razlomak 6/8 smo prosirili s 2

Slika 35: Rezultati devetog zadatka

9.3 Zakljucak istrazivanja

Ovo istrazivanje obuhvatilo je osnovne zadatke koji ukljucuju mnozenje, dijeljenje, zbra-
janje i oduzimanje razlomaka, prosirivanje i skrac¢ivanje razlomaka, prikazivanje razlomaka
grafickim modelima i problemske zadatke s razlomcima. Unato¢ spoznaji da je ovaj os-
novnoskolski sadrzaj uc¢enicima najzahtjevnije, nismo ocekivali ovako slabe rezultate. Poka-
zalo se da vecina ispitanika nije usvojila osnovne racunske operacije s razlomcima, s druge
strane polovina onih koji su to uspjeli ima problem s modeliranjem zadataka, logickim
promisljanjem i zaklju¢ivanjem. Na kraju ovoga istrazivanja, mozemo re¢i da veé¢ina ucenika
ne razumije koncept razlomka, ne zna ih graficki prikazati te ne razumije njihovo znacenje.
Nedovoljna usvojenost ovoga sadrzaja dovodi do ve¢ih problema u daljnjem skolovanju stoga
je vazno usmjeriti se na zadatke iz svakodnevnog zivota koji ¢e kod ucenika razviti zelju za
ucenjem i israzivanjem, promisljanjem i donosejem zakljucaka koje u osnovi ima razumije-

vanje i formiranje pozitivnog stava o matematici.
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10 Zakljucak

Kod skolaraca problemi s razumijevanjem i manipulacijom s razlomcima nisu rijetkost te
je stoga vrlo vazno razraditi metode poucavanja i pazljivo osmisliti zadatke. Pri percipi-
ranju razlomka korisno je koristiti se metodom vizualizacije i povezivanjem s primjerima iz
stvarnog zivota. Jednom prihvac¢ene ideje tesko se mijenjaju, sto je posebno vidljivo kod
prosirivanja i skra¢ivanja razlomaka. Ucenici na ove postupke gledaju kao povecanje i sma-
njenje vrijednosti, a ne kao promjenu prikaza broja. Takoder, nerijetko na razlomak gledaju
kao na dva zasebna broja, sto predstavlja problem kako u skraé¢ivanju i prosirivanju tako i
u usporedivanju razlomaka. Stoga bi nam u poducavanju naglasak trebao biti na razvijanju
razumijevanja i mentalnoj percepciji te povezivanju sa svakodnevnim problemima, a sve u
svrhu smanjenja apstrakcije i priblizavanju koncepta s djetetu poznatim pojavama. Rezultati
istrazivanja pokazali su da je velika vec¢ina nasih ispitanika zavrsila osnovnu skolu, a pri tome
nije svladala osnovne operacije s razlomcima, ne razumije koncept razlomka kao ni nac¢in na
koji se razlomci mogu prikazati. Opce je poznato da razlomci nasim osnovnoskolcima pred-
stavljaju najteze gradivo u nastavi matematike pa je stoga vazno fokusirati se na graficke
modele, primjere iz svakodnevnog zivota i zanimljive zadatke koji ¢e u njima probuditi zelju

za istrazivanjem, a istovremeno razvijati apstraktno razmisljanje i logicko zakljucivanje.
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Sazetak

Ovaj rad govori o potesko¢ama pri razumijevanju i prikazivanju razlomaka. Uz objasnjavanje
vaznosti Grudnvorstellungen koncepta za organiziranje nastavnog sata i metode poducavanja,
mozete pronaci i neke od najceséih pogresaka prilikom grafickog prikazivanja, prosirivanja,
skra¢ivanja i usporedivanja razlomaka te ideje i nacine kako prevenirati i ispraviti kriva

razmisljanja.

Kljuéni pojmovi: razlomak, graficki modeli, prosirivanje, skraé¢ivanje, usporedivanje

Summary

This paper is about difficulty in understanding and displaying the fractions. With an ex-
planation of the importance of the Grudnvorstellungen concept for organizing lessons and
teaching methods, you can also find some of the most common mistakes when graphically
displaying, expanding, shortening, and comparing fractions, as well as ideas and ways to
prevent and correct the wrong thinking

Key words: fraction, graphic models, expanding, shortening, comparing
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