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1 Uvod

Statistika, kao rije¢ koju u svakodnevnom govoru ¢esto ¢ujemo, predstavlja zapravo skup
brojc¢anih vrijednosti kojima zelimo opisati bitne karakteristike nekog skupa podataka. Ti
skupovi podataka ¢ine temelj nekog statistickog istrazivanja u kojima se koriste razlicite
statisticke metode.

Gotovo u svakom polju znanosti i drustva, statisticke metode mogu poboljsati analizu
podataka, pa tako i u sportu.

U posljednih nekoliko godina, pogotovo u 3. tisucljecu, veliki napredci koji su se dogo-
dili u sportu rezultat su koristenja razli¢itih matematickih metoda. One su pridonijele u
analizi pojedinih natjecateljskih nastupa, trazenju i pronalazenju uzoraka i trendova u ne-
kom sportu te predvidanju rezultata. Radi unaprijedenja istoga danas se u sportu prikuplja
ogromna koli¢ina podataka, a ocekuje se da ¢e se to prikupljanje podataka u buduc¢nosti i
dalje povecati.

Cilj ovog rada je prikazati primjene razlic¢itih statistickih metode i alata za prikupljanje
korisnih informacija na podru¢ju sporta.



2 Deskriptivna statistika u sportu

Deskriptivna statistika dio je matematicke statistike koja se bavi uredivanjem prikupljenih
podataka, njihovim grafickim prikazivanjem i opisivanjem koristeéi pri tome razli¢ite me-
tode. Temelj njezina istrazivanja jest uzorak (podskup neke populacije), na osnovu ¢ijih se
svojstava pokuSavaju naslutiti neka svojstva ¢itave populacije koja se istrazuje. U sljedeéem
¢emo poglavlju predstaviti osnovne alate i metode kojima se analiziraju neki podaci, isticuci
pri tome uzorke koje pronalazimo u svijetu sporta ([5]).

2.1 Tipovi podataka

Razli¢ite analiticke metode koriste podatke, zajedno s matematickim i statistickim mode-
liranjem kako bi dobile informacije koje mogu iskoristiti za daljnji napredak na podrucju
svoga istrazivanja. Pri opisivanju tih podataka potrebno je razmisljati u kontekstu jedinki i
varijabli.

Jedinka je objekt na kojem se prikupljaju podaci. U kontekstu sporta jedinke cesto
predstavljaju igrac¢i, ali mogu biti i timovi, utakmice, sezone ili treneri. U nekim analizama
potrebno je obratiti pozornost na odredenu subjektivnost u definiranju jedinki ([4]). Na
primjer, Zelimo prouciti uc¢inak igraca u nekoj nogometnoj ligi, uzmimo napadaca, u sezo-
nama 2017/2018 i 2018/2019. Svakog pojedinog napadaca, mozemo tretirati kao jedinku s
dva skupa podataka, za svaku pojedinu sezonu po jedan zapis podataka. S druge strane,
podatke o napadacu iz sezone 2017/2018 i sezone 2018/2019 mozemo gledati i kao dvije raz-
licite jedinke. Izbor na koji éemo nacin shvacati jedinke, ovisi dakle o ciljevima koje Zelimo
posti¢i nasom analizom.

Varijabla je karakteristika jedinke koja se moze mjeriti. Iskoristimo li jednak kontekst
kao ranije, ukoliko promatramo u¢inak nekog napadaca u sezoni 2017/2018, njegov broj
golova i asistencija, broj minuta provedenih na terenu, broj u¢injenih prekrsaja i dr. primjer
su varijabli. Skup svih varijabli za jedinke obuhva¢a onda podatke koji se analiziraju, a
odgovarajuca vrsta analize ovisit ¢e o svojstvima tih podataka.

Cijeli skup podataka najcesce je predstavljen tablicom u kojoj retci oznacavaju jedinke, a
stupci obiljezja zabiljeZena za te jedinke. U statistickim istrazivanjima razlikujemo nekoliko
osnovnih tipova varijabli koje se medusobno razlikuju po svojstvima vrijednosti koje mogu
poprimiti.

2.1.1 Kovalitativne varijable

Kvalitativne varijable najcesce su one varijable ¢ije su vrijednosti neke kategorije ili razredi.
One nisu realni brojevi, ali se u skladu s potrebama statistickog istrazivanja mogu dovesti u
vezu u kojoj se mogu usporedivati ili poredati. Kategorije kvalitativnih varijabli mogu biti
definirane u skladu s potrebama statistickog istrazivanja.

Kvalitativne varijable dijelimo na:
e nominalne - medu kategorijama nema poretka
e ordinalne - medu kategorijama se moze uspostaviti prirodan poredak.

Pogledajmo na primjeru vlastite baze Nogometne moméadi u sezoni 2016_2017 [18| primjere
kvalitativnih varijabli.



Primjer 1. Baza Nogometne momdcadi u sezoni 2016_2017 [18] izradena je za potrebe kolegija
Osnove baza podataka, a u sebi sadrzi tablice u kojima se nalaze podaci opéeniti podaci o
momcadima (ime, stadion, vrijednost, datum osnutka kluba i dr.) i njihovim élanovima (ime,
prezime, visinu, vrijednost, sponzora, broj golova, fotografiju i dr.), podaci o natjecanjima na
kojima sudjeluju, forme koje omogucavaju unos novog igraca u tablicu, pregled ekipa, igraca,
pozicija, izvjestaj o opcenitim podacima za svaku momcad, pretraZivanje po pozicijama te
upitt koji omogucuju pretrazivanje igraca ovisno o njihovoj statistici, pretrazivanje pomocénog
osoblja, grupiranje po drZavama te pregled igraca na glavnim pozicijama. Sljedece varijable
koristene su u toj bazi podataka, a kvalitativnog su tipa.

e uloga (igrac, trener, vlasnik, fizioterapeut, pomocéni trener, trener vratara)
e naziv lige (Champions League, Europa League, LaLiga, Premier League, Serie A)
e pozicije igraca (AM, CB, CF, CM, DM, GK, LB, LM, LW, RB, RM, RW, 5SS, SW)

e sponzor (Adidas, Nike, Puma, Umbro)

Dok su u navedenom primjeru sve kategorije nominalne, dakle ne moze se uspostaviti poredak
izmedu kategorija, pogledajmo jedan primjer u kojem su kvalitativne varijable ordinalne,
odnosno mozemo uspostaviti poredak izmedu kategorija.

Primjer 2. Popularno americko All Star natjecanje u zakucavanju ocjenjuju 4 suca koji
dodjeluju ocjene od 1 do 10. Na osnovu vlastite prosudbe uspjesnosti pojedinog zakucavanja
on svakoj izvedbi dodjeljuje neku ocjenu koja se pohranjuje u varijablu ocjena. Na temelju
konacne sume ocjena moZze se uspostaviti poredak medu igracima koji sudjeluju u natjecanju
1 varyabla ocjena je ordinalna.

2.1.2 Numericke varijable
Numericke varijable, koje se jos nazivaju i kvantitativnim, varijable su koje poprimaju vri-
jednosti iz skupa realnih brojeva. Dijele se na:
e diskretne - poprimaju kona¢no ili prebrojivo mnogo vrijednosti
e neprekidne - skup vrijednosti poprima bilo koju vrijednost nekog intervala ili iz cijelog
skupa R.

Teorijski uvod u tipove varijabli preuzet je iz (|7]). Pogledajmo sada primjer diskretne, a
potom i neprekidne numericke varijable.

Primjer 3. U ve¢ navedenoj bazi o Nogometnim momdéadima u sezoni 2016/2017[18] prvih
14 zapisa o igracima u varijablama brojGolova @ brojNastupa izgleda ovako:

e brojGolova - 0,0,3,0,1,1,2,0,8,1,3,7,54,37
e brojNastupa - 46,16,41,10,43,39,12,48,51,37,47,28,52, 51.

Vidimo kako navedene varijable poprimaju samo diskretne vrijednosti, dok npr. wvarijabla
visina (izraZena u metrima), za te iste igrace poprima vrijednosti:

1.87,1.85,1.93,1.74,1.81,1.7,1.77,1.89,1.84,1.71,1.88,1.74,1.7,1.82,
sto pokazuje kako je navedena varijabla neprekidna.

Kvalitativnim se varijablama takoder mogu dodijeliti brojevi, no to ih ne ¢ini numerickim
varijablama. Uzmimo za primjer gadanje trica u kosarci. Igra¢ moze napraviti pogodak ili
promasaj. Oznacimo li varijablu promasaj s "0", a pogodak s "1", kategorijama kvalitativne
varijable pridruzili smo numericke vrijednosti. Ipak, time varijablu nismo ué¢inili numerickom.
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2.2 Metode opisivanja varijabli

Prvi korak u analizi nekog skupa podataka ¢esto je neka vrsta sazimanja tih podataka radi
bolje preglednosti i uvida u same podatke. U tome nam pomazu frekvencija i relativna
frekvencija neke kategorije.

Definicija 1. Frekvencija kategorije broj je pojavljivanja te kategorije u varijabli.

Definicija 2. Relativna frekvencija kategorije je broj pojavljivanja te kategorije u varijabli
(frekvencija) podijeljen ukupnim brojem izmjerenih vrijednosti za varijablu koju ispitujemo.

Frekvencije i relativne frekvencije kategorija kvalitativnih varijabli graficki prikazujemo po-
mocu stupcastog dijagrama frekvencija i relativnih frekvencija u kojem visina svakog stupca
odgovara danoj frekvenciji, odnosno relativnoj frekvenciji. Pogledajmo na primjeru baze
epldata_ final.csv[15] o Engleskoj Premier ligi u sezoni 2017/2018 kako nam frekvencija i
relativna frekvencija mogu pomoéi bolje shvatiti podatke.

Primjer 4. U bazi epldata_final.csv nalaze se podaci o 461 igracu koji su nastupali 2017/2018
sezone u FEngleskoj Premier ligi. Za svakog od njih prikupljeni su podaci o sljedeéim katego-
rijama:

e name - identifikator imena pojedinih igraca

e club - kvalitativna nominalna varijabla imena klubova u kojima igra¢i nastupaju
e age - numericka diskretna varijabla godina svakog igraca

e position - kvalitativna nominalna varijabla pozicije igraca

e position_ cat - numericka ordinalna varijabla u kojoj je svakoj poziciji dodijeljen broj
ovisno o mjestu na terenu u koji spada njegova pozicija (napad - "1", sredina terena -
"2" obrana - "3", vratari - "4")

e market wvalue - numericka neprekidna varijabla koja predstavlja trzisnu vrijednost
igraca u milijunima eura 20. srpnja 2017. na Transfermarktu

e page wviews - numericka diskretna varijabla o broju prosje¢nih dnevnih pregleda poje-
dinog igrac¢a na Wikipediji od 1. rujna 2016. do 1. svibnja 2017. godine

e fpl_ walue - numericka neprekidna varijabla vrijednosti u Fantasy Premier ligi' od 20.
srpnja 2017.

e fpl sel - numericka neprekidna varijabla u kojoj je postotak FPL igraca koji su odabrali
tog igraca u svom timu

e fpl points - numericka diskretna varijabla u kojoj su FPL bodovi prikupljeni tijekom
prethodne sezone

e region - kvalitativnha nominalna varijabla u kojoj je pojedinim dijelovima svijeta do-
dijelj broj i to na nacin: "1" za Englesku, "2" za Europu, "3" za Ameriku i "4" za
ostatak svijeta

!Fantasy Premier liga (skrac¢eno FPL ili fpl) besplatna je online igrica u kojoj igra¢ s odredenim iznosom
novca kreira svoju online nogometnu momdad. Svaki igra¢ kojega odabere u momdcad dobija bodove ovisno
o svom ucinku na stvarnoj utakmici svakog kola koje se igra u engleskoj Premier ligi. Na takav nacin kad se
zbroje bodovi svih igra¢a, mogu se rangirati momdcadi, a time i online igraci.



e nationality - kvalitativnha nominalna varijabla nacionalnosti pojedinog igraca

e new _foreign - kvalitativha nominalna varijabla u kojoj su s "1" oznacena nova poja-
¢anja koja su pristigla iz drugih liga

e age cat - kvalitativha nominalna varijabla u kojoj je ovisno o starosti svakom igracu
dodijeljen broj izmedu 11 6

‘ Raspon godina \ age cat

17-21 1
22— 24 2
29— 27 3
28 — 31 4
32 —-33 )
34 — 38 6

Tablica 1: Rasponu godina dodijeljeni brojevi

e club_id - identifikator pojedinog kluba

e big club - kvalitativna nominalna varijabla u kojoj su s "1" oznaceni klubovi koji su
medu prvih 6 u ligi, a svi ostali imaju "0"

e new _signing - kvalitativha nominalna varijabla u kojoj su s "1" oznaceni novodovedeni
igraci za tu sezonu, a svi ostali imaju "0".

Pogledajmo prvo kako mozemo iskoristiti tablicu frekvencija kako bismo izveli neke zakljucke.
Za pocetak u tablici frekvencija kategorije region u kojoj se nalaze regije svijeta u koje igraci
pripadaju, vidimo kako je znatno vise igraca u regiji 1 i 2, odnosno dolaze ili iz Engleske ili
iz ostatka Europe. Po tome mozemo zakljuciti kako u engleskoj ligi znatno manje nastupaju
igraci s americkog kontinenta ili ostatka svijeta.

regija. | 1 2 3 4
frekvencija | 156 207 41 56

Tablica 2: Frekvencija svake kategorije region

Potvduje to i prikaz frekvencija pojedine kategorije stupcastim dijagramom na Slici 1.
Jednako tako, pogledamo li tablicu udjela pojedine kategorije regija iz kojih dolaze igraci,
vidimo kao su to gotovo polovicom europski igraci koji nisu iz Engleske. Takoder, vidimo
kako je u domacoj engleskoj Premier ligi udio domacih igraca tek malo vise od jedne treé¢ine
sto pokazuje kako je popularnija za strane igrace.

regija | 1 2 3 4
udio | 0.34 0.45 0.089 0.121

Tablica 3: Relativna frekvencija svake kategorije region
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Slika 1: Stupcasti dijagram varijable region

Pogledamo li neke druge varijable, uo¢avamo kako s ovakvim tablicama frekvencije ne
mozemo dobiti sazetije podatke jer imamo mnogo razli¢itih vrijednosti, pogotovo ukoliko
su varijable neprekidne numericke varijable. Konstrukcija tablice frekvencije za neprekidne
kvantitativne varijable time je nesto sloZenija. Uobic¢ajeno se onda primjenjuje grupiranje
vrijednosti po intervalima birajuéi intervale na smislen nacin kako bi se istaknule bitne karak-
teristike podataka, pazeci ujedno kako ne bi doslo do preklapanja, buduéi svako promatranje
mora spadati u to¢no jedan interval.

Primjer tablice frekvencija na varijabli market_value koju smo podijelili na 6 intervala
vidimo u tablici 5.

market_value | (0.025,13] (13,25] (25,38] (38,50] (50,63] (63,75]
frekvencija | 327 82 32 14 1 5

Tablica 4: Frekvencije kategorije trzisnih vrijednosti igraca

Raspodijelimo li tako podatke, vidimo kako je najvise igra¢a u prva dva intervala, odnosno
manje trzisne vrijednosti. Iskoristimo li takoder udjele pojedinog od tih intervala u tablici 5
vidimo kako je skoro 80% igraca vrijednosti do 25 milijuna eura, od toga ¢ak 70% u prvoj
kategoriji. Uz to samo je 1.3% (6) igrac¢a u rasponu cijena od 50 do najvise 75 milijuna
eura, $to je za jednu od pet najjacih liga u kojoj je u tom trenutku 461 registriran igrac jako
nizak postotak. Graficki prikazati te iste numericke podatke mozemo takoder stupcastim

market_value | (0.025,13] (13,25] (25,38] (38,50] (50,63] (63,75]
udio | 0709 0178 0.069 003  0.002 0.011

Tablica 5: Udio kategorije market wvalue

dijagramom u kojem smo iskoristili ve¢ izracunatu podjelu cijelog skupa vrijednosti na 6
intervala.
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Slika 2: Stupcasti dijagram frekvencija pojedinog intervala u market value

Radi usporedbe, po podacima dostupnim na Transfermarktu za istu sezonu, Spanjolska
nogometna liga (Laliiga) imala je 675 registriranih igrac¢a od kojih je ¢ak njih 26 ulazilo u
isti trzi$ni raspon vrijednosti pojedinog igraca, sto ¢ini 3.85% igraca. Dakle, otprilike 3 puta
viSe igraca.

Za parove kvalitativnih varijabli mozemo promatrati zajednicke tablice frekvencija i re-
lativnih frekvencija u kojima su navedene frekvencije, odnosno relativne frekvencije parova
mogucih realizacija.

Primjer 5.

Za podatke iz baze [15] o Engleskoj Premier ligi u sezoni 2017/2018 ¢ije su varijable pojas-
njene u Primjeru 4 pogledajmo kakve informacije mozemo dobiti usporedujuci zajednicke
tablice frekvencija, odnosno relativnih frekvencija.

age_ cat
1 2 3 4 5 6
0140 64 124 114 29 23
1 ’ 10 12 26 12 4 4

new_ signing
Tablica 6: Zajednicka tablica frekvencija varijabli age cat i new_ signing

U Tablici 6 vidimo koliko je u pojedinoj dobi godina (varijabla age cat) sveukupno
pristiglo novih igraca, a u Tablici 7 koliko je pristiglo stranih igraca (iz drugih liga). Radimo

age_ cat
‘ 1L =2 3 4 o g
49 67 146 124 32 27
1 9 1 2 0 0

0 ‘
new_ foreign 1
Tablica 7: Zajednicka tablica frekvencija varijabli age cat i new_ foreign

li usporedbe po kategorijama, vidimo kako je u kategoriji najmladih igraca (kategorije "1")
pristigao tek 1 strani igra¢, a njih ¢ak 9 je doslo iz drugih engleskih klubova. S druge pak
strane, malo starijih igraca, kategorije 2, od 12 pristiglih, ¢ak je 9 bilo stranaca, a samo 3
igraca pristigla su iz nekih engleskih klubova. U kategoriji "3" ¢ak 22 od 26 pojacanja bili su
igraci iz engleske Premier lige. Zanimljivo je za uociti kako u dvjema najstarijim kategorijama



nije doSao niti jedan stranac, dok iz domace lige jesu 7 igraca (zbrojene frevencije za kategorije
516). To je ujedno i potvrda kako se u starijim igrackim godinama klubovi ne odluc¢uju
investirati u nekog pri kraju karijere, ali i stariji igraci ne traze vjerojatno veliku promjenu
(poput nove drzave i nove lige) u godinama kad su veé¢ pri kraju karijere. Zbrojimo li
frekvencije gdje su varijable new_foreign i new_foreign jednake 1 dobijemo ukupni broj
novih igraca. Dakle sveukupno je 67 novih igraca pristiglo te sezone u englesku ligu, a od
toga je samo je njih 16 doslo iz drugih europskih neegleskih klubova. Na temelju toga vidimo
kako je tek oko 24% novih igraca (g2 = 0.238806), odnosno oko 76% dolazaka ostvareno iz
drugih engleskih prvoligasa. Uz sve navedeno mozemo re¢i kako engleska Premier liga nije
toliko otvorena ili zanimljiva stranim igra¢ima osim mozda za perspektivne mlade igrace u
dobi od 22 do 24 godine.

Jednako tako izdvojimo li varijablu new_signing i age_ cat te fiksiramo li varijablu age cat
i napravimo na osnovu zajednicke tablice uvjetnih relativnih frekvencija stupcasti dijagram,
vidimo kako je ipak znatno veéi broj igraca ostao u svojim klubovima, u svakoj kategoriji
barem 80% igraca.

09
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age_cat

rel. frekvencije

Slika 3: Stupcasti dijagram uvjetne relativne frekvencije za fiksirane vrijednosti varijable
age cat

2.3 Mjere centra

[ako tablica frekvencija i stupcasti dijagram frekvencija ili udjela sazeto prikazuje neki skup
podataka, u mnogim ¢e sluc¢ajima takoder biti korisno podatke sazeti u jednom broju kojeg
nazivamo centar podataka. Za numericke podatke, aritmeticka srednina i medijan predstav-
ljaju najcesce koristene centre podataka ([12]).

Definicija 3. Aritmeticka sredina ili prosjek skupa podataka vrijednost je dobivena zbraja-
njem svih izmjerenih vrijednosti podijeljenim ukupnim brojem tih vrijednosti.

Definicija 4. Medijan je vrijednost za koju vrijedi da je barem polovica vrijednosti podataka
manja ili jednaka od njega, a barem polovica podataka veca ili jednaka od njega.

Ukoliko imamo niz podataka duljine n medijan je podatak koji se pronalazi uzlaznim sorti-
ranjem podataka tog niza i uzimanjem podatka koji se nalazi na § + 1 poziciji ukoliko je n
neparan broj. Ukoliko je n paran broj, medijan je jednak aritmetickoj sredini podataka koji
se nalaze na poziciji 5 i 5 + 1 u sortiranom nizu podataka. On je ujedno Cesta alternativa
aritmeticke sredine.



Aritmeticka sredina i medijan vrijednost na dva razli¢ita nacina sazimaju skup podataka, a
koja vrijednost je bolji odabir ovisit ¢e o ciljevima nase analize. Ako je distribucija podataka
priblizno simetri¢no raspodijeljena, tada su aritmeticka sredina i medijan priblizno jednaki.
Pogledajmo na primjeru veé¢ koristene baze [15] kako nam stupcasti dijagram moZe pomoci
u odredivanju izbora izmedu medijana i aritmeticke sredine.

Primjer 6.

U bazi [15] o engleskoj Premier ligi iskoristit ¢emo varijablu age. Vektor frevencija dobi
izmedu 17 i 38 godina izgleda ovako:

[1,3,8,13,25, 19,24, 33,42, 50, 58, 39, 30, 35, 22, 23,9, 13,6, 5, 2, 1].

Na osnovu tih podataka napravimo stupcasti dijagram (4).

50 -
@ 40 ] —
Q
& 30
2
- |:| |:| |:||:|

b aill i

17 19 21 23 25 27 29 3 33 35 % 7
godine

Slika 4: Stupcasti dijagram varijable age

Vidimo kako nam taj graficki prikaz sugerira kako je distribucija ove kategorije simetri¢na.
[zrac¢unamo li u R-u aritmeticku sredinu i medijan kategorije age dobijemo:

T, = 26.80477 medijan = 27,

Sto potvrduje nasu pretpostavku o priblizno jednakoj vrijednosti medijana i aritmeticke
sredine.

No, pogledamo li pak drugi primjer, vidjet ¢emo kako aritmeticka sredina nece uvijek biti
najbolji odabir za mjeru sredine skupa.
Primjer 7.

U bazi [15] o engleskoj Premier ligi nalazi se takoder varijabla page_views, u kojoj je, kako je
ve¢ navedeno u Primjeru 4, spremljen broj pregleda profila pojedinog igrac¢a na Wikipediji.
Pogledamo li histogram navedene varijable razdijeljen na 6 jednakih intervala (bududi se radi
o varijabli s mnogo razli¢itih vrijednosti) vidimo kako distribucija te varijable nije simetri¢na.
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Slika 5: Histogram varijable page views

Takoder, izracunamo li aritmeticku sredinu i medijan podataka dobijemo:
T, = 763.7766 medijan = 460.

Te se vrijednosti znatno razlikuju sto potvrduje kako varijabla nije simetri¢no raspodijeljena.
Jako velike (ili jako male) opazene vrijednosti (tzv. striece vrijednosti) imaju veéi utjecaj
na aritmeticku sredinu nego na medijan. Takoder, u kutijastom dijagramu na Slici 6 osim
pet numerickih karakteristika: minimalne vrijednosti, donjeg kvartila, medijana, gornjeg
kvartila i maksimalne vrijednosti, oznacavaju se, ukoliko postoje, i tzv. strSece vrijednosti
(eng. outliers). Na dijagramu su kruzi¢ima su oznacene upravo te striece vrijednosti i vidimo
da ih je jako puno.

7000
6000 -
5000
4000 - g
3000 E
2000

1000 :

Slika 6: Kutijasti dijagram varijable page views

Zbog toga u ovakvom slucaju aritmeticka sredina ne daje ispravnu sliku o podacima. U
ovom kontekstu ona se moze zloupotrijebiti na na¢in da se opéenito prikaze vec¢a popularnost
neke lige. Dakle, ukoliko su nam predstavljeni podaci o prosjecima nekog uc¢inka, a ne
znamo o kakvoj se distribuciji podataka radi, potrebno je, ukoliko je mogucée provjeriti i
medijan podataka ili graficki prikaz podataka kako bi nam bilo jasnije kakva nam je zapravo
informacija dana.
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2.4 Mjere rasprsenosti

Grupi mjera rasprsenosti podataka pripadaju varijanca i standardna devijacija. One karak-
teriziraju rasprsenost podataka oko aritmeticke sredine.

Definicija 5. Za niz izmjerenih vrijednosti x4, ..., x, varijanca se definira kao:

1 n
=2 = 3
B = — Ti — Tn)”~.
R = ;< )
Definicija 6. Standardna devijacija kvadratni je korijen varijance, odnosno:
Bp = {8 = > i(mi —Tp)2. (%)
! ="

Standardnu devijaciju shva¢amo ujedno kao prosjec¢nu udaljenost podataka koje promatramo
do aritmeticke sredine podataka. Definicije su preuzete iz [3].

Kod rac¢unanja varijance ve¢a odstupanja kvadriranjem dolaze vise do izrazaja te se na
taj nacin ,kaznjava“ postojanje ekstremnih rezultata u mjerenju. Analogno vrijedi i za
standardnu devijaciju buduéi ona ovisi o varijanci. Sto je standardna devijacija manja, to
nam aritmeticka sredina bolje reprezentira dobivene rezultate jer se oni u prosjeku manje
razlikuju od nje.

Razli¢ite varijacije sastavni su i vazan dio svih sportova. Svaki igra¢ unutar neke lige
ima razli¢ite sposobnosti i vjestine, a njegova izvedba u pojedinoj utakmici ¢esto varira.
Ako dvije ekipe igraju medusobno nekoliko puta, ishodi ée se vrlo vjerojatno razlikovati.
Zbog toga i u kontekstu sporta ima smisla proucavati razne rasprSenosti i kako to utjece na
konacan rezultat ili predvidanje, ovisno ve¢ o cilju nase analize.

Pogledajmo na primjeru nove baze [16]| koliko nam izracun standardne devijacije moze
pomoc¢i u usporedbi karakteristika dviju ekipa.

Primjer 8.

U bazi [16] nalaze se podaci o igra¢ima Spanjolske nogometne lige za prethodnu sezonu
(2018/2019). Izmedu 62 varijable, promatramo varijablu Shots u kojoj se nalaze podaci o
broju udaraca na gol pojedinog igraca tijekom sezone. Izdvojit ¢emo i rac¢unati podatke za
dvije najpoznatije ekipe, Barcelonu i Real Madrid.

‘ Ime ekipe ‘ sd ‘
FC Barcelona | 32.2606
Real Madrid | 19.85588

Tablica 8: Standardna devijacija varijable Shots

[zra¢unamo li im standardne devijacije koje su prikazane u Tablici 8 vidimo kako ekipa
Barcelone ima dosta veéu standardnu devijaciju, Sto zna¢i da su podaci njezinih igraca u
varijabli Shots puno viSe rasprseni i vise odstupaju od aritmeticke sredine, nego podaci igraca

Real Madrida.
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| Ime ekipe | E | medijan | [T — medijan] |
FC Barcelona | 17.11538 4.5 12.61538
Real Madrid | 14.45161 7 7.45161

Tablica 9: Aritmeticka sredina i medijan varijable Shots

Potvrduje to i usporedba aritmetickih sredina i medijana varijable Shots u tablici 9 u kojoj
vidimo kako je znatno veca razlika izmedu aritmeticke sredine i medijana u ekipi Barcelone,

nego u ekipi Real Madrida, ali i kutijasti dijagram na Slici 7.

Shots

I FC Barcelona
¥ Real Madrid

Slika 7: Kutijasti dijagrami za promatrane ekipe varijable Shots

Vidimo kako ekipa Barcelone ima i vise srse¢ih vrijednosti, pogotovo onu maksimalnu koja
sigurno ponajvise utjefe na rasprsenost podataka. Dakle, podaci ekipe Barcelone vise su

rasprseni.
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3 Primjena uvjetne vjerojatnosti

Zelimo i analizirati neki sportski dogadaj ili njegov rezultat, suodit ¢emo se s ¢injenicom
kako je potrebno uzeti u obzir i element slucajnosti. U svrhu toga uvest ¢emo neke osnovne
pojmove iz podrucja teorije vjerojatnosti koja se bavi slu¢ajnim ishodima kako bi mogli
ispravno prikazati analizu u sportskom kontekstu.

Osnovni pojmovi teorije vjerojatnosti su eksperiment ili pokus i njegov ishod, tj. ele-
mentarni dogadaj, dok vjerojatnost na klasi¢an na¢in mozemo izracunati kao broj povoljnih
ishoda podijeljen brojem svih mogucih ishoda. Kako bi shvatili pojam uvjetne vjerojatnosti
koju ¢emo koristiti za nase analize, potrebno je uvesti nekoliko definicija.

Definicija 7. Neka je dan neprazan skup (2. Familija F podskupova skupa (2 jest o-algebra
skupova na €2 ako vrijedi:

1. 0 e F,
2. ako je A€ Fondajei A° € F,
3. ako je dana prebrojiva familija skupova (A, € N) C F, onda F sadrzi i njihovu uniju.

Definicija 8. Neka je ) neprazan skup, F o-algebra dogadaja na njemu, a P vjerojatnost
na ). Uredenu trojku (€2, F, P) zovemo vjerojatnosni prostor.

Definicija 9. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka su A, B € F proizvoljni dogadaji
takvi da je P(B) > 0. Tada funkciju Pp : F — [0, 1] zovemo uvjetna vjerojatnost dogadaja
A uz uvjet da se dogodio dogadaj B, a definira se kao:

P(ANB)

Ps(4) = P(AIB) = — 5

Kazemo da dogadaj A ne ovisi o dogadaju B ili da su dogadaji A i B nezavisni, ako vrijedi:
P(A|B) = P(A). Uvjetne vjerojatnosti korisne su jer omogucuju u izra¢un vjerojatnosti
ukljuciti jos neke dodatne pretpostavke ili informacije. Uvjetna vjerojatnost P(A|B) moze
se promatrati kao azurirana verzija vjerojatnosti, azurirana jer se sada u obzir uzelo da se
dogadaj B dogodio.

Definicija 10. Kazemo da je vjerojatnosni prostor (€2, F, P) diskretan vjerojatnosni prostor
ukoliko €2 ima konacno ili prebrojivo mnogo elemenata.

Kod kona¢nih i prebrojivih skupova elementarnih dogadaja pretpostavit ¢emo da je pridru-
zena o-algebra to¢no jednaka partitivnom skupu od €2, tj. F = P(Q).

Definicija 11. Neka je dan diskretan vjerojatnosni prostor (€2, P(2), P). Svaku funkciju
X : Q) — R zvat éemo diskretna slucajna varijabla.

Navedene definicije preuzete su iz ([3]).
Za svaku slu¢ajnu varijablu X s R(X) oznac¢ujemo sliku slu¢ajne varijable, a u kojoj se nalazi
skup svih moguéih realizacija slu¢ajne varijable.

Distribuciju mozemo procijeniti tako da procijenimo tablicu distribucije. Neka je x1,..., z,
uzorak iz slu¢ajne varijable X. Ako je X diskretna sluc¢ajna varijabla s kona¢nom slikom,
X ()
P1 ... DPn
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onda distribuciju mozemo procijeniti
X ~ <z{1 Z{n>’ ﬁizﬁ,izl,...,n,
P1 --- Dn n
gdje je f; relativna frekvencija y; u uzorku. Tu tablicu zovemo empirijska tablica distribucije.

Definicija 12. Neka je (€, F, P) vjerojatnosni prostor pridruZzen slu¢ajnom pokusu. Funk-
ciju Xq,...,X, koja svakom ishodu pokusa pridruzuje uredenu n-torku realnih brojeva
(x1,...,x,) zovemo n-dimenzionalan sluc¢ajni vektor ako vrijedi:

Radi jednostavnosti koristit ¢emo sljede¢u oznaku:
2 Lo} N oee X, S m} = {Xp L w0 vy Xy S s

Vjerojatnosna svojstva svakog sluc¢ajnog vektora opisujemo funkcijom distribucije koja je
dana sljedecom definicijom.

Definicija 13. Neka je (€2, F, P) vjerojatnosni prostor pridruzen slu¢ajnom pokusui (X, ..., X,)
sluéajni vektor. Funkciju F : R* — [0, 1],

P, 00y B) = P{3G € 81y .. Xy L1, )
zovemo funkcija distribucije sluc¢ajnog vektora (Xi,...,X,).
Analogno kao kod diskretne sluc¢ajne varijable, diskretan slucajni vektor (X,Y) prima
vrijednosti iz kona¢nog ili prebrojivog skupa
R(X,Y) ={lzsy) s (,5) €I} ICN xN,
a njegova funkcija distribucije potpuno je odredena poznavanjem
Plogyy) = PIX =2 ¥ =4 (G,jjeTCNxN

Niz tako definiranih brojeva naziva se distribucija diskretnoga slucajnog vektora (X,Y).
Ukoliko je skup vrijednosti sluc¢ajnog vektora (X,Y’) konacan, tj. slu¢ajni vektor prima vri-
jednosti iz skupa R(X,Y) = {(z;,y;) :i=1,2,...,m, j =1,2,...,n}, njegova se distribu-
cija pregledno moze prikazati tablicom koju zovemo tablica distribucije dvodimenzionalnoga
diskretnog slucajnog vektora ([3]).

Buduéi ée se nas primjer temeljiti na uzorku, distribuciju ¢emo procijeniti tablicom dis-
tribucije pa ¢emo zato odmah prikazati kako izgleda takva tablica u kojoj procjenu vjerojat-
nosti vrsimo koristeéi relativne frekvencije. Elementi tablica 10 7 11 pojasnjeni su sljedeéim
oznakama:

® fZ] - frekvenCija parova ('ri? y])

® fu, [y, - frekvencija od x;, odnosno y;

® Dij = fﬁj
N S
® Poy =N 1Py =N
p(xi,y;) bit ¢e dakle procijenjena vrijednost vjerojatnosti dogadaja {X = z; }N{Y = y;},i =
1,....,n, j = 1,...,m koju ¢emo procjenjivati relativnom frekvencijom pojavljivanja tog

dogadaja u uzorku.

Empirijsku distribuciju diskretnog slu¢ajnog vektora dobijemo tako da elemente zajed-
nicke tablice frekvencija dobivene temeljem nezavisnih mjerenja realizacija sluc¢ajnog vektora
(X,Y) podijelimo ukupnim brojem mjerenja N.
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Tablica 10: Zajednicka tablica frekvencija parova(wz;,y;) (|9])

X\Y Y1 Ya T Yn
T ﬁ(xb y1) ﬁ(mlv y2) 25(9% ?/n) Dz,
T ]5(352, 3/1) 15(9527 ?/2) ]5(352, yn) Pz
Tm ﬁ(mm,y1> ﬁ(xm?y2) e ﬁ(wﬂ%yn) ﬁxm
Py Py s Dy, 1

Tablica 11: Distribucija sluc¢ajnog vektora procijenjena tablicom relativnih frekvencija ([9])

Uvjetne vjerojatnosti koristimo za ukljuc¢ivanje dodatnih informacija u izracunu vjero-
jatnosti nekog dogadaja. Zelimo to pokazati na primjeru vaznosti postizanja prvog pogotka
na utakmicama njemacke Bundeslige za prethodnu sezonu (2018/2019). Za izracune vje-
rojatnosti i uvjetnih vjerojatnosti koristit ¢emo podatke o utakmicama i odigranim kolima
dostupnim na stranicama [20] i [21].

Primjer 9.

Za pocetak uvedimo sluc¢ajne varijable i njihove realizacije kojima ¢emo modelirati nas pri-
mjer i kojima ¢emo na osnovu podataka procijeniti vjerojatnosti.

e [ - slucajna varijabla kojom modeliramo ishod utakmice

o R(I)={0,1,2}

I=0 nerijesen ishod utakmice
I =1 | pobijedila je domaca ekipa (ona koja igra na svom terenu)
I=2 pobijedila je gostujuca ekipa

Tablica 12: Realizacije slucajne varijable [

e F' - slucajna varijabla kojom pratimo koja ekipa prva postize pogodak

o R(F)=1{0,1,2}
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na utakmici nije postignut pogodak (rezultat je 0 : 0)
prvi pogodak postigla je domaca ekipa
prvi pogodak postigla je gostujuca ekipa

| |
Il
N = O

Tablica 13: Realizacije sluc¢ajne varijable F’

Procijenimo prvo koliko iznosi vjerojatnost pobjede domace ekipe koristeéi relativnu frekven-
ciju pobjede domace ekipe. U terminima naSe sluc¢ajne varijable procijenit ¢emo P(I = 1).
Potrebno nam je dakle znati u kolikom broju utakmica od ukupno odigranih je pobijedila
domaca ekipa. Za pocetak izracunajmo koliko je ukupno te sezone odigrano utakmica.

U Bundesligi nastupa 18 momcadi i svaka od njih igra utakmicu sa svakom drugom ekipom
na domacem i gostujuéem terenu. Dakle, svaka ekipa odigra 17 - 2 = 34 utakmice u sezoni.
Od toga se svako kolo odigra 9 utakmica (jer 18 ekipa ¢ini 9 parova koji igraju to kolo).
Principom produkta dobijemo 34 - 9 = 306 odigranih utakmica. Kako bi pronasli broj
povoljnih ishoda, prvo ¢emo u Tablici 14 istaknuti podatke koji su to rezultati bili povoljni,
koliko je bilo takvih utakmica (f), koliko je puta domaca ({F = 1}), a koliko puta gostujuca
ekipa povela ({F = 2}). Ti ¢e nam podaci koristiti i za kasnije procjene. Istaknimo uz to
kako je 17 utakmica odigrano rezultatom 0 : 0.

] Rezultat | f ] F=1 ] F=2 ]

2—1 25 21 4
3—1 22 17 5
2-0 20 20 0
3—-0 16 16 0
1-0 15 15 0
4-1 9 7 2
3—2 6 5 1
5—1 5 5 0
6—-0 4 4 0
5—0 3 3 0
4-2 3 3 0
4-0 3 3 0
5—2 2 1 1
6—-1 1 1 0
4-3 1 0 1
T — 1 1 0
=1 1 1 0
8§—1 1 1 0

] Ukupno | 138‘ 124 ] 14 ‘

Tablica 14: Prikaz pobjeda domacina i prvopostignutog gola

Buduéi vjerojatnost ne racunamo, nego procjenjujemo iz podataka, s &~ é¢emo oznacavati
takvu procijenjenu vjerojatnost. Iskoristimo sada te podatke i procijenimo vjerojatnost
pobjede domace ekipe relativnom frekvencijom pobjeda domace ekipe.

138
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Promatramo li dogadaj u kojem domaca ekipa pobjeduje {I = 1} mozemo se pitati koje
sve informacije mogu utjecati na vjerojatnost ishoda toga dogadaja. Razmotrimo li Sto se
sve moze dogoditi na utakmici, vidimo kako u obzir dolaze informacije da domaca ekipa prva
postize gol, {F = 1}, gostujuca ekipa prva postize gol, {F' = 2}, ali i da nema pogodaka na
utakmici, {F = 0}.

Procijenimo prvo vjerojatnosti tih dogadaja kako bi ih kasnije mogli koristiti u drugim
procjenama. Za to ¢e nam takoder biti potrebna informacija o broju utakmica u kojima je
domacin prvi zabio gol kako bi procijenili P(F = 1). Zato smo u Tablici 15 uz imena ekipe
istaknuli broj utakmica (od njih 34) u koliko njih su kao domacini prvi zabili gol.

‘ Ekipa F=1 ‘

RB Leipzig 20
Wolfsburg 14
Stuttgart i
Werder Bremen 16
Monchengladbach 18
Bayern Munich 27
E. Frankfurt 19
Dortmund 23
Diisseldorf 15
FSV Mainz 13
Schalke 04 9
Leverkusen 22
Hertha Berlin 13
Freiburg 16
Hoffenheim 23
Hannover 96 11
FC Nurnberg 9
FC Augsburg 14

‘ Ukupno 163 ‘

Tablica 15: Broj utakmica u kojoj su kao domacini prvi zabili gol

Ti su ishodi medusobno disjunkti pa stoga i broj utakmica u kojima je gostujuéa ekipa
postigla gol mozemo dobiti kada od ukupnog broja utakmica oduzmemo broj utakmica koje
su zavrsile nerijeSeno i broj utakmica u kojima su domaéini poveli, dakle, 306—17—163 = 126.
Relativne frekvencije tih dogadaja dat ¢e nam procjene vjerojatnosti.

17 163 126
P(F = 0) & 552~ 0.056 P(F =1) & oo ~ 0532 P(F =2) & oo ~ 0412

Tako dolazimo do empirijske distribucije slu¢ajne varijable F"

0 1 2
0.056 0.532 0.412/)°

Uzmimo za pocetak u obzir kako imamo informaciju da je domaca ekipa prva postigla
gol, {F = 1}. Zapisemo li to kao uvjetnu vjerojatnost, procjenjujemo vjerojatnost pobjede
domace ekipe uz uvjet da je ona prva postigla gol. U idué¢im izrac¢unima kako bi pocije-
nili vjerojatnost presjeka koja se pojavi raspisivanjem formule uvjetne vjerojatnosti, koristit
¢emo distribuciju slucajnog vektora (I, F) ¢ije vjerojatnosti procjenjujemo empirijskom dis-
tribucijom slucajnog vektora. U terminima naseg dogadaja to je, uz koristenje definicije (9):

P(I=1NF=1) _124/306 _ 124
P(F=1) " 163/306 163

Ukoliko pak, gostujuéa ekipa prva postigne gol, procijenjena vjerojatnost pobjede domace
ekipe postaje vrlo mala. Prikazemo li to pomocu uvjetnih vjerojatnosti imamo:

PI=1F=1)= ~ 0.76.
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I\F | 0 1 2
17 30 26 | 138
0 124 14 | 138
0 9 8 | 95
17 163 126 | 306

N = O

Tablica 16: Zajednicka tablica frekvencija slu¢ajnog vektora (I, F')

P(I=1NF=2) 14/306 N£N011

P(F=2) " 126/306 ~ 126 ~
Opet, cinjenica da gostujuci tim prvi postize gol vazan je podatak koji uvelike utjece na
vjerojatnost pobjede domaceg tima. Postoji moguénost da nijedna moméad ne postigne prvi
gol - to jest na utakmici se nema postignutih golova, {F' = 0} - u ovom sluc¢aju utakmica
zavrSava nerijeSeno tako da nema pobjednika. Stoga je i uvjetna vjerojatnost dogadaja u
kojoj domaca ekipa pobjeduje uz uvjet da nitko nije postigao pogodak:

PI=1F=2)=

PI=1nF=0) _ 0/306 _

P(I=1|F =0)= ~ ~
(r=1 ) P(F =2) 126/306

[z ovoga vidimo kako poznavanje informacije da je domaca ekipa prva postigla gol ima
velik utjecaj na vjerojatnost pobjede domace ekipe povecavaju¢i bezuvjetnu vjerojatnost s
0.451 na 0.76.

Mozemo i uociti kako je najvise domacih pobjeda doslo u utakmicama u kojima su oni
prvi dali pogodak. Izrazimo li to pomocu uvjetnih vjerojatnosti imamo:

P(F=1NI=1) 124/306 124

~ ~ — ~ (.898.
Pr=1 138/306 138

P(F=11=1)=

Vidimo kako to naravno nije jednako ranije ra¢unatoj vjerojatnosti pobjede domace ekipe
uz uvjet postizanja prvog pogotka:

P(I =1|F =1) ~ 0.76.

Vjerojatnost 0.898 odnosi se na ¢injenicu da u 89.8% utakmica u kojima su domacini pobi-
jedili ujedno su i postigli prvi gol, dok se 0.76 odnosi se na ¢injenicu da u 76% utakmica u
kojima domaéini prvi postignu gol, pobjeduje domaca ekipa.
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4 Procjena pouzdanim intervalima 1 usporedba ocekiva-
nja u NBA-u

U potrazi za nekim zaklju¢cima, svoje analize moramo temeljiti na dostupnim podacima
jer Cesto ne¢emo moci imati potpuni uvid u sve $to se moze dogoditi. Statisticke metode
pomazu nam onda da u takvim situacijama izvucemo Sto je vise moguce korisnih informacija
iz nekog skupa podataka.

Ukoliko znamo distribuciju neke veli¢ine mozemo ju iskoristiti u predvidanju buduéih
rezultata, za usporedivanje igraca, za unaprijedenje igre i sl. No, najcesée ne znamo distri-
buciju veé¢ koristimo dostupne podatke kako bismo nesto saznali o distribuciji. Koristenje
uzoraka za odredivanje svojstava osnovnih distribucija vjerojatnosti poznata je kao statis-
ticka procjena ili procjena.

4.1 Pouzdani interval za ocekivanje

Pretpostavimo kako promatramo jednu varijablu na n jedinki i podaci su zq,...z,. Model
za podatke bit ¢e ponavljanje eksperimenta, odnosno simulacija. Tu vidimo kako je mo-
guca pojava i karaktera slucajnosti. Podatak x koji smo pri tome dobili mjerenjem jedna
je realizacija neke slucajne varijable. S obzirom da smo iz te varijable prikupili n poda-
taka, oznacili smo ih s z1,...,z,. Pri tome je svaki x; jedna realizacija slucajne varijable
X;,i € {1,...,n} koja je distribuirana jednako kao sluc¢ajna varijabla X. Osim toga, pos-
tupak prikupljanja podataka mora biti takav da su mjerenja medusobno nezavisna. Prema
tome prirodno je izmjerene podatke 1, ..., z, smatrati jednom realizacijom od n slucajnih
varijabli Xy,..., X, koje imaju distribuciju kao X i medusobno su nezavisne. Takav mo-
del zovemo model jednostavnog slu¢ajnog uzorka iz distribucije koja je zadana slucajnom
varijablom X ([2]).

Definicija 14. Jednostavni slu¢ajni uzorak iz distribucije F' je sluc¢ajni vektor (Xi,..., X,)
takav da su sluc¢ajne varijable X, ..., X, nezavisne i sve imaju distribuciju F'.

Oblik funkcije distribucije F' ¢esto znamo ili pretpostavljamo do na neki nepoznati para-
metar 6 i oznacavamo s Fy i kazemo kako se radi o parametarskom statistickom modelu:

P:{FQ:HEG},

gdje je © C R¥ skup svih dozvoljenih vrijednosti parametara, odnosno prostor parametara.
Kako bismo procijenili distribuciju sluc¢ajne varijable X za koju su nam dani podaci

(x1,...,2,) koristimo odgovarajucéu karakteristiku podataka. Tako za procjenu ocekiva-
nja slucajne varijable X koristimo aritmeticku sredinu podataka (xi,...,z,); za procjenu
standardne devijacije od X, koristimo standardnu devijaciju uzorka (z1,...,z,) itd. Kada

radimo procjenu mozemo reéi kako ¢e neka veli¢ina biti blizu nekog broja, ali to nije dovoljno.
Moramo koristiti kvantitativhu mjeru koja ée nam reéi sto to¢no znad¢i blizu nekog broja.
Takva mjeru dat ¢e nam pouzdani interval.

Definicija 15. Nekajey € (0,1)1 (X3, ..., X, ) slucajni uzorak iz parametarskog statistickog
modela P = {Fy : § € © C R}. Ako postoje dvije statistike D = d(X3,...,X,) 1 G =
9(Xy,...,X,) sa svojstvima:

o d(zy,...,x,) < 9(X1,...,Xy) Y(z1,...,2,) € R(Xy,...,X,)
e P(D<HLG) >y, V€O
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onda kazemo da je [D, G| pouzdani interval.

Granice tog intervala bit ¢e slucajne varijable pa tako dobivamo sluc¢ajni interval. Ne
mozemo tvrditi da [d(xy,...,2,), g(x1,...,z,)] sadrzi parametar 6 s vjerojatnoscu 7y, nego
da ako na puno uzoraka izra¢unamo pouzdani interval, njih priblizno (100 - 7%) sadrzavat
¢e stvarni 6.

Za procjnu pouzdanim intervalom bit ¢e nam potrebna iduca definicija, kao i pojam
statisticke hipoteze koji nam je potreban u definiciji p-vrijednosti.

Definicija 16. Funkcija kvantila sluc¢ajne varijable X s funkcijom distribucije F' je funkcija
Q@ :(0,1) — R definirana s Q(p) = inf{x € R: F(z) > p}.

Statisticka hipoteza pretpostavka je o distribuciji populacije ¢iju istinitost zelimo utvrditi
testiranjem. Standardno ju oznacavamo s H, a testirati hipotezu znac¢i donijeti odluku
o tome hocemo li H odbaciti ili ne odbaciti. Zbog toga cesto govorimo o testiranju dviju
hipoteza u statistickom testu. Jednu od njih zovemo nul-hipoteza i oznacavamo s Hy, a drugu
alternativna hipoteza i oznacavamo s H;. Alternativna hipoteza je ona koju prihvaé¢amo u
sluéaju odbacivanja nul-hipoteze.

Definicija 17. p-vrijednost je vjerojatnost da test-statistika poprimi vrijednosti koje su uz
pretpostavke da je Hj istinita, manje ili jednako vjerojatne od opazene vrijednosti test-
statistike. To je najmanja razina znacajnosti uz koju bi odbacili Hy.

Za jednostavni slu¢ajni uzorak (Xi,...,X,) iz normalne distribucije s parametrima g
(o¢ekivanje) i o? (varijanca), pri ¢emu su g i 0® nepoznati, kazemo da ima Studentovu ili
t-razdiobu s n — 1 stupnjem slobode ukoliko varijancu ¢? procijenimo s varijancom uzorka
S2. Studentova distribucija oblika je:

Xn—
Sn

: \/H ~ Tn—la

pri ¢emu je S,, standardna devijacija uzorka.

Neka je (X1, . .., X,,) jednostavni slu¢ajni uzorak iz N (u, 0%) pri ¢emu su u i o

Vrijedi:

nepoznati.

Xp—p
Sn

f((Xl’aXn)uu’): '\/ENTn—l.

Zelimo pronadi tn—1~ takav da je

P(—tp 1y < f((X1, oo Xn)i p) Staciy) = P(—ta1y S Thor Stnoay) =7

Koristeéi prilozenu Sliku 8 ra¢unamo t,_q, kao: P(T,_1 < tp_1,) = Y4y =

tn—l,'y = QTn71 (1—5—7)

Rjesimo li o
Xn

_tn—l,'y < T_M : \/E < tn—l,'y
n

po p imamo sljedece:



fu—l.'- ( f!l—[,“.

Slika 8: Pronalaz t,_;  ([8])

< Sn ~ Sn

Xn - tn—l,’y : —TL S M S Xn +tn—1,'y ) ﬁ

Pouzdani interval za oc¢ekivanje normalno distribuirane populacije uz nepoznatu varijancu
onda je:

n

Xn — tn—l,’y ¥ %,Xn + tn—l,'y ) % % (**)

Procjenu pouzdanim intervalom koristimo kako bi iz uzorka procijenili nepoznatu vrijed-

nost populacije koja nas zanima. Kako bi procijenili o¢ekivanje koristit ¢emo za procjenu

pouzdanosti t-interval buduéi ¢emo imati populaciju ¢ija je standardna devijacija nepoznata.

Definicije u ovom dijelu preuzete su iz [8]. Obratimo li pozornost na faktor veli¢ine uzorka

n uocavamo kako ¢e s porastom veli¢ine uzorka vrijednost /n biti manja, a time i Sirina
pouzdanog intervala uza.

Primjer 10.

U bazi [17] nalaze se podaci o koSarkasima koji su nastupali u americkoj NBA ligi od 1996.
do 2019. godine. Izdvojit ¢emo momcad Golden State Warriorsa koja je u jednoj sezoni
koja se igrala tijekom 2018. i 2019. godine igrala finale. Pouzdanim intevalom procijenit
¢emo ocekivanje uspjesnih napadackih i obrambenih skokova igraca te ekipe (u koSarci se to
naziva rebound). Te sezone ekipu je ¢nilo 17 igraca. Buduéi ne znamo varijancu tog uzorka
procijenit ¢emo ju varijancom uzorka. Takoder kako bi provjerili dolazi li uzorak iz normalne
distribucije koristili smo Shapiro - Wilk test o normalnosti. U nul-hipotezi pretpostavljamo
kako uzorak dolazi iz normalne distribucije, dok u alternativnoj hipotezi pretpostavljamo
da ne dolazi iz normalne distribucije. Ué¢inimo li test, na razini znacajnosti od a = 0.05
dobivena p-vrijednost iznosi 0.6355 sto je vec¢e od « i nemamo razloga sumnjati u istinitost
nul-hipoteze. Podaci koji su nam potrebni za izrac¢un pouzdanog intervala za ocekivanje:

e aritmeticka sredina uzorka T = 3.876471
e uzoracka standardna devijacija § = 2.116757
e 0.95-kvantil ¢-distribucije sa 16 stupnjeva slobode iznosi 1.745884.

Uvrstimo to sada u formulu (xx) za t-interval dobijemo:

3.876471 — 1.745884 - 2110707 3 e76471 1 1745884 - 2110707
V17

= [2.980471,4.772471].
V17
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4.2 Usporedba oc¢ekivanja

Analiziramo li obiljezje koje nas zanima posebno za svaki od dva dana nezavisna uzorka, cilj
nam je utvrditi postoje li razlike u distribuciji obiljezja tih dvaju uzoraka. Postupak kojim

to utvrdujemo naziva se testiranje statistickih hipoteza. S obzirom da ne znamo stvarnu
distribuciju promatranog obiljezja, o njoj zakljucujemo na osnovi prikupljenih podataka.

U tu ¢emo svrhu usporediti empirijske distribucije obiljezja u svakom od uzoraka, kao i
procijenjene vrijednosti parametara.

Neka je (Xi1, ..., X1n, ) jednostavni slu¢ajni uzorak iz sluc¢ajne varijable Xy, a (Xo1, . .., Xon,)

jednostavni sluc¢ajni uzorak iz slucajne varijable Xs. Ukoliko vrijede pretpostavke:

o Xy~ N(:ulao-l) 1 X o N(M%Ug)
o 0% = o}

postupak testiranja jednakosti oc¢ekivanja slu¢ajnih varijabli X7 i X5 mozemo provesti i za
male uzorke (veli¢ine uzorka manje od 30). ([2])

Kako bi mogli primijeniti taj test vazno je ispuniti pretpostavke o jednakosti varijanci
varijabli u uzorcima koje promatramo. Budué¢i da nam stvarne uglavnom nisu poznate,
korisno je prije primjene ovog testa testirati hipotezu o jednakosti varijanci. U tu svrhu
mozemo koristiti tzv. F-test o jednakosti varijanci.

Nul hipoteza: Hy : 0} = o5

g2
Test statistika: V' = -+
55
Ovdje su s3, i 52, procjene varijanci o7 i 03 koje izra¢unamo iz uzorka. Ako je nul-hipoteza
istinita, ocekujemo da je na temelju podataka izracunata vrijednost za V' (oznacit ¢emo je s
) bliska 1. Oznac¢imo s V sludajnu varijablu koja ima F' distribuciju® s (n; — 1) i (ny — 1)
stupnjeva slobode. Nul-hipotezu odbacujemo ako za izracunatu vrijednost ¢ vrijedi jedna
od sljedec¢ih nejednakosti:
@Scl ili QA)ZCQ,

gdje su ¢ i c; pozitivni realni brojevi takvi da je P(V < ¢;) = P(V > ¢) = 5, gdje je a
nivo znacajnosti testa.
Brojeve ¢; i ¢y odredujemo statistickim programom pri ¢emu je kljucno za distribuciju oda-
brati F distribuciju sa stupnjevima slobode (ny — 1) i (n2 —1). Ako je 0 < ¢; ili v > ¢2 na
razini znacajnosti a odbacujemo nul- hipotezu Hy i prihvacamo alternativnu hipotezu o pos-
tojanju razlike medu varijancama o? i 03. Ako je 0 € (¢, ¢3), nemamo dovoljno argumenata
kako bi odbacili hipotezu o jednakosti varijanci.

Kada je provjerena zadovoljenost uvjeta jednakosti varijanci mozemo prije¢i na test.
Postupak testiranja provodi se na sljedec¢i nacin:
Nul hipoteza:

Hy: py = po

Test statistika:

X, (g — 1) «&, +lmg—Tj=5,
/L_i_L ny+ng —2 ’

2Fisherova distribucija s parametrima ny,ns € N kao stupnjevima slobode, oznaka X ~ F(ni,ns)
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gdje su n; i ny veli¢ine uzoraka, a 37211 1 522 uzoracke varijance te X, 1 X, aritmeticke sredine

tih uzoraka. Ako je nul-hipoteza istinita, test-statistika 7" ima Studentovu t-distribuciju
(ny + ng — 2) stupnjeva slobode.

Ako je nul-hipoteza istinita, o¢ekujemo da je na temelju podataka izracunata vrijednost
za T" blizu 0, a vjerojatnost da se T" realizira u intervalu dalekom od nule, koja nam treba
za odredivanje p-vrijednosti, ra¢unamo na temelju ¢-distribucije s (ny + ny — 2) stupnjeva
slobode. Oznac¢imo li s T slu¢ajnu varijablu koja ima ¢-distribuciju s (ny + ny — 2) stupnja
slobode, imamo:

e p= P(T >T") ako je alternativna hipoteza oblika Hy : pi3 — po > 0

e p = P(T <T") ako je alternativna hipoteza oblika H; : pi; — pe < 0.

[zra¢unatu p-vrijednost usporedujemo s razinom znacajnosti . U slucaju p < «, odbacujemo
nul-hipotezu na nivou znacajnostia i prihvacamo alternativnu hipotezu H;. Ako je p > a,
zakljuéujemo da nemamo dovoljno argumenata kako bi odbacili nul-hipotezu. Teorijski dio
preuzet je iz [2].

Interes za rangiranje i razna usporedivanja u sportu su mozda najveéi. Cijela svrha
profesionalnog sporta je rangiranje natjecatelja. Zato ¢emo u idu¢em primjeru usporediti
dvije americke koSarkaske ekipe i pogledati u kolikoj se mjeri razlikuju procjene njihovih
uspjeha na podrucju postignutih koseva njihovih igraca.

Primjer 11.

Analiticke metode Cesto se koriste za usporedbu igraca ili momcadi. U tu svrhu uzet ¢emo
bazu [17]. Izdvojit ¢emo dvije momcadi istoénog dijela lige koje su u jednoj sezoni koja se
igrala tijekom 2017. i 2018. godine osvojili regularni dio sezone, odnosno izgubili finale na
istoku, Toronto Raptorse i Boston Celticse i promatrati prosjecan uc¢inak postignutih koseva
igraca tih ekipa u navedenoj sezoni. Izra¢unamo li prosjecan uc¢inak postignutih koseva igraca
obe ekipe dobijemo sljedec¢i broj prosje¢no postignutih koseva koji su prikazani u Tablici 17.

T Ekpa | % |
Toronto Raptors | 8.05625
Boston Celtics | 7.863158

Tablica 17: Prosjecan ucinak igra¢a navedenih ekipa

Prema tim podacima ekipa, oduzmemo li te aritmeticke sredine igrac¢i Toronta imaju za
0.193 veci prosjek postignutih koseva.

Ipak, to nije dovoljno za zakljuciti kako je ekipa Toronto Raptorsa bila ucinkovitija te
sezone. Rezultat moze biti ¢injenica razli¢ito postignutih broja pogodaka u nekim dijelovima
sezone i ukoliko pratimo nekoliko sezona moguce je da Boston Celticsi imaju veéi prosjek.
Kako bi rijesili taj problem trebamo provjeriti postoji li na razini znacajnosti znac¢ajnosti od
a = 0.05 razlika u ocekivanjima postignutih koseva igraca pojedinih ekipa.

U Tablici 18 nalaze se podaci o standardnoj devijaciji uzorka postignutih koSeva igraca s
pojedine ekipe i veli¢ina svakog uzorka.

Zelimo 1i iskoristiti t-test za utvrdivanje postojanja moguce razlike u ocekivanjima u
ocekivanjima postignutih koSeva igraca pojedinih ekipa, prvo trebamo provjeriti vrijede li
potrebne pretpostavke o distibuciji slu¢ajnih varijabli i jednakosti varijanci.
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‘ Ekipa ‘ 5 ‘ n ‘
Toronto Raptors | 5.822711 | 16
Boston Celtics | 6.255416 | 19

Tablica 18: Standardna devijacija i broj igraca pojedine ekipe

Neka je nul-hipoteza da su varijance igraca pojedine ekipe jednake: o2 = o2, gdje je

o? varijanca postignutih koSeva igraca Toronta, a o2 varijanca postignutih koseva igraca
Celticsa. Alternativna hipoteza pretpostavlja da postoje razlike u varijancama tih uzoraka.
Ako je nul-hipoteza istinita, test-statistika V’ ima F' distribuciju s (ny —1) i (ng — 1) stupnja
slobode. Uzorak igrac¢a Toronta ¢ini ny; = 16 igraca, a Celticsa ny = 19 igraca.

Buduéi su nam veli¢ine oba uzorka manja od 30 te kako bi ispunili ostale uvjete provodenja
t-testa, provjerimo najprije F-testom vrijede li pretpostavke o jednakosti varijanci na razini
znacajnosti od o = 0.05.

Neka je V' ~ F(16,18). Kako bi provjerili postoji li moguénost odbacivanja nul-hipoteze
trebamo odrediti brojeve ¢; i ¢; takve da P(V < ¢;) = P(V > ¢3) = 5. Na slici 9 vidimo
trazeno podrucdje.

f(=)

Slika 9: P(V < ¢1) + P(V > ) = a (|3])

Iskoristimo li ra¢unalni program, dobijemo kako je ¢; = 0.36, a c; = 2.67. Izrac¢unamo li
koliki je omjer varijanci nasih uzoraka dobijemo:

s 5.822711% -
s3  6.2554162 ’

Sto se nalazi u intervalu (¢, ¢2) pa nemamo dovoljno dokaza kako bi odbacili hipotezu Hy o
jednakosti varijanci.

Takoder, kako bi utvrdili dolaze li naSi uzorci iz normalne distribucije koristit ¢emo
Shapiro-Wilk test o normalnosti. Nul-hipoteze pretpostavit ¢emo kako oba uzorka dolaze
iz normalne distribucije, a alternativne hipoteze pretpostavit ¢e kako uzorci ne dolaze iz
normalne distribucije. Izra¢unamo li p-vrijednosti pojedinog uzorka, dobijemo kako je p-
vrijednost za promatrani uzorak ekipe Toronta 0.07531 sto je vece od razine znacajnosti
a = 0.05, kao i p-vrijednost ekipe Celticsa od 0.06663 pa nemamo dovoljno dokaza kako bi
odbacili nul-hipotezu o normalnosti distribucije.

Konaé¢no upotrijebimo sada t-test kako bi utvrdili je li na razini znacajnosti od o = 0.05
oc¢ekivanje postignutih koseva prve ekipe veée od oc¢ekivanja postignutih koseva druge ekipe

(p1 > p2).
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Nul hipoteza:
Hy: = po

Kao alternativnu hipotezu uzmimo:
Hy:py —po >0,

buduéi je procjena ocekivanja postignutih koSeva igraca Toronta nesto veca od procjene
oc¢ekivanja postignutih koseva ekipe Celticsa. Testom utvrdimo kako je p-vrijednost iznosi
0.4627 sto je veée od a = 0.05 te nemamo dovoljno dokaza kako bi odbacili nul-hipotezu o
jednakosti o¢ekivanja postignutih koseva igraca navedenih ekipa.

Iskoristit ¢emo formulu (xx) i procijeniti ¢emo pouzdani interval za o¢ekivanje postignutih
koSeva svake od ekipa. U bazi [17] koju koristimo za navedene sezone, ukupan broj zapisa
o postignutim pogodcima za ekipu Toronta je 16, a za ekipu Celticsa 18. Izracunamo li
0.95-kvantil t-distribucije za svaku od ekipa, za ekipu Toronta sa stupnjem slobode 15, a za
Celticse 18, dobijemo 1.75305, odnosno 1.734064.

Pouzdani interval za oc¢ekivanje koseva ekipe Toronta onda je:

5.822711 5.822711
—] = [5.50435,10.60815],

{8.05625 — 1.75305 - — 8.05625 + 1.75305 -

dok je za ekipu Celticsa:

6.255416 6.255416

7.863158 — 1.734064 - ,7.863158 + 1.734064 -
{ V19 V19

} = [6.374618,10.8517].

Kako bi procijenili pouzdani interval mozemo pristupiti i hipotetskom ponavljanju nekog
eksperimenta koriste¢i racunalnu simulaciju. U idu¢em primjeru, koristeé¢i podatke o kosar-
kasu Stephenu Curryju dostupnim na [19] napravili smo vlasiti program u R-u koji ¢e na
osnovu podataka o postignutim kosevima na utakmicama doigravanja americke NBA lige u
sezoni 2018/2019 simulirati broj koSeva u ovisnosti o broju sezona, pratiti promjenu prosjec-
nog broja pogodaka i utvrditi kako se s porastom broja simulacija mijenja Sirina pouzdanog
intervala. Pogledajmo to na sljede¢em primjeru.

Primjer 12.

U sezoni NBA 2018/2019 Steph Curry odigrao je 63 utakmice prije doigravanja i to s pro-
sje¢nim brojem 27.19048 koSa po utamici.

Neka je u vektoru (z1,...,xs3) spremljen broj koSeva na svakoj utakmici. Kako bi si-
mulirali novu sezonu, moramo simulirati koseve na svih 63 odigrane utakmice. Kada to
napravimo mozemo izrac¢unati prosjecan broj koseva za tako simuliranu sezonu. Ukoliko to
napravimo nekoliko puta dobit ¢emo simulirane prosjeke (Z1,Zs,...,Tx), gdje N oznacava
broj simuliranih sezona. Varijacije u tako simuliranim prosjecima dat ¢e nam podatke o
varijabilnosti Curryjeva prosjecnog ué¢inka na utakmici. Sirinu pouzdanog intervala, buduéi
imamo nepoznatu varijancu i vie od 30 uzoraka racunat ¢emo po formuli (xx), gdje je §
standardna devijacija uzorka simuliranih prosjeka (71, %2, ...,Zn).

U¢init ¢emo simulaciju iz empirijske distribucije koristeci stvarne rezultate. Izmedu njih
na slucajan na¢in odabrat ¢emo jednu vrijednost kosa koja ¢e onda predstavljati broj koseva
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koSevi(x;) |5 7 14 17 18 19 20 23 24 25 27 28 29 30 31 32 35 36 37 41 42 48 51
fi 2 4 4 2 2 5 8 2 6 & 1L 8 1 8 1 3 1 2 4 2 3 1 1
prosjek 25.53968

Tablica 19: Broj koseva u simuliranoj sezoni

u prvoj utakmici simulirane sezone. To uc¢inimo sve dok nemamo svih 63 vrijednosti za cijelu
sezonu doigravanja.
Nakon $to smo jednom simulirali sezonu prikazimo u tablici koSeve, njihove frekvencije i
aritmeticku sredinu.

Izra¢unamo li standardnu devijaciju uzorka prosje¢nog broja koSeva u odigranoj sezoni
1 u simuliranom eksperimentu dobijemo kako je s = 10.53539. Za veli¢inu uzorka 63 i
pouzdanoséu 95% t- vrijednost iznosi 1.669804. T-interval onda iznosi:

10. i
25.53068 — 1.669804 - - 2923 95 53068 1 1.660804 - 122203
V63

V63

odnosno
[23.32328, 25.75608].

Mozemo se pitati zasto koristiti procjenu samo jedne sezone? Procjena pogreske bit ée
manja simuliranjem viSe sezona jer ¢e se raditi o ve¢em uzorku.

‘ N ‘ 5 | min ‘ donji kvartil ‘ medijan ’ gornji kvartil \ max | prosjek [ t-interval |
30 | 0.8286073 | 25.65079 | 26.65079 | 27.07143 27.84127 28.95238 | 27.11746 | (26.81505, 27.41987)
40 | 1.054693 | 25.14286 | 26.34127 | 27.26984 27.71429 29.96825 | 27.22143 | (26.88807,27.55478)
50 | 1.153168 | 24.65079 | 25.92063 26.833 27.85714 29.14286 | 26.88667 | (26.56066, 27.21267)

Tablica 20: Izrac¢un za simuliranih sezona

U Tablici 4.2 prikazali smo rezultate simuliranja sezona za razli¢ite vrijednosti broja N. Npr.
za N = 30 simulirali smo 30 takvih sezona, pri ¢emu smo za svako od njih simulirali broj
koSeva na svakoj utakmici. Za svaku simuliranu sezonu izra¢unali smo aritmeti¢ku sredinu
postignutih koSeva i potom izra¢unali prosje¢an broj koseva svih N simuliranih sezona. Uz
to pri svakoj smo simulaciji ra¢unali minimum, donji kvartil®, medijan, gornji kvartil* i
maksimum te t-interval. Tako smo za svaku navedenu vrijednost N ponovili simulaciju.
Mozemo uociti kako se veé¢ za 30 simulacija pouzdani interval suzio.

3Podatak za koji vrijedi kako je barem 25% podataka veée ili jednako tom broju
4Podatak za koji vrijedi kako je barem 75% podataka veée ili jednako tom broju
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5 Ovisi li uspjeh Novaka Dokoviéa o teniskoj podlozi

Cesto je glavni cilj raznih analiza utvrdivanje odnosa izmedu pojedinih varijabli. U ovom
¢emo poglavlju prikazati test o nezavisnosti poznat kao x? test o nezavisnosti kako bi utvrdili
postoji li razlika u uspjesnosti tenisaca Novaka DPokovi¢a na betonskoj podlozi i ostalim
podlogama.

Neka je (X1,Y1),...,(Xn, Yy) dvodimenzionalni jednostavni slucajni uzorak iz diskret-
nog slu¢ajnog vektora (X,Y). Zelimo li provjeriti postoji li zavisnost izmedu ta dva slucajna
vektora promatramo njihova 2 obiljezja na N jedinki. Distribucija takvog slucajnog vektora
s kona¢nog slikom dana je s

X\Y Y1 Yo e Yn
1 | p(T1, 1) P(T1,42) 0 P(T1,Yn) | Pay
4%, P(fﬂm y1) P(UC% 2/2) T P($2> yn)
Tm p<mmay1> p(xm/yZ) T p(wm7yn> Pz,
Py, Py, e Py, 1

Tablica 21: Distribucija slucajnog vektora (X,Y") ([2])

gdiejepij = P(X =2,Y =4;), po, =P(X =) ip, =P(Y =y;) i=1,....m j=
R 3

Buduéi ¢emo test raditi na osnovu podataka trazene vjerojatnosti procijenit ¢emo zajed-
nickom tablicom relativnih frekvencija (Tablica 11).

1

Slucajne varijable X i Y su nezavisne ako je P(X = z;,Y =vy;) = P(X = z;) - P(Y = y,)
ili p;j = pe, - py,- Buduéi ¢emo procjenjivati vjerojatnosti ako su X i ¥ nezavisne ocekujemo
ﬁij = ﬁxz ’ pyjavlia j

Zelimo li dakle vrsiti testiranje uzet ¢emo sljedece hipoteze:

Nul-hipoteza:
Pij = Pz, * Py,

Alternativna hipoteza:
die{l,...,m} i je{l,...,n} takav da je pi; 7 Ps; - Dy

Test statistika koju pri tome koristimo je:

D=3 5 Y= B By

N ﬁxl 'ﬁyj

i=1 j=1

gdje je f;; opazena frekvencija para (z;,y;), a Py, procijenjena relativna frekvencija od z;, a
Py, procijenjena relativna frekvencija od y;. Za to testiranje koristimo x? test o nezavisnosti
buduéi u uvjetima nul-hipoteze D,,, asimptotski ima X%n—l)(m—l)‘
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Slika 10: Udio BPokovi¢evih pobjeda na tvrdoj podlozi ([22])

Na Slici 10 vidimo kako je Novak Dokovié s dolaskom na ATP Tour®, osim $to je brzo
napredovao, postizao jako dobre rezultate na tvrdoj podlozi. I danas ga smatraju najkvali-
tetnijim igracem na toj podlozi. Od svojih 17 Grand Slam® naslova, ¢ak 11 ih je osvojio na
tvrdoj podlozi (betonu). Na Australian Openu nastupio je 16 puta, a od toga ga je cak 8
puta osvojio, opet na tvrdoj podlozi. Motivacija nam je to u sljede¢em primjeru provjeriti
je li postojala neka povezanost u terenima na kojima je nastupao s naglaskom na usporedbu
tvrde podloge (betona) i ostalih podloga.

Primjer 13.

U bazi podataka [13] nalaze se podaci o svim zabiljezenim teniskim meevima od 1968. do
pocetka 2019. godine. Izdvojit ¢emo za pocetak u Tablici 22 rezultate Novaka Pokovic¢a od
prvog turnira u Umagu 2004. godine sve do 2019. kategorizirano po podlozi na kojoj je igrao.

Tepih Zemlja Trava Beton | Ukupno

Pobjeda 9 203 88 557 857
Poraz 4 52 18 103 LTT

Ukupno | 13 255 106 660 1034

Tablica 22: Teniski mecevi Novaka Dokoviéa

Vidimo kako je najvise meceva odigrao upravo na betonu, njih ¢ak 660 od 1034, a pri
tome ostvario ¢ak 557 pobjeda. Pogledamo 1i u Tablici 23 udjele pobjeda na pojedinim
terenima vidimo kako na betonu ima najbolji udio od 0.844, ali jednako tako dobar i na
travi, no i opcenito. Zbog toga mozemo ispitati postoji li povezanost izmedu meceva na
betonu i uspjeha.

Sengl. The Association of Tennis Professionals, glavno je tijelo profesionalnog muskog tenisa koje orga-
nizira turnire i natjecanja.

6Grand Slam turniri u teniskom svijetu naziv su za 4 najprestiznija turnira u godini, Australian Open,
French Open (popularnije Roland-Garros), US Open i Wimbledon
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‘Tepih Zemlja Trava Beton ‘ Ukupno
Pobjeda | 0.69  0.796 0.83 0.844 | 0.829

Tablica 23: Udjeli pobjeda na pojedinoj podlozi

U kvalitativnoj varijabli surface u bazi [13] koju koristimo smjesteni su podaci o podlozi
svakog meca koji je tenisa¢ odigrao, izgubio on ili pobijedio. Izdvojili smo 1034 meca Novaka
Dokovica i iskoristit ¢emo frekvencije pojedinog terena i kategorizirati ih u 2 varijable u
ovisnosti o broju pobjeda i poraza. Neka slu¢ajna varijabla X prati pobjedu ili poraz u
nekom mecu, a sluéajna varijabla Y prati podlogu, odnosno je li me¢ odigran na betonu ili
na drugoj podlozi. Prikaz zajednickih frekvencija dan je u Tablici 24. Distribuciju sluc¢ajnog

X\Y H Beton ‘ Ostalo H Ukupno

Pobjeda 557 300 857
Poraz 103 74 177

Ukupno | 660 | 374 | 1034

Tablica 24: Zajednicka tablica frekvencija slu¢ajnog vektora (X,Y)

vektora procijenit ¢emo relativnim frekvencijama pojedinog dogadaja.

X\Y H Beton ‘ Ostalo H

Pobjeda || 557/1034 | 300/1034 || 857/1034
Poraz || 103/1034 | 74/1034 | 177/1034

| 660/1034 | 374/1034 [ 1

Tablica 25: Zajednicka tablica relativnih frekvencija sluc¢ajnog vektora (X,Y)

Zelimo sada provesti y2-test kako bi provjerili postoji li moguénost odbacivanja nul-
hipoteze o nezavisnosti sluc¢ajnih varijabli X i Y. Mi promatramo dakle, 2 obiljezja, uspjeh
i vrstu podloge na N jedinki, odnosno N = 1034 odigrana meca.

Nul-hipoteza:

Pij = Pz; 'pyja Z?] = 172

Alternativna hipoteza:
i € {1,2} i j € {1,2} takav da je pij 7# Du; - Dy,

[zra¢unata p-vrijednost iznosi 0.08641 sto je vece od razine znacajnosti a = 0.05 koju
trazimo. Dakle, nemamo dovoljno dokaza kako bi opovrgnuli nezavisnost uspjeha Novaka
Dokovica o podlozi na kojoj igra.

Pogledamo takoder i broj Pokovi¢evih osvojenih i izgubljenih poena nakon vlastitog prvog
servisa na betonu i na ostalim podlogama koje smo izdvojili iz [23|. Prikaz frekvencija dan
je u Tablici 26. Neka sluc¢ajna varijabla X modelira uspjesnost pojedinog gema, je li poen
osvojen ili izgubljen nakon Pokovi¢eva prvog servisa, a slu¢ajna varijabla Y prati podlogu
na kojoj je servirao. Ukupan broj sevisa jest N = 12941.
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X\Y H Beton ‘ Ostalo H Ukupno

Osvojen poen || 6811 | 2741 9552
Izgubljen poen | 2290 | 1099 3389

Ukupno || 9101 | 3840 | 12941

Tablica 26: Zajednicka tablica frekvencija poena na prvi servis i podloge

Procijenimo li distribuciju tog sluc¢ajnog vektora relativnim frekvencijama imamo sljedec¢u
tablicu zajednickih relativnih frekvencija.

X XY H Beton ‘ Ostalo H Ukupno

Osvojen poen || 0.526 | 0.212 0.738
Izgubljen poen || 0.177 | 0.085 0.262

Ukupno [ 0.703 | 0.297 | 1

Tablica 27: Zajednic¢ka tablica relativnih frekvencija sluc¢ajnog vektora (X,Y)

Uz jednake hipoteze kao u prethodnom slucaju, izvrsimo li x? test o nezavisnosti iskori-
Stavajuci dane zajednicke frekvencije i relativne frekvencije dobijemo p-vrijednost 0.0000437
Sto je manje od a = 0.05 te mozemo odbaciti nul-hipotezu o nezavisnosti i prihvatiti alterna-
tivnu hipotezu kako na razini znacajnosti od a = 0.05 postoji zavisnost izmedu poena koje
je Novak Dokovié odservirao i podloge na kojoj je igrao.
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6 Korelacija

Koeficijent korelacije jedna je numericka karakteristika dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora
koja moze posluziti za analizu zavisnosti medu njegovim komponentama.

Definicija 18. Neka je (X,Y) dvodimenzionalni sluc¢ajni vektor u kojem svaka komponenta
slu¢ajnog vektora ima varijancu. Koeficijent korelacije slu¢ajnog vektora jest broj definiran
izrazom:

_ B(X - p)(Y —v)
Pxy = )
Ox Oy

u=EX, v=FEY, ox=«VarX, oy =vVarY.

Kako bi mogli u¢inkovito koristiti koeficijent korelacije potrebno je razumijeti njegova
svojstva.

gdje su

e pxy € [-1,1]

e ako su X 1Y nezavisne slucajne varijable tada je pxy =0
o Y =aX +b,a>0 akoisamo ako pxy =1

e Y =0aX +b,a <0 akoisamo ako pxy = —1

Posljednja dva svojstva ukazuju na to da ukoliko je pxy = 11ili pxy = 1 znamo da su X i
Y povezani linearnom vezom ([2]). Takoder, ukoliko za koeficijent korelacije dvije sluc¢ajne
varijable vrijedi kako je njihov koeficijent korelacije 0, kazemo da su one nekorelirane.

Za procjenu koeficijenta korelacije mozemo koristiti nekoliko procjenitelja. Za pocetak
objasnimo Pearsonov korelacijski koeficijent. Ako su (z1,41),. .., (Zn, ys) parovi nezavisnih
realizacija slu¢ajnog vektora (X,Y’), onda Pearsonov korelacijski koeficijent ra¢una kao

(m—a:n Yi — Un)

BB

Da bismo koristenjem procjene koeficijenta korelacije potvrdili zavisnost slucajnih varija-
bli, potrebno je odbaciti nul-hipotezu u kojoj pretpostavljamo da su X i Y nezavisne slucajne
varijable, odnosno koeficijent korelacije je jednak 0. U svrhu toga sluzi nam test koji pret-
postavlja normalnost distribucije sluc¢ajnog vektora (X,Y), a koristi Pearsonov korelacijski
koeficijent. Kako bi testirali navedenu nul-hipotezu vrijednost test-statistike rac¢unamo po
formuli:

M=

Ako je nul-hipoteza istinita, statistika kojoj smo tako izrac¢unali realizaciju ima Studen-
tovu distribuciju s (n — 1) stupnjeva slobode. Oznac¢imo li s T slu¢ajnu varijablu koja ima
Studentovu distribuciju s (n — 1) stupnjeva slobode, pripadnu p-vrijednost ra¢unamo kao:

e p = P(T >t) ako je alternativna hipoteza oblika H; : pxy >0

e p = P(T <t) ako je alternativna hipoteza oblika H; : pxy < 0.
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Formule za Pearsonov korelacijski koeficijent, test statistiku i hipoteze preuzete su iz [2].

[zracunatu p-vrijednost usporedujemo s odabranom razinom znacajnosti a. Ukoliko je
p < «a odbacujemo nul-hipotezu i prihva¢amo alternativnu hipotezu i mozemo reéi da su
slucéajne varijable X i Y zavisne. Ukoliko je p > a ne odbacujemo nul-hipotezu jer nemamo
dovoljno dokaza kojima bi ju opovrgnuli da su X i Y nezavisne slucajne varijable.

Za razliku od Pearsonovog koeficijenta korelacije, Spearmanov koeficijent korelacije (pg)
mjeri koreliranost dviju slucajnih varijabli X i Y obzirom na uredaj, odnosno stupanj mo-
notonosti X 1Y, a ne linearnosti ([11]). Vrijede sljedec¢a svojstva Spearmanovog koeficijenta
korelacije:

e ps €[-1,1]

e ps =0 = ne postoji monotona veza izmedu X i Y
® ps >0 = veza izmedu X i Y je rastuca

e ps <0 = veza izmedu X iY je padajuca.

Neka je (z1,v1),- .., (Tn, yn) realizacija jednostavnog slucajnog uzorka iz slu¢ajnog vek-
tora (X, Y'). Spearmanov koeficijent temelji se na rangovima podataka, a rang nekog podatka
je njegov redni broj u sortiranom nizu podataka. Oznacimo li s r,, rang podatka x; u sor-
tiranom nizu podataka (z1,...,2,), a s ry, rang podatka y; u sortiranom nizu podataka
(Y1, -+, Yn), ps MoZemo procijeniti s:

Kako bi testirali nul-hipotezu pg = 0 kojom pretpostavljamo kako ne postoji monotona veza
mozemo koristiti pristup temeljen na egzaktnoj distribuciji od pg = 0 u nul-hipotezi ukoliko
medu podacima (z1,...,2,) 1 (Y1,...,Yn) ne postoje jednaki. Ukoliko to nije ispunjeno,
koristimo asimptotski test za koji je realizacija test statistike dana s

Sto odgovara strukturi test statistike kod Pearsonovog koeficijenta korelacije [6].

Distribucija test statistike u uvjetima istinitosti nul-hipoteze moze se aproksimirati Stu-
dentovom distribucijom s n—2 stupnja slobode. Alternativna hipoteza moze biti jednostrana,
ukoliko odbacivanjem nul-hipoteze Zelimo potvrditi monotono rastuc¢u zavisnost dviju slu-
¢ajnih varijabli (H; = pg > 0) ili monotono padajuéu zavisnost (H; = pg < 0), a moze biti
i dvostrana, tj. pg # 0 ukoliko nas samo zanima postojanje monotone veze.

Primjer 14.

U bazi [15] nalaze se podaci o igra¢ima engleske Premier lige u sezoni 2017/2018 koju smo
opisali poblize u Primjeru 4. Izdvojili smo 2 uzorka igraca ekipe Chelseaja. Jedan od njih
sadrzi podatke o trzisnoj vrijednosti igraca (varijabla market wvalue), a drugi sadrzi broj
fpl bodova pojedinog igraca (varijabla fpl_wvalue). Pojasnimo kako fpl bodovi predstavljaju
akumulirani broj bodova kojeg igra¢ ima u online igrici Fantasy Premier Leage, a bodove
dobija ovisno o svom uc¢inku na pojedinoj utakmici te broju odigranih minuta. Mjerama
asocijacije zelimo provjeriti postoji li i kakva zavisnost izmedu ta dva uzorka.
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Slika 11: Dijagram podataka uzorka igraca Chelseaja

U tu svrhu pogledajmo prvo graf na Slici 11 koji prikazuje podatke koje promatramo.
Vidimo kako postoji naznaka neke veze, ali to tek trebamo utvrditi.

Kako bi mogli iskoristiti korelacijski test, prvo trebamo provjeriti dolaze li nasi uzorci
iz normalne distribucije. U tu svrhu koristimo Shapiro-Wilk test normalnosti. Kao nul-
hipotezu pretpostavimo da uzorak u kojem se nalaze trzisne vrijednosti igraca dolazi iz
normalne distribucije, a u alternativnoj hipotezi pretpostavimo kako uzorak nema normalnu
distribuciju. Uc¢inimo li test na razini znacajnosti od o = 0.05 dobijemo kako p-vrijednost
iznosi 0.3229 sto je vece od « i nemamo razloga sumnjati u normalnost distribucije. Iskoris-
timo li jednaku nul-hipotezu i alternativnu hipotezu za uzorak FPL bodova i izvr§imo test
na jednakoj razini znacajnosti dobijemo p-vrijednost od 0.154 §to je veée od a pa takoder
nemamo razloga sumnjati u normalnost ove distribucije.

Iskoristimo sada Pearsonov korelacijski test

HO s P= 0

H1 i P> 0

[zvr§imo i test na razini znacajnosti od a = 0.05 za p-vrijednost dobijemo 0.0009428 sto je

manje od 0.05 te stoga odbacujemo nul-hipotezu i prihva¢amo alternativnu hipotezu. Za

trzisnu vrijednost igra¢a Chelseaja i broj njihovih FPL bodova postoji pozitivna korelacija.
Takoder, pogledat ¢emo mozemo li takoder nesto saznati o monotonosti njihove zavis-

nosti. U tu svrhu iskoristit ¢emo Spearmanov korelacijski test i testirati hipoteze na razini
znacajnosti od a = 0.05.

H()I ps:()
H; : p5>0

Dobijena p-vrijednost iznosi 0.002603 sto je manje od « te stoga mozemo odbaciti nul-
hipotezu i prihvatiti alternativnu hipotezu o postojanju monotono rastuce veze izmedu tr-
zisne vrijednosti igraca i njihovih FPL bodova. To bi znacilo ujedno da s porastom trzisne
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cijene igraca raste i broj bodova i obratno, s porastom broja bodova raste i trzisna cijena.
To nam moze pomod¢i ukoliko zelimo zaigrati igricu, a mozda nismo toliko upuéeni u igrace,
da u moguéem odabiru uzmemo skupljeg igraca koji bi nam mogao donijeti ve¢u dobit u
igrici.
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Sazetak

Cesto se svakodnevno susreéemo s raznim podacima i informacijama. Statistika i razni sta-
tisticki alati, poput tablica frekvencije, relativne frekvencije, dijagrama i grafova, omogucuju
nam bolji i pregledniji uvid u saznanja o tim podacima. Na podru¢ju sporta postoje razne
primjene koje olakSavaju rad pojedinih ekipa, prati se napredak ekipa, vrsi se usporedba i
analiza kako bi se u skladu s tim vrsila rangiranja ili donosili zakljucci o uvjetima koji utjecu
na pojedini uspjeh ekipa. Buduéi najc¢esée radimo s empirijskim vrijednostima, ne mozemo
dobiti potpun uvid u razne veli¢ine koje nas zanimaju, ali mozemo vrsiti razli¢ite procjene
koje nam mogu koristiti u istrazivanju koje vrsimo. Koristeéi razli¢ite hipoteze i testira-
nja na podacima na odredenoj razini znacajnosti mozemo dobiti zakljucke o promatranim
vrijednostima, odnosima medu varijablama i drugim veli¢inama.

Kljuéne rijeci: statistika, frekvencija, procjena, pouzdani interval, uvjetna vjerojatnost,
testiranje hipoteza, korelacija
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Some applications of statistics in sports

In everyday life, we often encounter various data and information. Statistics and various
statistical tools, such as frequency tables, relative frequencies, diagrams, and graphs, give
us a better understanding and clearer insight into this data. In sports, there are various
applications of statistics that facilitate a particular team’s work, track the team’s progress,
do comparisons and analysis in order to make rankings, or draw conclusions about the
conditions that affect the team’s success. Since we often work with empirical values, we
can’t get a complete insight into various values that interest us but we can use estimations
that can help us in the research. Using various hypotheses and testing on data at a certain
level of significance, we can draw conclusions about the observed values, relations between
variables and other values.

Keywords: statistics, frequency, estimation, confidence interval, conditional probability,
hypothesis testing, correlation
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