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Sazetak: U ovom é¢emo radu izvesti Cholesky dekompoziciju matrice i pokazati kako se
ona primjenjuje na rjesavanje nekih specificnih sustava linearnih jednadzbi. Najprije ¢emo
navesti osnovne pojmove i rezultate vezane uz linearne sustave te metode rjesavanja linear-
nih sustava. Nakon toga, definirat ¢emo simetricne matrice i iskazati vazne tvrdnje vezane
uz pozitivnu definitnost simetriénih matrica. Pokazat ¢emo jedinstvenost Cholesky dekom-
pozicije, kao i ekvivalenciju izmedu pozitivne definitnosti simetri¢ne matrice te postojanja i
jedinstvenosti dekompozicije. Navest ¢emo algoritam kojim dolazimo do dekompozicije i na
primjeru pokazati kako matricu rastaviti koriste¢i navedeni algoritam. Objasnit ¢emo pos-
tupak rjesavanja linearnog sustava koriste¢i Cholesky dekompoziciju, takozvanu Cholesky
metodu, i ilustrirati ga primjerom. Na kraju ¢emo ukratko objasniti LDLT dekompoziciju,
kao posebnu varijantu Cholesky dekompozicije.

Kljucne rijeci: sustav linearnih jednadzbi, simetricna matrica, pozitivna definitnost, Cho-
lesky dekompozicija, Cholesky metoda

Application of Cholesky decomposition to solving linear systems

Abstract: In this paper, we will derive the Cholesky decomposition of matrix and show
how it can be used for solving some specific systems of linear equations. Firstly, we will state
basic terms and results related to linear systems and methods of solving them. After that,
we will define symmetric matrices and state the important statements regarding the positive
definiteness of symmetric matrices. We will prove the uniqueness of the Cholesky decompo-
sition and the equivalence between positive definiteness of symmetric matrices and existence
and uniqueness of decomposition. We will state the algorithm by which we get the decompo-
sition and show an example of how to decompose the matrix using the specified algorithm.
We will explain the procedure for solving a linear system using the Cholesky decomposition,
the so-called Cholesky method, and illustrate it with an example. Finally, we will briefly
explain the LDLT decomposition, as a special variant of the Cholesky decomposition.

Keywords: system of linear equations, symmetric matrix, positive definiteness, Cholesky
decomposition, Cholesky method
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1. Uvod

Rjesavanje linearnih sustava problem je kojim se matematicari bave od davnih vremena.
Ponekad ono predstavlja jednostavan zadatak, no ¢esto je potrebno uloziti puno truda kako
bismo rijesili neki sustav s velikim brojem jednadzbi i nepoznanica. Iz tog razloga, razvijene
su brojne metode rjesavanja, ¢cime se posebno bave linearna algebra i numericka matematika,
koja nastoji dati sto efikasnije i brze metode. Mnoge od njih zasnivaju se na faktorizaciji
matrice sustava, odnosno rastavu matrice sustava na produkt nekih jednostavnijih matrica.
Rjesavanje jednog kompliciranog sustava jednadzbi faktorizacijom matrice sustava svodi se
na rjesavanje nekoliko jednostavnih sustava jednadzbi.

Prilikom faktorizacije vazno je iskoristiti bilo kakvu posebnu strukturu matrice. Neka njena
svojstva mogu poboljsati brzinu pronalaska rjesenja sustava ili pak smanjiti kolicinu poda-
taka potrebnih za pohranu. Primjerice, jedno od pozeljnih svojstava, koje simetriéna matrica
moze imati, je pozitivna definitnost. Sama simetrija je takoder vazno svojstvo. Ukoliko je
matrica simetricna, mozemo ocekivati da ¢e za nju postojati i faktorizacija, koja ¢e na neki
nacin oslikavati njenu simetri¢nost. Cholesky!' dekompozicija, koju éemo detaljno obraditi u
ovom radu, primjer je upravo takve faktorizacije.

Primjena Cholesky dekompozicije je siroka. Osim Sto se koristi pri rjesavanju sustava linear-
nih jednadzbi, primjenjuje se i kod problema svojstvenih i singularnih vrijednosti, linearnog
problema najmanjih kvadrata, nelinearnoj optimizaciji i slicno. Mi ¢emo se sadrzati na pri-
mjeni u rjesavanju linearnih sustava, gdje je posebno vazna za numericko rjeSavanje sustava.

U drugom poglavlju uvest ¢emo pojam linearne jednadzbe i sustava linearnih jednadzbi,
definirat ¢emo rjesenje sustava i navesti neka vazna svojstva vezana uz matricu sustava i
tvrdnje o postojanju rjesenja sustava. Spomenut ¢emo neke bitne metode rjesavanja sustava
i navesti algoritme za rjesavanje trokutastih sustava. Ukratko ¢emo objasniti LU dekompo-
ziciju, kao vaznu direktnu metodu rjesavanja, koja je usko vezana uz Cholesky dekompoziciju.

U tre¢em poglavlju najprije ¢emo navesti osnovne pojmove i tvrdnje vezane uz simetri¢ne
matrice i njihovo, ve¢ spomenuto, svojstvo definitnosti. Primjenom Gaussovih eliminacija
izvest ¢emo Cholesky dekompoziciju za simetri¢nu pozitivno definitnu matricu, dokazati
njenu jedinstvenost i zatim pokazati da je postojanje dekompozicije ekvivalentno s posje-
dovanjem svojstva pozitivne definitnosti. Navest ¢emo algoritam za odredivanje Cholesky
dekompozicije, ukratko opisati njegova svojstva i na primjeru pokazati kako primijeniti na-
vedeni algoritam. Opisat ¢emo Cholesky metodu za rjesavanje sustava linearnih jednadzbi
i primjerom pokazati kako na taj nacin rjesavamo sustav. Na kraju ¢emo se ukratko do-
taknuti LDLT dekompozicije, kao posebnog oblika Cholesky dekompozicije, koji je u nekim
slu¢ajevima primjenjiv i kada ne mozemo koristiti standardni oblik.

! Andre-Louis Cholesky (1875.-1918.) - francuski vojni ¢asnik i matematicar



2. Opcenito o linearnim sustavima

U ovom poglavlju navest ¢emo osnovne definicije i tvrdnje vezane uz sustave linearnih jed-
nadzbi. Dotaknut ¢emo se nekih poznatih metoda rjesavanja takvih sustava i ukratko objas-
niti kako se rjesavaju trokutasti sustavi, koji igraju vaznu ulogu u metodi rjesavanja koja
koristi Cholesky dekompoziciju. Pregled je napravljen prema [1], [4] 1 [8].

2.1. Osnovni pojmovi i tvrdnje

Definicija 2.1. Linearna jednadzba nad poljem F s nepoznanicama x4, s, ..., x,, je jednadzba
oblika

a1T1 + Ga%s + - + anx, = b, (1)
gdje su ay,as, ..., a,,b skalari iz polja F. Skalare ay, as, ..., a, nazivamo koeficijentima, a b
slobodnim koeficijentom jednadzbe (1).
Opéi sustav linearnih jednadzbi nad poljem F koji se sastoji od m linearnih jednadzbi s n
nepoznanica, m,n € N, je oblika

a1T1 + G122 + - + AT, = b
ant; + apry + -+ Gy, = by
(2)
Am1T1 + A%z + -+ Qup®n, = bm
gdje se skalari a;; € F, i =1,2,...,m, j = 1,2,...,n, nazivaju koeficijentima sustava (2), a
b € F,i=1,2,...,m, slobodnim koeficijentima.

Sustav (2) mozemo zapisati u matricnom obliku na sljedeéi nacin

Az =b,
pri cemu je
11 Q12 - Qip Ty by
Q21 Q22 - Q2p €2 by
A - . . . . 9 x - . 3 b -
Am1 Q2 " Amn Tn bm

Matricu A € F™*" nazivamo matrica sustava, a vektore x € F", odnosno b € F™, nazivamo
vektor nepoznanica, odnosno vektor slobodnih koeficijenata. Matri¢ni zapis sustava linearnih
jednadzbi najcesce je pogodniji zapis za samo rjeSavanje sustava. Brojne metode rjesavanja
zasnovane su upravo na njemu. Problem kojim ¢emo se baviti u ovom radu je rjeSavanje
nekih specijalnih sustava linearnih jednadzbi pa stoga definirajmo rjesenje sustava.

Definicija 2.2. Rjesenje sustava (2) je svaka uredena n-torka (&;,&s,...,&,) € F" za koju
supstitucija

Ty = €1, Tz =&y v v 5 Tn =
zadovoljava sve jednadzbe sustava (2).
Propozicija 2.1. Uredena n-torka (&1,&s,...,&,) € F™ je rjesenje sustava (2) ako i samo
ako vrigedi

b=&ay + &az+ - - + nay,
gdje su ay,as,...,a, stupci matrice A.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktnim uvrstavanjem. O



Definicija 2.3. Matricu oblika

[an iz -+ Qp | 51-‘
Q21 Q2 -+ Ay | by
A= . . . .
Am1 Qm2 - Amn | bm

nazivamo prosirena matrica sustava (2).

Vazan pojam je rang matrice. Rang matrice A € F™*" predstavlja broj linearno nezavisnih
stupaca, odnosno redaka matrice A i oznacava se s r(A). Matrica A je punog ranga ako je
r(A) jednak broju stupaca, odnosno redaka matrice.

Za sustav jednadzbi kazemo da je konzistentan ili rjesiv ako ima barem jedno rjesenje.
Sljededi rezultat daje nam nuzan i dovoljan uvjet uz koji je sustav linearnih jednadzbi rjesiv.

Teorem 2.1 (Kronecker-Capelli). Sustav Ax = b je rjesiv ako i samo ako vrijeds
r(A) =r(4,).
Dokaz. Dokaz tvrdnje moze se pronadi u [1]. O

Posebnu skupinu linearnih sustava ¢ine kvadratni sustavi, to jest sustavi oblika

a11r1 + aprs 4+ - 4+ apr, = b
211 + G0z + -+ 4+ aopx, = by

(3)
Ap1%1 + QpaZa + -+ A+ AppT, = bn

gdjesua; € F, 4,7 =1,2,...,n, b € F, i« =1,2,...,n. Dakle, za kvadratne sustave
vrijedi da je broj jednadzbi jednak broju nepoznanica. Pripadna matrica sustava A € F"*"
naziva se kvadratna matrica i za nju kazemo da je reda n. Kvadratne matrice mogu imati
jedno vazno svojstvo - regularnost, koje ¢e, izmedu ostalog, osiguravati rjesivost sustava.

Definicija 2.4. Matrica A € F"*" je regularna (invertibilna, nesingularna) ako postoji
matrica B € F"*" takva da vrijedi

AB=BA=1.

Matricu B nazivamo inverznom matricom matrice A i oznacavamo s A~!. Za matricu A €
F»*™ kazemo da je singularna ako nije regularna.

Teorem 2.2. Matrica A € F™ " je reqularna ako i samo ako je r(A) = n.
Dokaz. Dokaz tvrdnje moze se pronadi u [1]. O

Korolar 2.1. Sustav linearnih jednadzbi Ax = b ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je
matrica A reqularna.

U daljnjim razmatranjima bit ¢e nam posebno vazni trokutasti kvadratni sustavi, odnosno
sustavi ¢ija je matrica sustava donjetrokutasta ili gornjetrokutasta matrica.



Definicija 2.5. Za matricu A € F*"*" kazemo da je donjetrokutasta ako je a;; = 0 za sve

v > 7, 4,7 =1,...,n. Za matricu A kazemo da je gornjetrokutasta ako je a;; = 0 za sve
1 <7, tJ=1,...,n. Matrica A je dijagonalna ako svi njeni elementi izvan glavne dijagonale
iScezavaju.

Koristit ¢e nam i sljedeéi rezultat.

Lema 2.1. Produkt dvije kvadratne donjetrokutaste (gornjetrokutaste) matrice je donjetro-
kutasta (gornjetrokutasta) matrica.

Dokaz. Dokaz tvrdnje moze se pronadi u [1]. O

U ovome radu promatrat ¢emo kvadratne sustave s realnim koeficijentima, to jest sustave
nad poljem R, ¢ija je matrica sustava kvadratna. U tom slucaju je A € R™" =z € R* i
b € R". Dakle, od sada pa nadalje podrazumijevamo da je F = R i m = n. Analogne
tvrdnje mogu se pokazati i u kompleksnom slucaju.

2.2. Metode rjesavanja

Rjesavanje linearnih sustava predstavlja jedan vazan problem u numerickoj matematici, kao
i u linearnoj algebri. Najcesce se rjesavaju sustavi kod kojih je pripadna matrica kvadratna
i regularna. U tom slucaju znamo da imamo jedinstveno rjesenje sustava. Postoje razne
metode za rjesavanje takvih kvadratnih sustava, a mozemo ih podijeliti na iterativne i di-
rektne. Vise o iterativnim i direktnim metodama moze se naéi u [2] i [10]. Najpoznatije
iterativne metode su Gauss-Seidelova i Jacobijeva metoda. Neke poznate direktne metode
za rjeSavanje sustava su Gaussova i Gauss-Jordanova metoda, Cramerovo pravilo te razne
metode koje se temelje na faktorizaciji matrice sustava, kao sto su LU dekompozicija, QR
dekompozicija, dekompozicija na singularne vrijednosti te Cholesky dekompozicija, kojom
¢emo se, kao Sto smo vec naveli, detaljno baviti u ovom radu. Za vise o Cramerovom pravilu
vidi [4], a detaljnije o ostalim metodama moze se naéi u [2] i [10].

Cesto je matricu sustava zgodno zapisati preko trokutastih matrica i tako dobiti trokutaste
sustave za koje postoje jednostavni algoritmi za rjesavanje. Ako je dan sustav Lz = b, pri
cemu je L € R™" regularna donjetrokutasta matrica, odnosno matrica oblika

b B s ()"
Iy los -+ 0

L= "% | L#0, i=1,...,n,
lnl ln2 Znn

mozemo ga rijesiti supstitucijom unaprijed:
i—1
b 1
.Z‘lz—l, Xy — 7— bl—leka y 222,771
I Lis o

Ukoliko imamo sustav jednadzbi Uz = b, pri ¢emu je U € R™*" regularna gornjetrokutasta
matrica, to jest matrica oblika

[Un iy = o uln-I
0w -+ U
U= . . . . 7uii7£071:17"'7n7
0 0 Unn,



mozemo ga rijesiti supstitucijom unazad:

b 1 -
n = na e bz_ 7 y , = —1,...,1.
i, — Un< kz ukxk> 1=n

=it1

LU dekomporzicija vazan je primjer faktorizacije u kojoj se javljaju upravo ovakvi trokutasti
sustavi, stoga ¢emo ju ukratko opisati.

Matricu A € R™™ u nekim je slucajevima moguce prikazati kao produkt dvije trokutaste
matrice, pri ¢emu je jedna od njih donjetrokutasta s jedinicama na glavnoj dijagonali, a
druga gornjetrokutasta matrica, to jest moguce ju je prikazati u sljede¢em obliku:

a1 Az - Q1p 1 0o --- 0 Uy Uz -+ Ulp

ag1 Q22 -+ Agp ly 1 .-+ 0 0 ug -+ U
A= | . . =

Ap1 Qp2 - Apn lnl ln2 S 1 0 0 Bl Unn

Takav rastav matrice naziva se LU dekompozicija ili LU faktorizacija. Nju je moguce ge-
nerirati pomo¢u Gaussovih eliminacija, a detaljnije o Gaussovim eliminacijama i samom
postupku moze se pronadi u [10]. Sljedeéi teorem govori nam kada mozemo naciniti takav
rastav te uz koji je uvjet on jedinstven.

Teorem 2.3. Neka je A € R™™ takva da su svi njeni glavni minori razlic¢iti od 0. Tada pos-
toje domjetrokutasta matrica L s jedinicama na glavnoj dijagonali i gornjetrokutasta matrica
U, takve da je A= LU. Ako je matrica A reqularna, onda je faktorizacija jedinstvena.

Dokaz. Dokaz tvrdnje moze se pronadi u [3]. O

Napomena 2.1. Glavni minori matrice A € R"*" su determinante njenih glavnih podmatrica,
odnosno sljedec¢e determinante

11 Q12 Q13
Ag = |Qg1 Q92 QA23|, ..., An = det A.
a3; Aaz2 ass

aix Qa2

Ay = ai, Ay =

9
a21 G2

Primjer 2.1. Matricu

[261
A=|2 17
[056

mozemo zapisati u obliku A = LU, pri cemu je

1 0 0 2 6 1
L=11 1 0}, U=1]0 =5 6
0 -1 1 0 0 12

LU dekompozicija omoguc¢ava nam jednostavnije rjesavanje sustava koriste¢i prethodno na-
vedene algoritme za rjesavanje trokutastih sustava. Promotrimo sustav Az = b. Pretposta-
vimo da smo matricu A zapisali kao produkt LU. Uvedemo li supstituciju Uz = z, sustav
LUz = b mozemo rijesiti tako da rijeSimo dva trokutasta sustava: Lz =bi Ux = z. Sustav
Lz = b je donjetrokutasti i rjesavamo ga supstitucijom unaprijed, dok je sustav Uz = z
gornjetrokutasti i rjeSavamo ga supstitucijom unazad.

5



3. Cholesky dekompozicija i rjesavanje linearnih sus-
tava

Posebnu klasu kvadratnih sustava linearnih jednadzbi ¢ine sustavi kojima je matrica sustava
simetricna. U ovom poglavlju bavit ¢emo se iskljuc¢ivo takvim sustavima pa ¢emo stoga
uvesti neke osnovne pojmove i rezultate vezane uz njih.

3.1. Simetricne matrice 1 definitnost

Najprije ¢emo se upoznati s pojmom simetricne matrice i nekim njenim vaznim svojstvima.
Pregled je napravljen prema [2], [7] i [9].

Definicija 3.1. Za matricu A € R™*" kazemo da je simetricna ako vrijedi AT = A, to jest
ako je oy = gy, za svaki 5,5 =1,2, ... ,m.

Simetriéne matrice mogu imati svojstvo definitnosti, koje se moze iskoristiti u raznim pri-
mjenama. Nama ¢e posebno vazne biti simetricne pozitivno definitne matrice. Takoder,
dotaknut ¢emo se i semidefinitnih, kao i indefinitnih matrica, pa ih stoga definirajmo.

Definicija 3.2. Simetri¢na matrica A € R™ " je pozitivno definitna ako je 27 Az > 0 za
svaki nenul vektor z € R"™.

Definicija 3.3. Simetri¢na matrica A € R™" je pozitivno semidefinitna ako je v7 Az > 0
za svaki vektor z € R".

Definicija 3.4. Simetricna matrica A € R™"*" je indefinitna ako postoje vektori y, z € R"
takvi da je yT Ay < 0 < 2T Az.

Simetricnost i pozitivna definitnost jedna su od najljepsih svojstava koje matrica moze po-
sjedovati. Dok simetrija matrice pojednostavljuje razne ra¢une s matricama, pozitivna defi-
nitnost, primjerice, osigurava numericku stabilnost pri rjeSavanju linearnih sustava.

Postoji jedan vazan kriterij koji daje nuzan i dovoljan uvjet definitnosti matrice, tzv. Syi-
vesterov kriterij?. Prema njemu je simetricna matrica A pozitivno definitna ako i samo ako
su svi njeni glavni minori pozitivni. Koristeéi tu tvrdnju, u kombinaciji s teoremom 2.3.,
mozemo zakljuciti da simetricna pozitivno definitna matrica zasigurno ima jedinstvenu LU
dekompoziciju. Vise o Sylvesterovom kriteriju, kao i sam dokaz tvrdnje, moze se pronaci
u [7]. Ekvivalentan uvjet za pozitivnu definitnost matrice je i da su sve njene svojstvene
vrijednosti realne i pozitivne.

Navedimo i dokazimo jos neke korisne tvrdnje, koje ¢e nam posluziti prilikom konstrukcije
Cholesky dekompozicije matrice.

Lema 3.1. Simetriéna pozitivno definitna matrica A € R™ ™ ima pozitivne dijagonalne
elemente.

Dokaz. Nekaje A € R"™"™, A = [a;;], simetri¢na pozitivno definitna matrica. Prema definiciji
3.2. matrica je pozitivno definitna ako je 7 Az > 0 za svaki x € R™", x # 0. Odaberimo
T = e;, gdje je e; i-ti vektor kanonske baze. Tada je a; = el Ae; > 0, to jest dijagonalni
elementi matrice A su pozitivni. O

2James Joseph Sylvester (1814.-1897.) - engleski matematicar



Lema 3.2. Neka je S € R™*" reqularna. A € R™"™ je simetricna pozitivno definitna matrica
ako i samo ako je matrica ST AS simetriéna pozitivno definitna.

Dokaz. Neka je A € R™ ™ simetricna pozitivno definitna matrica i S € R"*" regularna.
Simetri¢nost matrice ST AS slijedi iz

(STAS)T = STATS = STAS.
Buduéi da je S regularna, onda je y = Sz # 0, za svaki  # 0. Stoga vrijedi
(ST AS)x = (Sz)T A(Sz) = y*' Sy > 0.
Za dokaz obrata koristila bi se matrica S O

Lema 3.3. Ako je A € R™" simetricna pozitivno definitna matrica © B bilo koja glavna
podmatrica od A, onda je B simetriéna pozitivno definitna matrica.

Dokaz. Neka je A € R™™ simetricna i pozitivno definitna i neka je B glavna podmatrica od
A reda m. Tada za svakiy € R™, y # 0iza z € R*, z = (y7,0)T vrijedi yf By = 2T Az.
Kako je A pozitivno definitna, vrijedi 27 Az > 0, pa zaklju¢ujemo y* By > 0, odnosno B je
pozitivno definitna. Simetri¢nost podmatrice B je ocita. O

Moze se, takoder, pokazati da je svaka pozitivno definitna simetri¢na matrica punog ranga,
to jest da je regularna matrica. Taj rezultat osigurava postojanje rjesenja kad god imamo
sustav s pozitivno definitnom matricom. Iz tog razloga u nastavku ne moramo posebno
zahtjevati regularnost.

Lema 3.4. Ako je A € R™™" simetricna pozitivno definitna matrica, onda je A regularna.

Dokaz. Pretpostavimo da je A singularna. Tada je Az = 0 za neki = # 0, sto povlaci
a1 Az = 0 za neki = # 0. To je u kontradikciji s pozitivhom definitnosti matrice A. O

3.2. Cholesky dekompozicija

Vazna metoda za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi, kod kojih je matrica sustava si-
metricna, je upravo Cholesky dekompozicija matrice. Cholesky dekompozicija je rastav
simetri¢ne pozitivno definitne matrice na produkt donjetrokutaste matrice i njoj transponi-
rane gornjetrokutaste matrice. Najprije ¢emo primjenom Gaussovih eliminacija izvesti ovu
dekompoziciju matrice, a kasnije ¢emo navesti jos jedan elegantan i konstruktivan dokaz
tvrdnje o postojanju i jedinstvenosti ovakve faktorizacije.

Neka je A € R™*" dana s

a;p A - Q1p

ag1 Q22 -+ dAap
A=

Ap1 Ap2 - Ann

Pretpostavimo da je A simetricna pozitivno definitna matrica. Cilj je matricu A rastaviti
na sljede¢i nacin:

all a12 .. aln lll 0 - 0 -| [lll l12 oo lln

ag1 Q22 -+ QAa2n 112 122 cee 0 0 l22 il l?n
A=| . . . = , ST .

anl an2 oo a,nn lln l2’I’L . .. lTLTL 0 0 s & lnn



Neka su uy,v; € R™ vektori zadani s

Uy = (O,mgl,mgl, Ry ,mnl)T, Y = (1,0,0, 53 .,O)T

te My € R™"™ elementarna matrica koju odredujemo na sljedeé¢i nacin

1 0 --- 0
_m21 1 ... O
My =1- U1U1T = . .. E
—my,; 0 - 1
pri cemu je m; = ail, i = 2,...,n. Mnozeéi matricu A slijeva s M; i zdesna s M
a1
dobivamo
figy 0 = D
0 o2 ... @
A® = prAMT = :
0 a2 ... o
gdje su a? = g

i g — Mg, GJ = 200,70

Sada definiramo matricu M, € R™*"™ kao
My = I — uyvl, gdje su

U9 = (0,0,7’”32, e ,mng)T Vg = (O, 17 07 o5 70)T,
o
uz oznaku myy 1= @ ! = 3,...,n. Tada je
)
—an 0 0 Big s 017
0 o 0 -+ 0
3) 3
A® = MM AMIME = |0 0 agy - af)|
0 0 o® - o¥)
gdje su a(s) f ) mlgaéj), B

,n. Postupak nastavljamo analogno i nakon n — 1
koraka doblvamo

Moy MMy AMT MY -« MY, = diag(an, a5y, ..., all)) := D. (4)
Pozitivna definitnost matrice A osigurava da i dijagonalni elementi matrice D budu pozitivni
Naime, prema lemi 3.2., uz oznaku S = MI M ... M  matrica D je pozitivno definitna,
a lema 3.1. tada povlaci da su njeni dijagonalni elementi pozitivni. Stoga mozemo definirati

VD : —dzag<\/a11,\/a§227.. A\ a ,%)

Tada je D = v/D - v/D. Mnozeéi jednakost (4) slijeva s M; ' M, "

MY izdesna s
(M)t (M) (ME) ™t dobivamo

A=M?M - M VDVD(ME )T (M)

()
Uvedemo li sljedec¢e oznake



L:=M1M1 - MLVD,
LT = VD(ME_ )t - (ME)H(MF)
dobivamo upravo Cholesky dekompoziciju matrice A
A=LIT,

gdje je L donjetrokutasta matrica. Cholesky dekompoziciju matrice mozemo zapisati u
ekvivaletnom obliku na sljedeci nacin

A= RTR,

gdje je R = LT gornjetrokutasta matrica. Pokazimo sada da je takva faktorizacija jedins-
tvena.

Teorem 3.1. Cholesky dekompozicija simetricne pozitivno definitne matrice A € R™*", A =
LLT, pri éemu je L donjetrokutasta s pozitivnim dijagonalnim elementima, je jedinstvena.

Dokaz. Pretpostavimo da za matricu A postoje dvije dekompozicije
A =TIT = LIF.

Kakosu LiL regularne, postoje njihove inverzne matrice, pa mozemo pomnoziti prethodnu
jednakost slijeva s L=1 i zdesna s (LT)~1. Dobivamo

& UE = BT T

Matrica L je donjetrokutasta pa je donjetrokutasti i njen inverz. Isto tako matrica (L7)~!
je gornjetrokutasta, kao inverz gornjetrokutaste matrice. Dakle, na lijevoj strani jednakosti
imamo produkt dvije donjetrokutaste matrice, sto je prema lemi 2.1. ponovno donjetro-
kutasta matrica, a na desnoj strani imamo gornjetrokutastu matricu, kao produkt dvije
gornjetrokutaste matrice. Iz tog razloga, matrice s obje strane jednakosti moraju biti dija-
gonalne pa imamo

B =h, IFIF =D
Mnozenjem prve jednakosti slijeva s L i transponiranjem druge jednakosti dobivamo
L=LD, L7'L=D.
Pomnozimo li drugu jednakost slijeva s L, imamo L = LD. Uvritavanjem ovog izraza u

prvu jednakost slijedi da je L = LD?, §to je moguée jedino ako je D = I. Time je pokazana
jedinstvenost prikaza. O

Vidjeli smo da se svaka simetricna pozitivno definitna matrica moze rastaviti na produkt
LLT, gdje je L donjetrokutasta matrica. Medutim, vrijedi i obratno. Svaka matrica oblika
LLT je simetri¢na i pozitivno definitna. U dokazu iduéeg teorema pokazat ¢emo upravo taj
obrat te prikazati jos jednu elegantnu konstrukciju Cholesky faktorizacije.

Teorem 3.2. A € R™" je simetricna pozitivno definitna matrica ako i samo ako postoji
jedinstvena donjetrokutasta reqularna matrica L € R™™ s pozitivnim digagonalnim elemen-
tima, takva da je A = LL".



Dokaz. Pretpostavimo da je A € R"*" simetri¢na pozitivno definitna matrica. Pokazat ¢emo
postojanje matrice L indukcijom po redu matrice n. Odaberemo li da je l;; > 0, za svaki
i =1,...,n, dobit éemo jedinstveni L. Za n = 1 imamo A = [a11]. A je simetri¢na i za
aiy > 0 A je pozitivno definitna. Tada je L = [/a11] dobro definirana i vrijedi

A = [,/an][,/an] = LLT
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za matrice reda n—1, to jest da za sve simetri¢ne pozitivno
definitne matrice A reda n — 1 postoji jedinstveni rastav u obliku A = LLT. Pokazimo da
tvrdnja vrijedi za matrice reda n. Neka je A simetricna pozitivno definitna matrica reda n.
A mozemo rastaviti na sljedec¢i nacin

ain Ol T1 0 A1y a A
el -1 0 20T [T a ]
12 A22 -y 22 0 1 A, A+ ——
- 1
pri cemu vrijedi Ags = Ao — %ﬁlm. Prema lemi 3.2. matrica [O i ] je simetricna
22

i pozitivno definitna pa je prema lemi 3.3. matrica 5122 takoder simetricna i pozitivno

definitna. Prema pretpostavci indukcije, za matricu Az postoji matrica L takva da je
A22 = LLT Sada je

A/ 0 A1o N 0

e [A%n ] [1 0 ] {w/an \/E} _ [ AC;H J

77T
MI()LL 0 1 \/T%L

Obratno, prepostavimo da se A moze faktorizirati u obliku A = LLT, pri ¢emu je L donje-
trokutasta regularna matrica. Primijetimo da je A simetri¢na. Vrijedi

o P =LLm

N
11 11

A% = [BEFY = 50" = A,

Neka je z € R™ proizvoljan, = # 0. Matrica L je regularna pa za svaki x # 0 vrijedi Lz # 0.
Tada vrijedi
T Az = (2T L)(L7z) = (L¥z)" (L7z) = |Lz"||2 > 0

pa je A simetri¢na i pozitivno definitna matrica. O

Upravo dokazana ekvivalencija osigurava jedan praktican test za ispitivanje pozitivne definit-
nosti matrice koriste¢i Cholesky dekompoziciju. Dakle, ukoliko postoji Cholesky dekompo-
zicija matrice A, sa strogo pozitivnim korijenima, onda je A pozitivno definitna. Rac¢unanje
Cholesky dekompozicije je puno brzi na¢in provjere pozitivne definitnosti matrice, nego pri-
mjerice racunanje svojstvenih vrijednosti matrice.

Dokaz prethodnog teorema je konstruktivan i daje nam jedan nacin odredivanja dekompo-
zicije. Medutim, u nastavku ¢emo izvesti jednostavne formule za ra¢unanje koeficijenata
matrice L koriste¢i samo jednakost A = LLT.

3.3. Algoritam

Pokazimo sada kako jednostavno mozemo odrediti matricu L. Kao sto smo ve¢ naveli, njezine
elemente moZemo izracunati iz jednakosti A = LL”.

Primjer 3.1. Neka je A € R**? simetri¢na i pozitivno definitna, takva da je A = LLT,
L € R?*2, Odredimo koeficijente matrice L.

10



Imamo

{an a12} _ {ln 0} {111 121} _ [ lfl Liilay ]

Qo1 Q22 lor g9 0 Il L1l 151 ‘1‘152 '

Zbog simetrije matrice vrijedi as; = a15. Izjednacavanjem koeficijenata s lijeve i desne strane
dobivamo sljedece jednadzbe

_7 _ _ _ 72 2
ain =1y,  az = a2 = luly,  az =15 + 15,

iz kojih jednostavno slijede formule za koeficijente matrice L
a
hi=+Van, In= l_217 lag = \/ag — l%y
11

Analogno, kao u prethodnom primjeru, mozemo izracunati koeficijente za matrice viseg reda.
Zahvaljujuci simetriji, dovoljno je promatrati samo donji trokut matrice, to jest elemente za
koje vrijedi ¢ > j. Na taj nacin dobivamo algoritam za odredivanje Cholesky dekompozicije.

Cholesky algoritam:

Ulaz: A € R™" simetri¢na i1 pozitivno definitna matrica
) p

Izlaz: L € R™*", donjetrokutasta matrica s pozitivnim dijagonalnim elementima takva da je
A=LET

for j=1 to n do

j—1
ajj =D B
k=1
for i=j+1 to n do
1

Ly -

-1

<

M

Algoritam se moze provoditi po retcima matrice, po stupcima matrice ili koriste¢i podma-
trice. Postoje razne njegove varijante, o ¢emu se vise moze pronaéi u [3] i [5]. Njegova
prednost je u tome sto je za pohranu potrebno gotovo dva puta manje prostora, za razliku
od LU dekompozicije. Dok algoritam LU dekompozicije zahtjeva pohranu n? podataka, Cho-
lesky algoritam, zahvaljujué¢i simetriji matrice, zahtjeva pohranu @ podataka. Takoder,
broj potrebnih aritmetickih operacija iznosi priblizno §n3, sto je otprilike polovina broja
aritmetickih operacija potrebnih za LU dekompoziciju. Razlog tomu je sto kod Cholesky
dekompozicije odredujemo samo jednu trokutastu matricu, dok kod LU dekompozicije mo-
ramo odrediti dvije. Dakle, slozenost algoritma je dva puta manja u odnosu na LU dekom-
poziciju pa je u sluc¢aju simetriéne pozitivno definitne matrice uvijek pogodnije koristiti ovaj
algoritam. Nedostatak je taj Sto navedeni algoritam mozemo koristiti samo u sluc¢aju realne
simetri¢ne pozitivno definitne matrice. Ukoliko matrica A nije pozitivno definitna, moglo
bi se dogoditi da se pod korijenom nade negativan broj ili da dode do dijeljenja s nulom.

Na to takoder treba obratiti pozornost kada radimo u aritmetici racunala, gdje i u slucaju
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pozitivno definitne matrice moze do¢i do gresaka u zaokruzivanju.

Algoritam se iznimno moze upotrijebiti i kada imamo pozitivno semidefinitnu matricu, no u
tom sluc¢aju dekompozicija ne mora biti jedinstvena. Dijagonalni elementi matrice L pritom
mogu biti jednaki 0. Primjerice, matricu

00

01

mozemo rastaviti na produkt donjetrokutaste i njoj transponirane gornjetrokutaste matrice

na sljededi nac¢in
00 | O 0 0 cosgp
0 1| |cose sing| |0 sing|

Ocito je da ovakva faktorizacija nije jedinstvena. Vise o Cholesky dekompoziciji pozitivno
semidefinitne matrice moze se pronaéi u [5].

Kao sto je navedeno na pocetku rada, promatrali smo samo slucaj realnih matrica. Medutim,
dekompoziciju je moguce naciniti i ako imamo matricu s kompleksnim koeficijentima, to jest
matricu iz C"*". Pri tome se koriste sli¢ne, ali prilagodene, verzije algoritma.

Primjer 3.2. Odredimo Cholesky dekompoziciju matrice

16 8 4
A= |8 20 17
14 17 19

Uocimo najprije da je matrica A simetri¢na, odnosno vrijedi A = AT, Vrijedi

16 8 16 8 4
Ay =16 >0, Agz'g 29’:400>O, As=|(8 29 17| =3600>0
4 17 19

pa Sylvesterov kriterij povlac¢i da je ona i pozitivno definitna. Dakle, mogucée je odrediti
njezinu Cholesky faktorizaciju. Koriste¢i gore navedeni algoritam dobivamo

lh = \/a11:4,
1

Iy = l—'a21 :2,
11
1
lsi = l_'a31:17
11
log = \/ Q22 — 151 = 57
3o = l— : (a32 - 131l21) = 37
22

l33 = \/033—131—592,2:37

iz cega slijedi



Cholesky dekompozicija matrice A je stoga dana s

3.4. Cholesky metoda

Kao sto smo veé rekli, Cholesky dekompozicija svoju vaznu primjenu nalazi u rjesavanju li-
nearnih sustava. Obzirom na njezinu ucinkovitost, posebno je vazna za numericko rjesavanje
sustava. Promotrimo sustav linearnih jednadzbi Ax = b, pri ¢emu je A € R™*" simetricna
pozitivno definitna matrica. Tada matricu sustava A mozemo zapisati kao produkt LLT, a
zatim sustav rijesiti primjenjujuéi algoritme za rjesavanje supstitucijom unaprijed i supsti-
tucijom unazad. Dakle, provodimo sljedece korake:

1) Prikazemo A kao LLT. Sustav je tada oblika LLTz = b.

2) Supstitucijom unaprijed rijesimo sustav Lz = b.

3) Supstitucijom unazad rijesimo sustav LTz = 2.
Opisani postupak naziva se Cholesky metoda za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi.
Pokazimo sada na jednostavnom primjeru kako mozemo lako rijesiti sustav ovom metodom.
Primjer 3.3. Rijesimo sljedeéi sustav linearnih jednadzbi

I + 3.’1]2 + 51’3 = 3
3.1'1 + 45.%2 + 45.1'3 = 27
51‘1 —I— 45.’[2 + 75.1'3 = 35

Zapisemo li sustav u matricnom obliku Az = b, gdje je

A= {3 45 45}, w= |#sl, b= |27},
b 4b TH [x3 a8

moZzemo uociti da je matrica sustava simetricna. Dakle, vrijedi A = AT. Koristeéi Sylveste-
rov kriterij, provjerimo je li ona i pozitivno definitna. Imamo

s 1 3 5
Al=1>0 A,— _36>0, As—|3 45 45| =900> 0.
3 45 5 45 75

Vidimo da su svi glavni minori matrice sustava pozitivni, odnosno matrica sustava je pozi-
tivno definitna. Dakle, mozemo napraviti Cholesky dekompoziciju matrice A i sustav rijesiti
Cholesky metodom. Odredimo koeficijente matrice L:

lh = \/an:la

1
log = Z_'a21 =3,
11
1
Iy = Z—'a31 =5,
11
log = \/ Q22 — 151 = 6,
1
l3o = l_ : (a32 - 131521) = 57
22

l33 = \/agg—lgl—l§2:5.
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Dobivamo

P i

[555J [555J[005J'

Uvrstimo li A = LLT u sustav Az = b, dobivamo LLTz = b. Oznacimo z = LTz i najprije
rijesimo sustav Lz = b. Dakle, imamo

1 00 21 3
3 6 0f |2 =127
5 & 5| |z 35

Sustav je donjetrokutasti i jednostavno ga rjesavamo supstitucijom unaprijed. Slijedi

by

7 = — =3,

Py

1

Rz = l_(bQ - l21$1) =3,
22
1

Z3 = l_(b3 — 3121 — 132902) =1,
33

Sada rijesimo sustav LTz = z, gdje je z = (3,3,1)T. Imamo

1 3 5 .I'l-l
0 6 5] |22 =
005 J

€3

— W W

Sustav je gornjetrokutasti i jednostavno ga rjesavamo supstitucijom unazad. Dobivamo

Z3 1
x == — = =
3 l33 57
~ (2 — lsaas)
To = —I(29 —l3923) = =
2 I 9] 3273 3’
1
Ty = Z—(Z1 — laym5 — l31$3) =1.
11

T
Dakle, rjesenje zadanog sustava je z = (1, %, %) :

Kao sto smo ve¢ spomenuli, Cholesky metoda se ¢esto koristi pri numerickom rjesavanju
sustava linearnih jednadzbi. U primjenama se nerijetko javljaju veliki linearni sustavi, koji se
rjesavaju racunalno, gdje pak cesto dolazi do gresaka u zaokruzivanju. Ova metoda pokazuje
se kao numericki stabilna metoda. Ako pretpostavimo da smo rijesili sustav Az = b koristeci
Cholesky metodu i za rjeSenje dobili Z, pokazuje se da & zadovoljava sustav (A+AA)z = b, pri
cemu je [|AA2 < el All2, gdje je ¢, mala konstanta koja ovisi o n, a € greska zaokruzivanja®.
Vise o stabilnosti algoritma i analizi gresaka moze se pronaéi u [6].

3 - oznacava matricnu 2-normu. Detaljnije o matricnim normama moze se pronaéi u [6].
2
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3.5. LDL" dekompozicija

Ponekad se moze napraviti simetricna faktorizacija simetricne matrice, iako ona nema svoj-
stvo pozitivne definitnosti. Ona je poznata kao LD LT varijanta Cholesky dekompozicije. U
ovom potpoglavlju kratko éemo navesti sto je to LDL? dekompozicija, ali neéemo detaljno
navoditi izvod i primjere. Vise o LDLT dekompoziciji moze se naéi u [5] i [6].

Matricu A € R™*"™ mozemo rastaviti kao produkt
A=LDIL?,

gdje je L € R™™ donjetrokutasta matrica s jedinicama na glavnoj dijagonali, a D € R™*"
dijagonalna matrica.

Prednost ovakve faktorizacije je u tome $to se moze primijeniti na neke indefinitne matrice
i §to ima gotovo isti algoritam kao i LLT oblik faktorizacije, ali bez korjenovanja. Ipak, niti
ovu faktorizaciju nije uvijek moguce provesti. Postoje primjeri indefinitnih matrica koje nije
moguce faktorizirati u obliku LDL”. Jedan od osnovnih primjera matrica za koje ne postoji
klasicna LD LT dekompozicija je matrica

i o]

LDLT dekompoziciju moZemo povezati sa standardnom Cholesky dekompozicijom na sljedeéi
nacin:

koja je oc¢ito simetri¢na i indefinitna.

A= LDEF = SN DVDET = I8/ D(VDF EF = (L DIV D) = LE”.

Obratno, ukoliko imamo rastav A = BB, gdje je B donjetrokutasta matrica reda n, mozemo
definirati matrice D = diag(b?), pri ¢emu su by, @ = 1,...,n dijagonalni elementi matrice
B,i L = BD'/? te na taj nacin dobiti A = LDL”.

Sustav linearnih jednadzbi mozemo rijesiti koriste¢i LDLT dekompoziciju, rjesavajuéi tri
nova sustava od kojih su dva trokutasta i jedan je dijagonalni, koji se jednostavno rjesava
pomoc¢u n dijeljenja. Obzirom na to da matrice L i LT u trokutastim sustavima imaju
jedinice na glavnoj dijagonali, koriste¢i ovu faktorizaciju izbjegavamo n dijeljenja, koja se
javljaju kod klasi¢cne Cholesky dekompozicije.
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