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1 | Uvod

Motivirani problemima koji proizlaze iz primijenjenih podrucja, prou¢avamo pro-
blem sparivanja stabala. U ovom radu taj problem sagledavamo iz perspektive
linearnog programiranja. Specificno, bavimo se proucavanjem kombinatornih
svojstava reznih ravnina poliedra odredenog klikama pridruzenog proizvoljnoj
instanci problema sparivanja. Prezentirana svojstva motiviraju algoritme koji ko-
ristec¢i dinamicko programiranje u polinomnom vremenu pronalaze odredene za-
nimljive klase reznih ravnina.

Glavni dio ovog rada je rezultat istrazivackog rada (vidi [2]) autora i mentora
u suradnji s Stefanom Canzarom' i Khaledom Elbassionijem?

U poglavlju 2 definiramo osnovne pojmove i prezentiramo relevantne rezultate
iz matematickog konteksta u kojem se algoritmi nalaze.

U poglavlju 3 prouc¢avamo kombinatorna svojstva posebnog slucaja problema
i prezentiramo polinoman algoritam koji koristeci ta svojstva optimalno rjeSava
posebni slucaj.

U poglavlju 4 prezentiramo polinoman algoritam koji prosirujuéi algoritam iz
poglavlja 3 pronalazi netrivijalnu donju medu za problem separacije.

1Gene Center, Ludwig-Maximilians-Universitdt Miinchen, 81377 Munich, Germany
ZKhalifa University of Science and Technology, Abu Dhabi, UAE






2 | Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju éemo definirati neke osnovne pojmove i predstaviti relevantne
elementarne rezultate i algoritme u svrhu motiviranja algoritama iz narednih po-
glavlja.

2.1 Metoda reznih ravnina

Definicija 2.1. Neka je A € R™*", b € R". Skup {x € R" : Ax > b} zovemo
poliedar.

Definicija 2.2. Nekajea € R",a #0ib € R. Skup
Hyp={x € R":a"x = b}
zovemo hiperravnina a skupove
Hf, ={xeR":a’x > b},
Ha_,b:{xE]R”:aTxgb}
zovemo poluprostori odredeni hiperravninom Hy ;.

Lako se moZze pokazati da su poluprostor i poliedar konveksni skupovi i da je
presjek kona¢no mnogo konveksnih skupova konveksan skup [8]. 1z definicije vi-

dimo da hiperravnina prirodno rastavlja prostor na dva poluprostora ¢iji je presjek
ta hiperravnina. Time je motivirana sljedeca definicija.

Definicija 2.3. Neka su x,yy € R". Za hiperravninu H,,, = {x € R" : aTx = b} éemo
reci da separira x i y ukolikojex € H, < ye€ H_,

Neka je P C R" poliedar i c € R". Problem pronalaska

argmin ¢’ x

xeP
zovemo problem linearnog programiranja, a problem pronalaska

argmin ¢’ x

xePNZ"

zovemo problem cjelobrojnog programiranja. Problem linearnog programira-
nja moguce je rijesiti u polinomnom vremenu [1], dok za problem cjelobrojnog
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programiranja nije poznat polinoman algoritam. Stoga problem cjelobrojnog pro-
gramiranja rjeSavamo aproksimacijskim algoritmima, heuristickim algoritmima
ili egzaktnim algoritmima eksponencijalne sloZenosti.

Jedna klasa algoritama za rjeSavanje problema cjelobrojnog programiranja ba-
zirana na algoritmima za rjeSavanje problema linearnog programiranja je metoda
reznih ravnina. U toj metodi generiramo niz poliedara (Py); takvih da je

P2Pi2P2--2PNZ"

na nacin da iterativno pronalazimo hiperravninu koja separira argmin,,_,, ¢’
k

X
i argmin,,_p- . cTx i presjeemo poliedar Py s odgovarajuéim poluprostorom.
Time u svakom koraku suZavamo prostor pretrage $to nam mozZze olaksati pro-
nalazak rjeSenja. Osim toga, tada o¢igledno imamo

minc’x < min cTx < min cTx <...< min cTx.

xeP xePq xeP; xePNzZ"

To jest, postupak iterativno poboljsava donju medu broja min,epnz» ¢! x §to je
korisno za metodu grananja i ograni¢avanja. Ukoliko koristimo i ravnine dane
Gomoryjevim algoritmom (vidi [1]), nakon kona¢no mnogo koraka pronalazimo
poliedar P takav da je

minclx = min Tx.

x€Py xePnzn

Medutim, u najgorem sluc¢aju Gomoryjev algoritam ima eksponencijalno mnogo
koraka [4] aiu praksi Gomoryjeve ravnine reZu jako malen dio poliedra pa ih ne
koristimo.

2.2 Poliedar stabilnih skupova

Definicija 2.4. Neka je G = (V,E) graf i S C V. Za S kaZemo da je stabilan skup
ukoliko {u,v} € S za sve {u,v} € E. Za S kaZemo da je klika ukoliko {u,v} € E za
sve {u,v} CS.

Problem stabilnog skupa je vrlo jednostavan i fundamentalan primjer pro-
blema cjelobrojnog programiranja na grafu. Mnoge probleme, ukljuc¢ujuci pro-
blem sparivanja stabala, prirodno je promatrati kao poseban slucaj problema sta-
bilnog skupa. Stoga razmatramo poliedar tog problema opcenito.

Definicija 2.5. Neka je G = (V,E) grafi S C V. Za x € {0,1}VI éemo reci da je
vektor indikator skupa S ukoliko je

o 1, veSs
¥, »eVyS
Lako vidimo da je S C V stabilan skup ako i samo ako njegov vektor indikator

x zadovoljava

Y%, <1 V{u,v} € E (I1)
0<x <1 YoeV (12)

¢ime je motivirana sljedeca definicija.
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Definicija 2.6. Neka je G = (V,E) graf. Konveksnu ljusku skupa svih indikator vek-
tora stabilnih skupova grafa G zovemo poliedar stabilnih skupova. Vektor x € RIV|
koji zadovoljava I1 i I2 zovemo frakcionalan stabilan skup dok skup svih frakcionalnih
stabilnih skupova zovemo poliedar frakcionalnih stabilnih skupova grafa G.

Uocimo da je poliedar stabilnih skupova podskup poliedra frakcionalnih sta-
bilnih skupova. StoviSe, imamo sljede¢u karakterizaciju.

Propozicija 2.1. [9] Neka je G = (V, E) graf, P poliedar stabilnih skupova i a vektor
indikator skupa S C V. Tada je aTx < 1za sve x € P ako i samo ako je S klika. Nadalje,
ta nejednakost predstavlja stranu poliedra ako i samo ako je klika S maksimalna u smislu
inkluzije.

Time je motivirana sljedeca definicija.
Definicija 2.7. Neka je G = (V, E) graf. Poliedar
P = {x € RV : aTx < 1 za svaki indikator klike &} N {x € RIVI: x > 0}
zovemo poliedar odreden klikama grafa G.

Neka je P; poliedar stabilnih skupova, P, poliedar odreden klikama i P3 poli-
edar frakcionalnih stabilnih skupova. Oc¢igledno imamo P; C P, C P5 s time da
je P> = P3 ako i samo ako graf ne sadrZi trokut [9]. Sljedeca propozicija govori
kada je P; = Ps.

Definicija 2.8. Neka je G = (V,E) graf. Najmanji prirodan broj n takav da postoji
preslikavanje f : V. — {1,...,n} takvo da f(u) # f(v) za sve {u,v} € E zovemo
kromatski broj grafa i za graf G kaZemo da je savrSen ukoliko je kromatski broj svakog
induciranog podgrafa jednak velicini najvece klike u tom podgrafu.

Propozicija 2.2. [9] Neka je G = (V, E) graf. Poliedar stabilnih skupova grafa G jednak
je poliedru odredenom klikama ako i samo ako je G savrsen.

Imajudi na umu gore navedene rezultate, promotrimo sljedeéi problem. Neka
je G = (V,E) graf, P poliedar stabilnih skupova grafa G, w : V. — Z™ teZzinska
funkcija. Problem pronalaska

argmax Y w(v)x,
x€P  vev
zovemo problem tezinskog stabilnog skupa. Tom problemu moZemo pristupiti
metodom reznih ravnina. Specifi¢no, pomoéu Algoritma 1 suZavamo prostor pre-
trage s bilo kojeg poliedra koji sadrzi poliedar Q odreden klikama na poliedar P

za koji vrijedi
max ) w(v)x, =max ) w(v)x
xEP U;, (0)x0 erv;, (0)%

nakon &ega nekom drugom metodom odabiremo y € P N {0,1}V1.

Problem pronalaska klike maksimalne teZine je NP-hard [7] tako da u op-
¢em slucaju se ne mozemo nadati efikasnom pronalasku poliedra odredenog kli-
kama, ali koristenjem kombinatorne strukture partikularnog problema mozemo
efikasno pronaci neke klase klika, ¢cime ¢emo se baviti u narednim poglavljima.
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Algoritam 1 Pronalazak optimuma iz poliedra odredenog klikama
1: procedure cLiQue-cut(P;)
& i1
3 while postoji klika s linije 5 do
4 y() argmax,cp. Y pev w(0)xo
5 Si < klika za koju je } ¢, yz(,i) 3 1
6: P P {x e RIVI: Zvesi Xy < 1}
7
8

i+—i+1
return P;

2.3 Metoda grananja i ogranicavanja

Neka je poliedrom P C IR" i vektorom ¢ € R"” zadan maksimizacijski problem
cjelobrojnog programiranja koji dodatno zadovoljava 0 < x <1zasve x € P. To
jest, problem pronalaska

argmax ¢ TX 3

xePN{01}n

Ukoliko imamo na raspolaganju efikasan algoritam za ra¢unanje netrivijalne gor-
nje ograde teZine rjeSenja tog problema, mozemo ga iskoristiti prilikom iscrpnog
pretrazivanja na nac¢in da odbacimo podstablo pretraZivanja ukoliko je u njemu
gornja ograda rjeSenja manja od teZine najboljeg pronadenog dopustivog rjese-
nja. Za odabir dopustivog rjeSenja z € P N {0,1}" moZemo primjerice postupiti
pohlepno kao u [3] no postoje i druge moguénosti.

Primjenjujuéi metodu na problem teZinskog stabilnog skupa koristeéi poliedar
odreden klikama za pronalazak gornje ograde i koriste¢i pohlepnu metodu (ovdje
nazvanu GREEDY) iz [3] za pronalazak cjelobrojnog rjeSenja, dobivamo Algori-
tam 2. Radijednostavnosti notacije pretpostavljamo da su vrhovi grafa numerirani
od 1 do |V|. Ulaz algoritma je poliedar P unutar kojeg trazimo optimalan tezinski
stabilni skup grafa G = (V, E) uz tezinsku funkcijuw : V. — Z™.

Algoritam 2 Optimalan teZzinski stabilni skup metodom grananja i ogranic¢avanja
1: procedure vaL(x)
22 return ),y w(v)Xy

3: procedure BnB(P,i = 1)
4 P « criQue-cut(P)
5: z + GrReeDY(P)
6: Y < argmax,. {ylz}VAL(X) > v je globalna varijabla
B if i < |V| then
8 if max,cp vaL(x) > vaL(y) then
9: Py Pn{xcRVl:x; =0}
10: BNB(Py, i+ 1)
11: Pr+—Pn{xeRV:x =1}
12 BNB(Pp, i+ 1)




2.4. SPARIVANJE STABALA 7

2.4 Sparivanje stabala

Neka je G = (V, E) stablo s istaknutim korijenom, x, y € V. Definiramo relacije

x <y <= vrhxje predak vrha y,
x ~y <= xjepredak od yiliyje predak od xili x = y.

U ostatku teksta, koriste¢i definiciju iz [3], sva stabla ¢emo smatrati ukorijenjenim
i usmjerenim od korijena prema listovima. Posebno, ako je P C V put, onda za
sve x,y € P vrijedi x ~ y. Korijen stabla G ¢emo oznacavati r(G). Ukoliko je
x < y, jedinstveni put od x do y éemo oznacavati [x, y]. Za skup A C V najnizeg
zajednickog pretka elemenata skupa A ¢emo oznacavati LCA(A). Skup vrhova
podstabla s korijenom u x € V ¢éemo oznacavati 7(x), skup djece vrha x éemo
oznacavati c(x), a jedinstvenog roditelja vrha x # r(G) éemo oznacavati p(x).

Definicija 2.9. Nekasu Gy = (Vy,E1) i Gy = (V,, Ep) stabla. Za M C Vy x V, kaZzemo
da je sparivanje stabala Gy i G, ukoliko vrijedi

x<x << y<y V(x,y), (x,y") € M. (S1)
Nadalje, neka je w : Vi x Vo — Z teZinska funkcija. Broj

wM) =} w(xy)

(xy)eM
éemo zvati teZina sparivanja M. Za bilo koje sparivanje M koje zadovoljava

M € argmax w(M’)

M’ sparivanje
éemo reci da je optimalno.

U slucaju kada je barem jedno stablo put, postoji O(|V;||V2|) algoritam za pro-
nalazak optimalnog sparivanja [3].

Neka smo u situaciji Definicije 2.9. Dodatno definirajmo graf G = (V; x
Vs, E), tako da elementi skupa E odgovaraju parovima bridova koji zadovoljavaju
uvjet S1. Odnosno,

E={((xy),*,v):x,yeV,y,y e htd x<x < y <y}

Postoji trivijalna bijekcija izmedu sparivanja grafova Gi, G, i klika grafa G. To
jest, problem pronalaska optimalnog sparivanja stabala G; i G, je ekvivalentan
problemu pronalaska klike maksimalne teZine grafa G, odnosno stabilnog skupa
maksimalne teZine komplementa grafa G. Stoga uz efikasan algoritam za prona-
lazak stabilnih skupova u grafu G moZemo postupiti kao u poglavlju 2.2. Time je
motivirana sljedeca definicija.

Definicija 2.10. Neka su Gy = (V4,E1) i Go = (Va, Ep) stabla. Za M C V; X V, éemo
reci da je antisparivanje stabala Gy i G, ukoliko vrijedi

x<ax = yLy V(x,y), (x,y) € M. (A1)
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Postoji O(|V1||V2|) algoritam za problem pronalaska antisparivanja maksi-
malne teZine u slucaju kada su G; i G, putevi [3]. U poglavlju 4 prezentiramo
polinoman algoritam za slucaj kada je barem jedan od grafova put. S obzirom da
je opdi slucaj antisparivanja naizgled teZak, razmatramo prirodan posebni slucaj.

Definicija 2.11. Neka su Gy = (V4,Eq) i G, = (V3, Ep) stabla. Za M C V; X V, éemo
reci da je si-antisparivanje stabala Gy i G, ukoliko vrijedi

x~x = yty V(x,y), (x",y) € M. (B1)

Postoji O(|V;]|V»|) algoritam za problem pronalaska si-antisparivanja maksi-
malne teZine u slucaju kada je barem jedan od grafova put [3]. U poglavlju 3
prezentiramo polinoman algoritam za op¢i slucaj. U poglavlju 4 ¢emo vidjeti da
kombiniranjem tog algoritma s algoritmom za pronalazak antisparivanja za slu-
¢aj kada je barem jedan od grafova put dobivamo netrivijalnu donju medu tezine
maksimalnog antisparivanja.

Pojmove tezina antisparivanja, optimalno antisparivanje, tezina si-
antisparivanja i optimalno si-antisparivanje definiramo analogno kao i za
Sparivanja.



3 | Si-antisparivanje

U ovom poglavlju prezentiramo algoritam za pronalazak optimalnog si-
antisparivanja. U tu svrhu razmatramo kombinatorna svojstva si-antisparivanja
iz kojih proizlazi polinoman algoritam. Naime, pokazat éemo da si-antisparivanja
imaju jednostavnu strukturu i da postoji uredaj koji omogucava konstrukciju poli-
nomnog algoritma koriste¢i dinamicko programiranje. Takoder ¢emo predstaviti
O(|V1]2|V»]?) algoritam koji koristi navedena svojstva.

3.1 Dekompozicija

Neka je M si-antisparivanje stabala T; = (V4,E;) i T» = (V», Ez). Za proizvoljne
skupove A C V4, B C V, oznacavat ¢emo

M(A)={yeV:(x,y) e Mzanekix € A },
M YB)={xe€Vy:(x,y) € Mzanekiy € B}.

Za proizvoljne x € Vi, y € V, uvodimo analogne oznake M(x) i M~!(y). Nadalje,
oznacavat ¢emo

VM= {xecV;:(x,y) € Mzanekiy € V»},
VM={yecVy:(x,y) € Mzanekix € V;}.

Za proizvoljni podskup skupa V; ili V, uvodimo analogne oznake. Neka je do-
datno P; put u T;. Redi éemo da je P; si-maksimalan ukoliko za svaki put Q; u Ty
vrijedi |QM] < |PM|. Klju¢na opservacija je da postoji najvise jedan si-maksimalan
put u Ty koji sadrzi barem dva elementa skupa VM.

Lema 3.1. [2] Neka je M si-antisparivanje i Py si-maksimalan put u Ty. Tada je A; =
VM\ PM antilanac.

Dokaz. Pretpostavimo da A; nije antilanac. Tada postoje x,y € Ay, x # y takvida
je x ~ . S obzirom da je P; si-maksimalan, postoje u,v € PM takvi da je u  x,
uky,vfx vy Medutim, tada imamo M(u), M(v) C [r(T,), LCA(M(x) U
M(y))], $to je kontradikcija. O

Iz definicije si-antisparivanja trivijalno slijedi da je M(P;) antilanac. Naslu¢u-
jemo da si-antisparivanja antilance preslikavaju u puteve, Sto vrijedi do na rubni
slucaj.
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Lema 3.2. [2] Neka je M si-antisparivanje i Ay C VM antilanac. Tada postoji put
P, C V; takav da je M(A1) C Py ili postoji x € A; takav da je M(A1 \ {x}) C P.

Dokaz. Pretpostavimo ne postoji takav put P». Tada postoje u,v € M(A;) takvida
je u # v. Stogaimamo a ~ bzasvea,b € M~1({u,v}) N A;. No Aj je antilanac,
i stoga M~1({u,v}) N A1 je jednoclan skup. Neka je x jedinstveni element tog
skupa. Izx £ yzasvey € Ay \ {x}slijediu ~ziv~zzasvez € M(A;\ {x}).
Drugim rije¢ima, [r(T>), LCA(u,v)] je traZeni put. O

Specificno, zanima nas onaj antilanac, dobiven prikladnim odabirom si-
maksimalnog puta u T3, koji se preslikava u put i time ne ulazi u posebni slucaj
prethodne leme.

Lema 3.3. [2] Neka je M si-antisparivanje. Tada postoje si-maksimalan put Py C Vy i
put P C V; takvi da je M(VM \ PM) C P,.

Dokaz. Neka je P] proizvoljan si-maksimalan put. Prema Lemi 3.1, A; = VM \ P]
je antilanac. Pretpostavimo da ne postoji traZzeni put P> C V,. Tada postoji x € A;
takav da elementi skupa M(x) ne leZe na istom putu. Tada je put P; = [r(Ty), x]
takoder si-maksimalan jer bi u suprotnom postojali u, v € Pj N\ VM, u # v, u # x1i
v # x takvidaje M(u), M(v) C [r(T), LCA(M(x))], $to je kontradikcija s u ~ v.
S obzirom da je P si-maksimalan, maksimalni element (u smislu relacije <) skupa
Py N VM zadovoljava u # z za sve z € Ay. To jest, A; U {u} je antilanac i kao u
dokazu Leme 3.2 zaklju¢ujemo da postoji put P, C V, takav da je M(A; U {u} \
{x}) C P, O

Iz prethodnih razmatranja, zamjenom uloga T i T, direktno slijedi teorem o
dekompoziciji.

Teorem 3.1. [2] Neka je M si-antisparivanje. Tada postoje si-maksimalan put Py C V3,
antilanac A1 C V4, si-maksimalan put P, C V;, i antilanac A, C 'V, takvi da su VlM =
PMuU Ay i VM = PM U A, disjunktne unije, M(A;) C Pyi Ay = M(Py).

3.2 Si-antisparivanje stabla i puta

Neka su Ty = (V,E;) i T» = (V,,E;) stabla, x € V4, 0,0 € V5, v < v'. Ozna-
¢imo s a(x, v,v") teZzinu optimalnog si-antisparivanja podstabla ukorijenjenog u x
i puta [v,v']. Koristimo istu oznaku i u slu¢aju zamjene uloga T; i T»>. Poznato je
(vidinpr. [3]) da je taj broj jednak teZini antilanca maksimalne teZine u podstablu
ukorijenjenom u vrhu x s tezinskom funkcijom w : V; — Z ™ definiranom izrazom

w(x) =) w(xz).

z€[v, 0’

Elementarna je zadaca pronaci algoritam koji koriste¢i dinamicko programira-
nje na stablu rac¢una taj broj u O(|V;|). Nazovimo taj algoritam TREE-AC. U
svrhu pronalaska optimalnog si-antisparivanja, potrebni su nam a(x, v, v') za sve
x,v,v'. Algoritam 3 efikasno prosiruje TREE-AC ra¢unajudi traZene vrijednosti u
vremenu O(|V1]?||Va] + |V1]|V2|?). Uocimo da ga je potrebno izvrsiti i sa zamije-
njenim ulogama stabala T; i T>.
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Algoritam 3 Racunanje teZine optimalnog si-antisparivanja za svaki par stabla i
puta

1: procedure ALPHA
2: for x € V; do

3: w'(x) 0 > w' je globalna varijabla
4: forv € V, do

5 DFs(v, V)

6: procedure prs(v, v')

7 for x € V; do

8: w'(x)  w'(x) +w(x,v')

9 a(-,0,v) + trREE-AC(T}, W') > a je izlaz algoritma
10:  foro” € ¢(v') do

11 prs(v, ")

19 for x € V; do

13: w'(x)  w'(x) —w(x,v')

3.3 Si-antisparivanje stabla i stabla

Neka smo u situaciji Teorema 3.1. Rastavimo ¢lanove antilanca A; s obzirom na
podstablo s korijenom u P; u kojem se nalaze. Formalno, za x € A; oznadimo s
I(x) najniZzeg pretka od x koji se nalazi u P;. Tadaje {(x,y) € A1 X Ay : I(x) =
I(y)} relacija ekvivalencije. Neka su By, . . ., B, klase ekvivalencije te relacije. U¢i-
nimo analogno s A, i klase ekvivalencije ozna¢imo Cy, . .., Cy,. Bez smanjenja op-
Cenitosti, pretpostavljat éemo I(by) < I(b2) < ... <I(by),zab; € By,...,by € By,
i analogno I(c;) < I(c2) < ... < Il(cm), zac; € Cq,...,cm € Cp. Nadalje, za
x € PM oznagimo L(x) = {I(c;) : C;N M(x) # @}.

Uz te oznake moZemo pokazati da postoji uredaj si-antisparivanja koji omogu-
¢ava primjenu dinamickog programiranja.

Teorem 3.2. [2] Neka smo u situaciji Teorema 3.1 i neka je x € PM. Tada vrijedi
Ih)<x <= u<vw Vu € M(B;) Vv € L(x)

Dokaz.

Pretpostavimo da postoji B; takav da je I(b;) > xiu < v zaneke u €
M(B;) iv € L(x). Tada postoji w € M(x) takav da je u ~ w. Nekajey €
B;N M~ 1(u). Tada je x ~ y zbog I(b;) > x, §to je kontradikcija s pretpostavkom
da je M si-antisparivanje.

Pretpostavimo da postoji B; takav da je I(b;) < xiu > v zaneke u €
M(B;) iv € L(x). Tada postoji w € M(x) takav dajez  w. Nekajey € B;N
M~Y(u). Tadaje x % y zbog I(b;) < x, §to je kontradikcija s pretpostavkom da je
M si-antisparivanje. U

Sada je struktura si-antisparivanja u potpunosti opisana i moZzemo pokazati
kako pomoc¢u dinamic¢kog progamiranja u polinomnom vremenu pronadi opti-
malno si-antisparivanje.
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Teorem 3.3. [2] Neka je M optimalno si-antisparivanje stabala Ty = (Vy,Eq1) i T, =
(Va, Ep),inekaje f : (V43 x Vo) U (Va x V1) — Z7T funkcija definirana izrazom

max {f(v',u') + Z Z a(y,0,0")

F(0) = max § % ETE el p ()] yec(oN ']

max a(u,0,0")
v'et(v)

o _ f(r(Th), (T2))
Tada vrijedi w(M) = max {f(r(Tz),r(Tl))

Dokaz.
Nekajeu' € t(u)\{u}iv € 7(v)\ {v}. Unija A antilanaca iz podstabala
s korijenima iz c([u, p(1')]) \ [, u'] je antilanac, pa je A x [v, V'] si-antisparivanje.
Zbogx A yzasvex € T(u'),y € Aix ~yzasvex € [v,v'],y € T(v') induktivno
zaklju¢ujemo da je svaki skup kojeg algoritam nalazi si-antisparivanje.
Neka je M neprazno si-antisparivanje. ako je PM = @ onda je w(M) <
(r(T1),q1,9-), gdje su g1 i g redom minimalan i maksimalan (u smislu relacije
<) element skupa PM. Akoje PM = {py, .., p}, b.s.0. p1 < pa < ... < py. Lakose
vidi da nije smanjenje opcenitosti pretpostaviti /(b;) < p;. Napravimo particiju
si-antisparivanja M = GUF takodaje G = M N (V1 \ 7(p1)) x M(V1 \ 7(p1)))
iF = M\G. Imamo w(G) < Yselr(ry)p(py)] Lyec(\[(Ty)pnl #(Y-91,9r) gdje st 1
i g, redom minimalan i maksimalan (u smislu relacije <) element skupa M(G).
Nastavljajuéi induktivno na podstablima s korijenima ¢, i p; i si-antisparivanjem
F dobivamo w(F) < f(qr, p1)- O

Optimalno si-antisparivanje moguce je pronaéi u vremenu O(|Vy|?|V;|?). To je
ilustrirano Algoritmom 4. Nakon inicijalnog poziva SELECT-PATH(r(T1),7(T2)),
algoritam alternira izmedu odabira puta i odabira antilanca. Varijablom s efikasno
odrZavamo tezinu trenutno razmatranog antilanca koristedi istu tehniku koja je
koriStena i u Algoritmu 3.
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Algoritam 4 Racunanje teZine optimalnog si-antisparivanja

1

2:

10:

1
12:
13:

14:
15:
16:
17:

18:

0PN O w

: procedure SELECT-PATH (1, V)
6«0
for v’ € ¢(v) do
JL < SELECT-ANTICHAIN (0, 1, ¥', 0)
A ¢ SELECT-PATH (U, V')
d < max{A,u,d}
return ¢
: procedure SELECT-ANTICHAIN (¥, i, U/, )
if c(v') = @ then
return a(u,v,7")
6«0
for u’ € c(y) do
s+ s+ Y, a(z,0,7")
zec(p(u))\{w'}
p < seLeCT-PATH (', u')
A ¢— SELECT-ANTICHAIN (v, 1/, U/, 8)
0 < max{A,s+u,d}
S 5— . a(z,0,7")
zec(p(u))\{w'}

return §







4 | Antisparivanje

Za problem optimalnog antisparivanja u posebnom slucaju dva puta postoji
O(|V1||V2]) algoritam [5]. Sljedeci teorem generalizira taj algoritam na slucaj an-
tisparivanja stabla i puta.

Teorem 4.1. [2] Neka je M optimalno antisparivanje puta [u, v] i stabla ukorijenjenog u
x. Tada vrijedi

Y 1(,u,0) v=1u
yec(x)
(M) = 7(x,u,0) = w(o,x) + { Y 2(,u0)
max { yec(x) @l
V(x, 1, p(0))

Dokaz.

Neka je (k,I) brid odabran na nekom koraku algoritma. Tada svaki element
skupa [u, k] x T(I) tvori antisparivanje s (k,I). Induktivno, svaki skup pronaden
algoritmom je antisparivanje.

Neka je M antisparivanje. Tada je M’ = M U {(v,x)} antisparivanje za
koje vrijedi w(M) < w(M’). Neka je k jedinstveni minimalni element skupa {k’ €
[u,v] : (K',x) € M'}. Imamo (z,w) ¢ M’ zasve (z,w) € ([k,v]\ {k}) x (T(x) \
{x}). Stoga postoji particija M' = PUT, gdjeje P = ([k,v] x {x})nM'iT =
([u, k] x (t(x) \ {x})) N M". Ocigledno vrijediw(P) < ¥, w(z, x) iinduktivno
dobivamo w(T) < Yo cc(x) Y (Y, 1, k). O

S obzirom da je u fiksan, dinamicki program ima O(|Vy||V3]|) stanja i svaki
brid stabla algoritam prolazi O(|V;|) puta. Zaklju¢ujemo da je vremenska slo-
Zenost algoritma O(|V;||Vz]). Teorem 3.3 stoga sugerira trivijalnu generalizaciju
Teorema 4.1 na slucaj antisparivanja stabla i stabla jednostavnom zamjenom « s .

Korolar 4.1. [2] Neka je M optimalno antisparivanje stabala Ty = (V1,E1) i T, =
(Va, Ep), inekaje f : (V43 x Vo) U (Va x Vi) — Z7 funkcija definirana izrazom

f(u,0) = max { 4 ET xelup(u)] yee(x)\ [
max v (u,v,v)
v'et(v)

max [f(v’,u’) + ). Y., .07

o f(r(Ty),r(T7))
Tada vrijedi w(M) > max {f(r(Tz),V(Tl))






Zakljucak

U ovom radu smo razmotrili problem pronalaska reznih ravnina za problem spa-
rivanja stabala. Vidjeli smo da je taj problem ekvivalentan pronalasku klika u prik-
ladno konstruiranom grafu. Kombinatorno smo okarakterizirali prirodno defini-
ranu netrivijalnu klasu tih klika i prezentirali polinoman algoritam koji koriste¢i
dinamicko programiranje pronalazi maksimalnu kliku iz te klase. Efikasan algori-
tam za pronalazak takvih klika nam u spoju s algoritmom za rjeSavanje problema
linearnog programiranja daje ogradu teZine optimalnog rjeSenja originalnog pro-
blema. Ogradu teZine optimalnog rjeSenja mogucde je iskoristiti za efikasniji pro-
nalazak samog rjeSenja. Rezultati ovog rada sugeriraju da je razmatranje analogno
definiranih klika za druge probleme potencijalno plodonosan pravac istrazivanja.
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Sazetak

U ovom radu se bavimo problemom generiranja reznih ravnina za poliedar sta-
bilnih skupova problema sparivanja stabala. Prezentiramo strukturu problema i
algoritme koji iz njih proizlaze.
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Cutting plane method for the tree mat-
ching problem

Summary
In this paper, we consider the problem of generating cutting planes for the stable

set polytope of tree matching problem. We present the structure of the problem
and the algorithms which they motivate.
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