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Uvod

Rak je jedna od najdugovjecnijih i najistrazivanijih bolesti u povijesti ¢ovjecanstva. Ra-
zvoj modernih lijekova i terapija protiv raka kompleksan je proces koji najcesce zahtijeva
interdisciplinaran pristup. Matematicki modeli pokazuju se kao iznimno koristan alat za
otkrivanje i objasnjavanje razli¢itih mehanizama rasta tumora. Njihova upotreba u medi-
cini zapocinje sredinom 20. stoljec¢a, a s razvojem racunala ti modeli postaju sofisticiraniji i
njihova primjena u medicini postaje gotovo neizostavna.

Za objasnjavanje neometanog rasta netretiranih tumora razvijeni su mnogobrojni mate-
maticki modeli, a svakako najpoznatije su klasiéne krivulje rasta, od kojih neke potjecu cak
iz 19. stolje¢a. S druge strane, postoje i modeli koji opisuju nemonotoni rast tumora, koji
su tretirani zracenjem, radijacijom ili nekim specificnim lijekom. Modele koji opisuju ovu
pojavu zovemo krivulje ponovnog rasta tumora te oni ¢ine sredisnju temu ovoga rada.

Kako bismo opisali teoriju krivulja ponovnog rasta najprije ¢emo objasniti teoriju klasi¢nih
krivulja rasta te krivulja prezivljenja. Zatim, navodimo nekoliko specijalnih krivulja ponov-
nog rasta te demonstriramo njihovu primjenu. Naposlijetku, objasnjavamo neke mjere ishoda
tretmana koje se koriste za ocjenjivanje i usporedivanje efikasnosti tretmana te navodimo
kako se one statisticki testiraju.



1 Klasi¢ne krivulje rasta

Cesto pocetak razvoja nekog organizma ili tkiva odvija se eksponencijalnom stopom rasta,
odnosno stopom rasta proporcionalnom trenutnoj veli¢ini organizma. Ako s f oznacimo
trenutnu veli¢inu organizma, s x vrijeme te s s konstantu rasta, tada eksponencijalni rast
mozemo opisati sljede¢om diferencijalnom jednadzbom

— =xf, k>0,

¢ije se rjesenje, f(z) = ve, v € R, jo§ naziva i Malthusov! zakon. Po tom zakonu, pri

konstantnim uvjetima populacija raste (ili opada) eksponencijalno.

Medutim, u prirodi eksponencijalni rast nije odrziv te stopa rasta nekog organizma (po-
pulacije) usporava kako se trenutna veli¢ina priblizava svojoj maksimalnoj veli¢ini o =
xh_{go f(z). Ograniceni eksponencijalni rast moze se posti¢i uz pretpostavku da je stopa

rasta proporcionalna razlici izmedu konacne i trenutne velicine, (o — f), tj. da vrijedi

%:ri(a—f), k> 0.

Klasu krivulja ¢iji je rast ogranicen te ¢ija stopa rasta nakon postizanja maksimuma
polako opada u nulu nazivamo sigmoidalne krivulje, a lako ih prepoznajemo po obliku slova
”S”. To su krivulje sljedeceg oblika:

D o g(p(ha) — n(1), (1)

gdje su g i h rastuée funkcije sa svojstvom ¢(0) = h(0) = 0, a simbol o< oznacava proporci-
onalnost izmedu navedenih veli¢ina. Specificno svojstvo ovih krivulja je da trenutak u kojem
se postize maksimalna stopa rasta odgovara poziciji tocke infleksije.

Na slici 1 mozemo vidjeti primjer sigmoidalne krivulje i grafa stope rasta veli¢ine f.
Vidimo kako se maksimalna stopa rasta postize tocno u tocki infleksije krivulje f.

df/dx

Slika 1: Primjer sigmoidalne krivulje i odgovarajuce krivulje stope rasta velicine f.

!Thomas Robert Malthus (1776.-1834.), engleski demograf.
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U nastavku poglavlja objasnit ¢emo klasicne krivulje rasta, koje su specijalni oblici sig-
moidalne krivulje, a koriste se pri modeliranju (ponovnog) rasta tumora.

1.0.1 Logisticki model

Ukoliko u izrazu 1.1 uvrstimo funkcije h i g koje su identitete dobivamo diferencijalnu jed-
nadzbu sljedeceg oblika:

d

—fsz(a—f), k>0, a>0, 0< f(zr)<a, VzelR

dr «
Sigmoidalnu krivulju koju dobivamo rjesavanjem ove jednadzbe nazivamo logisticka krivulja,

koja glasi:
«

1@ = e

Lijeva horizontalna asimptota je pravac f(x) = 0, dok je desna horizontalna asimptota
pravac f(x) = a. Uo¢imo da model pretpostavlja da veli¢ina f ne moze postiéi vrijednost
0, odnosno, da vrijedi f(x) # 0, Vz € R. Maksimalna stopa rasta wy; = ka/4 postize se za
f(v) = a/2, sto znaci da je stopa rasta simetri¢na obzirom na pravac x = .

Postoje mnoge parametrizacije logisticke krivulje, a jedna od najcesc¢ih je

/(@)

—o0 < & < 00. {1.2)

_ a
1+ Bera’

gdje je uzeto B = €™ u izrazu 1.2.

Ovu je krivulju prvi izveo znanstvenik Pierre-Francois Verhulst?, koji je zastupao te-
oriju da je stopa reprodukcije neke populacije, pri stalnim uvjetima, proporcionalna veli¢ini
trenutne populacije, ali i koli¢ini dostupnih resursa. Ovaj se model ponekad koristi u me-
dicini za jednostavno opisivanje neometanog rasta tumora te u modelima za optimizaciju
kemoterapije, no pokazuje se da je Gompertzov model nesto prikladniji za tu svrhu.

Na slici 2 mozemo vidjeti kako se mijenja oblik logisticke krivulje u ovisnosti o razli¢itim
vrijednostima parametara ove krivulje.

2Pierre-Frangois Verhulst (1804.-1849.), belgijski matematicar
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Slika 2: Grafovi logisticke krivulje za razlicite vrijednosti parametara. Fiksne vrijednosti
parametara gledajuéi s lijeva na desno su redom: « = 0.5&y =0, = 10&vy =0 i
a= 10&x=1>0.5.

1.0.2 Gompertzov model

U Gompertzovom modelu, stopa rasta je dana izrazom

. .

=krf(loga—logf), >0, a>0,
dz

kojeg dobivamo primjenom g(x) = zih(x) = logz u 1.1. Rjesenje te diferencijalne jednadzbe
glasi

Fle) = Y Il

Za ovaj model je specificno da stopa rasta ubrzava dok ne dostigne maksimalnu stopu rasta
wy = kafe u tocki infleksije (z, f) = (v, a/e), a zatim usporava te naposlijetku stagnira.
Takoder, moze se pokazati da je bilo koja potencija Gompertzove krivulje opet Gompertzova
krivulja, $to je korisno svojstvo kada se promatra duljina, povrsina te volumen.

Pocetkom 19. stolje¢a, matematicar Gompertz? razvio je ovaj model kako bi opisao po-
javu da stopa smrtnosti ljudi eksponencijalno raste starenjem. Kasnije je otkriveno da taj
model dosta dobro opisuje rast veli¢ine nekog organizma, a pogotovo rast tumora. Mnogi
su pokusaji interpretacija ovog fenomena, a za vise informacija vidjeti [7] i [8]. Na slici 3
pogledajmo razli¢ite grafove Gompertzove krivulje za razli¢ite vrijednosti parametara.

3Benjamin Gompertz (1779.-1865.), engleski matematicar
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Slika 3: Grafovi Gompertzove krivulje za razlicite vrijednosti parametara. Fiksne vrijednosti
parametara gledajuéi s lijeva na desno su redom: « = 0.5&y =0, = 10&vy =0 i
a= 10&x=1>0.5.

1.0.3 Von Bertalanffyjev model

Znanstvenik Ludwig von Bertalanffy* smatrao je kako stopa rasta nekog organizma nastaje
kao razlika izmedu anabolizma - sinteze novog materijala te katabolizma - razgradnje pos-
tojeceg materijala. Preciznije, smatrao je da je anabolizam u alometrijskom odnosu s f
(proporcionalan nekoj potenciji veli¢ine f), dok je katabolizam proporcionalan f, odnosno,

da je
daf

gz T
sto daje von Bertalanffyjev model. Pokazuje se kako u prirodi brzina metabolizma ¢ iznosi
2/3. Gledajuéi os velicine, tocka infleksije nalazi se na poziciji (%)3 konacne velicine.

Ovaj model ¢esto se primjenjuje u ekologiji za modeliranje rasta riba te u paleontologiji
za modeliranje rasta nekih vrsta skoljki.

f5_£f7 77>07 §>O7 (5>07

1.0.4 Richardsova krivulja

Richardsova® krivulja definirana je izrazom

& _ = f{(i>6_1—1], r=n(l=8a’,

dr  1-—96 «a

4Ludwig von Bertalanffy (1901.-1972.), austrijski biolog
SFrancis John Richards (1901.-1965.), engleski botanicar



gdje su «, K i n pozitivni parametri, a 6 # 1. RjeSenje ove diferencijalne jednadzbe je
krivulja:

f@) = a(l+ (6 — 1)e*@E-MY1=8 541, (1.3)

Richardsova krivulja svojevrsna je generalizacija dosada spomenutih modela, obzirom da
obuhvaca logisticki model (za § = 2), von Bertalanffyjev model (za § = 2) te Gompertzov
model (kada § — 1).

Parametar ¢ odreduje poziciju tocke infleksije, ¢ije su koordinate (v, a/6Y/C~D), te tako
utjece na oblik krivulje. Odgovarajuca maksimalna stopa rasta kod ove krivulje iznosi wy; =
rad®/ (-9

Nadalje, pustimo li 6 — oo u 1.3 Richardsova krivulja nalikuje na pravac, dok za § < 0 ta
krivulja niti nema tocku infleksije. Kao i ranije, za fiksnu vrijednost parametra J parametar
x mozemo promatrati kao faktor skaliranja vremena x.

Kao alat za usporedivanje stopa rasta krivulja razli¢itih oblika Richards izvodi izraz za

srednju stopu rasta:
« o—1
1 / S EY T Calape 2
afy 1—a|\a 2(0+1)

Sada izraz k/(2(0 + 1)) predstavlja mjeru stope rasta krivulja razlicitog oblika, korigiranu
za konacnu veli¢inu a.
Na slici 3 mozemo vidjeti Richardsovu krivulje za neke specifiéne vrijednosti parametra

J.

o S
—— 8 = 2/3 (Von Bertalanffyjeva krivulja)
0 — 0 = 2 (Logisticka krivulja)
—— 0 -> 1 (Gompertzova krivulja)
d=-01
Py © 6 = 0
=
q— fa—
o
=
I I I I [
-10 5 0 5 10
X

Slika 4: Richardsova krivulja za razlic¢ite vrijednosti parametra . Ostali parametri su fiskni
1iznose a =10,k =051y = 0.

Sli¢no, na slici 5 vidimo Von Bertalanffyjevu krivulju, kao specijalan oblik Richardsove
krivulje za razlicite vrijednosti parametara.
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Slika 5: Grafovi Von Bertalanffyjeve krivulje za razlic¢ite vrijednosti parametara. Fiksne
vrijednosti parametara gledajuéi s lijeva na desno suredom: k =0.5&v=0,a=10&~v =0
i =10kr =05.

2 Krivulje prezivljenja

Vazna komponenta svih modela ponovnog rasta tumora su krivulje prezivljenja. One odreduju
udio stanica tumora koje prezive neki tretman usmjeren na smanjivanje velicine ili broja
stanica tumora, ovisno o dozi tog tretmana, D. Ukoliko sa S = S(D) oznacimo krivu-
lju prezivljenja, tada u slucéaju izostanka tretmana mora vrijediti S(0) = 1, dok u slucaju
primljene (teoretske) beskonacne doze tretmana sve stanice tumora umiru, tj. S(oo) = 0.

Jedna od jednostavnijih i najcesce koristenih krivulja prezivljenja je eksponencijalna kri-
vulja prezivljenja

S(D) =e=®, w30
Parametar a ovdje oznacava stopu odumiranja stanica tumora nakon primljenog tretmana
D, koju nazivamo radioosjetljivost (za detalje vidjeti [12]). Ovakva krivulja prezivljenja
tipicna je za jednostavne mikroorganizme, kao sto su virusi i bakterije.

Medutim, poznato je da kod sisavaca pri jako niskim dozama tretmana D udio prezivjelih
stanica tumora sporije opada nego u sluc¢aju primljene vecée doze. To je posljedica vece otpor-
nosti organizma te regeneracije stanica. Kao rezultat ovog efekta, krivulja prezivljenja dobiva
prepoznatljivo "rame”. U tom slucaju koristi se linearno-kvadratna krivulja prezivljenja,

S(D) =P a >0, B>0,

te specijalno, za a = 0, krivulja

S(D) = e P’

Na iducoj slici 6 mozemo vidjeti usporedbu grafova spomenutih krivulja prezivljenja za fiksne
parametre « i (3.
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Slika 6: Usporedba razlicitih krivulja prezivljenja za o = 0.5 1 8 = 0.5.

Nadalje, u [13] i [5] spominje se tzv. teorija mete. Po toj teoriji, za smrt neke stanice
potrebno je zracenjem pogoditi svaku od n jezgri unutar te stanice, tj. n meta. Pritom
je svaku metu dovoljno pogoditi jednom te je vjerojatnost pogadanja mete jednaka za sve
mete, neovisno o broju n, n € N. Ako eksponencijalnu krivulju prezivljenja e~ tumacimo
kao vjerojatnost da meta nije pogodena, tada (1 —e~2P)" predstavlja vjerojatnost da je svih
n meta pogodeno, te je

§(B)=1—[l—e =)

vjerojatnost da nisu pogodene sve mete. Sada krivulja prezivljenja m stanica s n meta glasi:
SD)=[1—-(1—-eP)"", neN, meN.

Na slici 7 mozemo vidjeti grafove krivulja prezivljenja po teoriji mete za razlicite vrijed-
nosti m i n.



Slika 7: Krivulje prezivljenja po teoriji mete za a = 2 i razlicite vrijednosti parametara m i
n.
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3 Krivulje ponovnog rasta tumora

U ovom poglavlju govorit ¢emo o krivuljama ponovnog rasta tumora, koje sluze za modelira-
nje nemonotonog rasta tumora ovisno o jacini primljene doze tretmana, D. Generalni oblik
krivulja ponovnog rasta je

R(t) = S(D)G(t) + G(0)(1 — S(D))e™®, ¢ >0,

gdje R(t) predstavlja krivulju ponovnog rasta, S(D) predstavlja krivulju prezivljenja koja
opisuje udio prezivjelih stanica raka ovisno o primljenoj dozi tretmana D te je G(t) krivulja
rasta koja opisuje neometani rast tumora netretiranog tumora. Pritom, G(0) oznacava
vrijednost krivulje rasta tumora u trenutku ¢ = 0, dok je ¢ > 0 stopa kojom stanice tumora
ostecene tretmanom odumiru.

Primijetimo kako za pocetnu vrijednost krivulje R zbog S(D) < 1 vrijedi sljedece:

R'(0) = S(D)G'(0) — ¢G(0)(1 — §(D)) < G'(0),

Sto znaci da ¢e ovakav tip modela biti prikladan za opisivanje tumora koji su vrlo responzivni
na tretman, tj. ¢iji volumen opada odmah po primljenom tretmanu.

Koristi ovih modela su siroke, a izmedu ostalog oni omoguéuju usporedbu mjera ishoda
razlicitih terapija, kao sto su vrijeme do udvostrucenja tumora ili vrijeme do ponovnog rasta
tumora. Zatim, oni ukazuju na optimalan raspored i intenzitet tretiranja tumora u slucaju
uzastopnih terapija te mogu ukazivati i na neke nekonvencionalne rezime tretiranja. Takoder,
uz specijalnu strukturu ovaj model omogucuje testiranje uc¢inkovitosti kombinacije tretmana
u usporedbi s ucinkovitosti pojedinacnih tretmana.

U nastavku ¢emo predstaviti specijalan slucaj krivulje ponovnog rasta - dvostruku ekspo-
nencijalnu krivulju ponovnog rasta. Zatim ¢emo teoriju generalnih krivulja ponovnog rasta
prosiriti na prijelazne krivulje ponovnog rasta, koje dopustaju prijelazni period rasta tumora
netom nakon tretmana. Naposlijetku, navodimo mjere ishoda tretmana koje odredujemo ko-
riste¢i parametre krivulja ponovnog rasta.

3.1 Dvostruka eksponencijalna krivulja ponovnog rasta

Pretpostavimo da N = N(t) modelira broj stanica tumora u nekom trenutku ¢ > 0. Stanice
tumora mozemo podijeliti u dvije skupine: na stanice koje se aktivno razmnozavaju (dijele
na dva jednaka dijela), P, te na stanice koje su u stanju mirovanja i ne razmnozavaju se, Q).
Sada ukupni broj stanica tumora u trenutku ¢ mozemo izraziti kao sumu

N(t) = P(t) + Q(2). (3.1)

Nadalje, pretpostavimo da je dinamika kretanja prethodno opisanih skupina stanica dana
na sljedeci nacin:

1. stanice P razmnozavaju se konstantom stopom v,
2. stanice () umiru konstantom stopom ¢ te

3. stanice P prelaze u skupinu () stopom 7.

10



Navedene pretpostavke mozemo izraziti matematicki sustavom diferencijalnih jednadzbi:

dP

% = VP, (32)
dqQ

Fiie TP — ¢Q), (3.3)

gdje su v, 7 i ¢ pozitivni parametri.

Sada, uz uvjet da je P(0) = P, dobivamo da je rjesenje diferencijalne jednadzbe 3.2
jednako P(t) = Pye**; t > 0. Dobiveni izraz zatim uvrstavamo u diferencijalnu jednadzbu
3.3, cije rjesenje uz uvjet Q(0) = Qg glasi:

Q) = 5 Poe” + <Qo -~ o3

Sada je ukupan broj stanica N(t) jednak sumi P(t) i Q(t) te glasi:

P()) €_¢t, 4 Z 0.

TH+Uv+ 0 ; T _
N(t) = ———PFye” — P B A ¥ )
(t) s 0€ +<Q0 V+¢o>€ ; s

Nadalje, neka je PF(t) = P(t)/N(t) omjer koji opisuje broj stanica tumora koje se raz-
mnozavaju ovisno o ukupnom broju stanica tumora i ozna¢imo PFy, = PF(0) i PF, =
tlim PF(t). Lako se pokazuje da vrijedi PF,, = (v + ¢)/(7 + v + ¢). Sada mozemo pisati
—00

P 1 1
N(t () P
) =pp ¢+ (PFO PFOO> o
PF, PF,
= Noe”' 4+ (1 — Noe™®*
PR ¢ ( PFOO) e

Oznacimo li sada s § omjer PFy/PF,,, dobivamo sljede¢i izraz za broj stanica tumora u
trenutku ¢:
N(t) = No(fe”t 4+ (1 — 0)e™®), t>0. (3.4)

Pritom, Ny predstavlja broj stanica tumora u trenutku ¢ = 0, a parametar § mozemo in-
terpretirati kao udio stanica koje su prezivjele primjenu nekog tretmana dozom D, stoga ga
mozemo modelirati nekom krivuljom prezivljenja S(D).

Specijalno, uvrstimo li jednostavnu eksponencijalnu krivulju S(D) = e~ na mjesto
parametra 6 u izrazu 3.4 dobivamo krivulju

N(t) = No(e™ Pt 4 (1 — e *P)e ) (3.5)

koju nazivamo dvostruka eksponencijalna krivulja ponovnog rasta. Primijetimo, broj stanica
tumora zadan je kao suma stanica koje su neostecene prezivjele tretman dozom D i rastu
neometano, Nye P+t te stanica koje su osteéene prilikom tog tretmana i postupno odu-
miru, Ny(1 — e *P)e~%!. Takoder, mozemo vidjeti da u slucaju izostanka tretmana (D = 0)
tumor raste eksponencijalno stopom v.

Kao sto je i ranije spomenuto, ova je krivulja prikladna za modeliranje ponovnog rasta
tumora koji se po¢ne smanjivati odmah nakon primljenog tretmana.
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3.2 Dvostruka eksponencijalna prijelazna krivulja ponovnog rasta

Sada ¢emo prosiriti teoriju iz prethodnog poglavlja kako bismo omoguéili modeliranje tumora
¢ije smanjenje kao reakcija na primljeni tretman nije trenutno. Tocnije, omogucit ¢emo
modeliranje prijelaznog perioda nakon primljenog tretmana, tijekom kojeg tumor nastavlja
rasti prije nego Sto ostecene tretirane stanice pocnu umirati.

U biologiji je poznato da se svako tkivo, pa tako i tumorsko, sastoji od stanica koje
se ciklicki kre¢u kroz stanicne faze. Kako slijedi iz [7], postoji Cetiri stani¢ne faze - to su
G1,5,Go 1 M faza. U G fazi dogada se sinteza RNK i proteina potrebnih za replikaciju DNK,
koja se zatim odvija u fazi S. Nakon S faze, stanica prelazi u Gy fazu, gdje se priprema za
stani¢nu diobu. Naposlijetku, stanica ulazi u M fazu, tijekom koje se dijeli na dvije jednake
stanice. Pritom, svaka od novonastalih stanica nastavlja se kretati kroz stanicni ciklus kako
je opisano ili provodi dulje vrijeme mirujuéi u fazi G, koja se ponekad naziva i faza Gj.

Kako bismo detaljnije opisali interakcije izmedu skupina stanica u razlicitim stani¢nim
fazama, uvest ¢emo sljedeée oznake: neka () ¢ine stanice u fazi Gy i Gy, S ¢ine stanice u fazi
S, G ¢ine stanice u fazi Gy te M ¢ine stanice u fazi M. Nadalje, ozna¢imo s

e 7 stopu prelaska stanica iz M u Q),

A stopu po kojoj stanice iz () umiru,

~ stopu prelaska stanica iz Q u .S,

0 stopu prelaska stanica iz S u G te

e . stopu prelaska stanica iz G u M.

Shemu dinamike kretanja stanica u stanicnom ciklusu mozemo vidjeti na slici 8.

Slika 8: Shema dinamike kretanja stanica u stani¢nom ciklusu.

Sada ukupan broj stanica tumora u trenutku ¢ modeliramo sumom

N@#)=Q(t) +S(t) + G(t) + M(¢),
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gdje se sumandi dobivaju rjesavanjem sljedeCeg sustava diferencijalih jednadzbi:

dQ s dG dM
— =TM - )\Q, — = — =05, —/ =uG.
at @ =9 e M
Pritom pretpostavljamo da su svi koristeni parametri pozitivni. Ovaj se sustav moze redu-

cirati na sljede¢u obi¢nu diferencijalnu jednadzbu cetvrtog reda:

d'Q ’Q

— = —A— 3.6
gdje je Kk = dyur, kK > 0. Kako bismo pronasli rjesenje ove jednadzbe, potrebno je rijesiti
karakteristiénu jednadzbu z* + A2® = k, u ¢emu nam pomaze sljedeéa propozicija preuzeta
iz [3], koju navodimo bez dokaza.

Propozicija 3.1. Algebarska jednadzba cetvrtog reda
A4 AB=kr A>0, k>0,

ima dva realna korijena, jedno pozitivno (v) i jedno negativno (—¢) te jedan par konjugirano
kompleksnih korijena, —(C 4+ w;.

Iz prethodne propozicije i teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi slijedi da je rjesenje
jednadzbe 3.6, sljedeceg oblika:

Qt) = Cre”t + Cole™ +T(1)), >0

gdje funkciju T'(t) = Ce ¢'sin(wt), C' > 0, zovemo funkcija prijelaza. Konstante C; > 0 i
C5 > 0 ovdje predstavljaju broj prezivjelih i oste¢enih stanica u nultom trenutku, tim redom.
Kako tvrdi [3], tada se i broj stanica tumora N (¢) moze modelirati krivuljom oblika

N(t) = Cie*t + Cole™ + T(t)). (3.7)

Ukoliko je Ny broj stanica tumora u trenutku ¢ = 0, tada C;/Ny predstavlja udio stanica
koje su prezivjele tretman, a Cy/Ny predstavlja udio stanica koje ¢e umrijeti od tretmana.
Kako bi krivulja 3.7 opisivala broj stanica tumora ovisno o dozi tretmana D, uvrstavamo
funkeciju prezivljenja S = S(D) na sljedeéi nacin:

N(t) = No(S(D)e** + (1 — S(D))(e* + Ce~* sin(wt))),

gdje je NoS(D) broj prezivjelih stanica za pocetni broj stanica tumora Ny. Konstantu C
racunamo iz uvjeta da je stopa nekontroliranog rasta tumora (za D = () jednaka stopi rasta
tumora u trenutku ¢ = 0.

Naime, u slucaju izostanka tretmana vrijedi da tumor raste eksponencijalno, tj. prati
formulu N(t) = Nye*!, sto pretpostavljamo da vrijedi i za trenutke prije pocetka mjerenja
veli¢ine tumora (¢t < 0). Zatim, zakljuc¢ujemo da mora vrijediti

d(Nee)|  d(N(D)

dt t=0  dt =0’

kako bi N(t) bila glatka u t = 0, za svaku dozu D. Ova jednakost daje da C' mora biti
jednako C' = (v + ¢) /w.
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Konaéno, uvrstavanjem dobivene konstante C' u izraz 3.7 dobivamo krivulju

N(t) = Ny (S(D)e“t +(1-S8(D)) (e—¢f + %d)e—@ sin(wt))) ;

koju nazivamo opcenita prijelazna dvostruka eksponencijalna krivulja ponovnog rasta.
Specificiramo li dodatnu ovu krivulju odabirom eksponencijalne krivulje prezivljenja
S(D) = e=*P_ dobivamo prijelaznu dvostruku eksponencijalnu krivulju preZivljenja:

N(t) = Ny (e”t—aD + (1 —e*P) <e—¢’t + Ll sin(wt))) : (3.8)

w

Sada dio Nye*'=*P opisuje rast stanica koje nisu osteéene tretmanom te se razmnozavaju
eksponencijalno stopom v, dok dio Ny(1 — e=*P)e~%" opisuje broj stanica koje su ubijene
odmah nakon tretmana i odumiru eksponencijalnom stopom ¢. Medutim, za razliku od
obi¢ne dvostruke eksponencijalne krivulje ponovnog rasta, dodatno se pojavljuje i dio koji
opisuje kretanje tzv. apoptickih stanica.

Naime, stanice koje su oste¢ene tretmanom ne moraju se odmah isprati iz tumora, vec
mogu pro¢i kroz nekoliko stani¢nih ciklusa prije nego sto to ucine, sto znaci da nakon prim-
ljenog tretmana postoji prijelazni period u kojem broj stanica tumora raste, prije nego sto
pocne padati. Zanimljivo je da broj stanica s ovim svojstvom oscilira s periodom 27 /w, $to
je dobro poznati, ali jos uvijek nepotpuno objasnjeni fenomen u medicini.

Kako slijedi iz [1], ukoliko je poznato trajanje svake od faza stani¢nog ciklusa stanice
tumora, svojstvo osciliranja stanica moze biti iskoristeno na sljede¢i nacin. Uz pomocih
odredenih lijekova moguce je do neke mjere sinkronizirati stanice, tako da se veéina nalazi u
istoj fazi stani¢nog ciklusa, najcesée fazi Gy ili S. Zatim se pri¢eka da stanice zajedno dodu
do faze najosjetljivije na tretman te se tada primjenjuje tretman.

Na iducoj slici 9 mozemo vidjeti razliku izmedu dosad opisanih krivulja ponovnog rasta
uz fiksne vrijednosti parametara za sve tri krivulje.
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Slika 9: Usporedba razlicitih krivulja (ponovnog) rasta tumora za parametre Ny = 10, =
0.95,D=2,v=0.95,¢ =0.85,w = 0.5, =0.8.

Parametri prijelazne dvostruke eksponencijalne krivulje imaju sljedece bioloske interpre-
tacije. Parametar « predstavlja osjetljivost na zracenje specificnih vrsta tumora, stoga je
e~*P odgovarajuéi udio prezivjelih stanica tumora nakon zracenja dozom D, a (1 — e~*P)
je udio stanica koje ¢e umrijeti kao poslijedica zracenja tom dozom. Zatim, ¢ predstavlja
stopu po kojoj se oStecene, apopticke stanice unistavaju iz tumora, za koju vrijedi ¢ < ¢.
Konacno, w predstavlja frekvenciju osciliranja stanica oste¢enih zracenjem dozom D, koja
iznosi 7/(2w) odmah nakon tretmana te se s vremenom prigusuje.

3.3 Gompertzova prijelazna krivulja ponovnog rasta

Postavimo li ograni¢enje na maksimalnu veli¢inu tumora, sto odgovara stvarnim situacijama,
dobivamo specijalni oblik dvostruke eksponencijalne prijelazne krivulje ponovnog rasta.

Ograniceni rast imprementiramo tako $to uvrstimo eksplicitni izraz Gompertzove kri-
vulje direktno u prijelaznu dvostruku eksponencijalnu krivulju ponovnog rasta na mjesto
neogranicenog eksponencijalnog rasta. Odnosno, uz oznake n,, = In Ny i ng = In Ny,
gdje je N, maksimalna i Ny pocetna veli¢ina tumora, uvrsavamo Gompertzovu krivulju
f(t) = elree—(neo=m0)e™) y jzraz 3.8 te za t > 0 dobivamo krivulju

_ no) + (be_ct
w

—v Noo ’
N(t) = oo~ (neo—mo)e™ —aD e"(1 — e—OéD) (€_¢t e dl sm(wt)) j
koju nazivamo Gompertzova prijelazna krivulja ponovnog rasta. Ova je krivulja neprekidna
i glatka u t = 0 za svaku dozu D, a posebno, za D = 0 dobivamo standardnu Gompertzovu

krivulju. Primjena Gompertzove prijelazne krivulje ponovnog rasta prikladna je u slucaju
modeliranja vecih, tretiranih tumora.
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Dodatno, moguée je modificirati ovu krivulju uvrstavanjem neke kompleksnije funkcije
prezivljenja ili koristenjem slucajnih efekata, koje ¢emo detaljnije predstaviti u iduéem po-
glavlju.

3.4 Primjene krivulja ponovnog rasta

U ovom poglavlju bavit ¢emo se primjenom krivulja ponovnog rasta na stvarnim scenari-
jima koji se pojavljuju u medicinskim istrazivanjima. No, najprije ¢emo objasniti modele
mjesovitih efekata, koji cesto omogucuju elegantnije i preciznije modeliranje ovakvih pro-
blema.

Napomenimo kako se u ovom radu neé¢emo se baviti procjenom parametara ovakvih mo-
dela, no zainteresirani ¢itatelj moze pronadi vise o toj temi u literaturi [3], [1], [2].

3.5 Modeli mjesovitih efekata

Znanstvenici ¢esto procjenjuju modele rasta tumora na osnovu longitudinalnih mjerenja tu-
mora vise pojedinaca ili zivotinja. Longitudinalna mjerenja, kako je definirano u [2], su
uzastopna mjerenja takva da vrijednosti koje se odnose na istog pojedinca ili pojavu nisu
dodijeljena na slucajan nacin. Kao posljedica, observacije unutar pojedinih skupina ili klas-
tera podataka postaju medusobno korelirane, ali i istovremeno nezavisne od observacija koje
pripadaju razli¢itoj skupini. Ova specificna struktura koreliranosti dozvoljava elegantno
modeliranje koriste¢i modele s mjesovitim efektima, koji se jos nazivaju modeli uzastopnih
mgjerenja ili hijerarhijski modeli. Oni omogucavaju modeliranje s dva izvora varijance, unutar
klastera i izmedu klastera.

Modeli mjesovitih efekata, kako ime govori, sadrze kombinaciju dvije vrste efekata - fiksne
i slucajne efekte.

Definirajmo najprije $to je to model s fiksnim efektima. Kako slijedi iz [1], za n € N
observacija, model s p + 1 fiksnih efekata, gdje je p € N, p < n, je model oblika:

y=Xa-+te,
gdje je y = (y1,...,yn)T vektor opazenih vrijednosti, & = (y, 1, ,...,,)7 je vektor
fiksnih efekata parametara, a p predstavlja slobodni ¢lan, e = (e, ea,...,e,))T je vektor

greaka, o? je varijanca greSaka, a varijanca Var(y) jednaka je oI, gdje je I jediniéna
matrica dimenzije n X n. Matricu X dimenzije n X p, kojom su specificirane vrijednosti
fiksnih efekata odgovaraju¢ih parametara za svaku od observacija nazivamo matrica dizajna.

S druge strane, modeli mjesovitih efekata sadrze i slucajne efekte koje mozemo shva-
titi kao sluc¢ajne koeficijente. Dakle, za razliku od fiksnih efekata, koje smatramo fiksnim
konstantama, za slucajne efekte se pretpostavlja da prate odredenu distribuciju. Dakle, uz
prethodno navedene oznake, modeli mjesovitih efekata sljedeceg su oblika:

y=Xa+ZB+e, (3.9)

gdje su y, X, i e definirani kao u modelu fiksnih efekata, no dodatno se pojavljuje
i vektor B = (B1,52,---,84))7,q € N, koji predstavlja slucajne efekte parametara te je
Z matrica dizajna dimenzije n X ¢ koja sadrzi vrijednosti slucajnih efekata odgovarajucih
observacija.

Promotrimo sad varijancu ovako definiranog vektora y, koju oznac¢imo s V. Uz pretpos-
tavku da su slucajni efekti i greske nekorelirani, vrijedi

V = Var(y) = Var(X a) + Var(Z3) + Var(e).
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Obzirom da a opisuje fiksne efekte, vrijedi Var(X a) = 0. Takoder, matrica Z je konstantna.
Stoga, vrijedi:
V = ZVar(B)ZT + Var(e).

Sada, ozna¢imo G = Var(3), R = Var(e). Ukoliko pretpostavimo da B i e dolaze iz
normalne distribucije s ocekivanjem 0, tada je

V =ZGZ" + R,

gdje ZGZT specificira kovarijancu slu¢ajnih efekata, tj. varijancu unutar klastera, a R
oznacava varijancu gresaka - varijancu izvan klastera.

Nadalje, kroz primjer, preuzet iz [9] , ilustrirat ¢emo upotrebu fiksnih i slu¢ajnih efekata
u modelu mjesovitih efekata.

Primjer 3.1. Pretpostavimo da Zelimo modelirati djelovanje lijeka za sniZavangje kruvnog
tlaka. Svaki sudionik studije prima zasebno dvije doze lijeka i kontrolnu (placebo) dozu.
Kako svaka osoba ima specifican ocekivani iznos kruvnog tlaka, prikladno je da model sadrzava
specifican slobodni clan za svakog ispitanika. Slicno, reakcija na pojedinu dozu razlikuje se
od osobe do osobe pa je nagib krivulje takoder specifican za svakog ispitanika. Dodatno,
pretpostavlja se da vrijednost krvnog tlaka ovisi o dobi ispitanika, koja je izmjerena na pocetku
testiranja.

Oznacimo s y;; vrijednost krvnog tlaka i-tog ispitanika starosti x; u trenutku j, koji je
primio dozu d;j. Sada je model za ocekivant kruni tlak oblika:

Elyi;] = a; + bidi; + yzi.

Kako su parametri a; @ b; specificni za i-tog ispitanika, njih smatramo slucajnim efektima,
dok je parametar v isti za sve ispitanike, stoga je to fiksni efekt.

Kada bi od interesa bila reakcija ukupne populacije na lijek, navedeni model bismo mogl
formulirati na sljedeci nacin:

Elyi;] = (a+a;) + (B + b)) dij + v,

gdje je a; = a; —a i b, = b, — B, a o i B su pripadne ocekivane vrijednosti za populaciju
i kao takvih su fiksni efekti. Sada parametri a) i b, predstavljaju pojedinacna odstupanja
od ocekivanja, a tretiramo th kao slucajne efekte koji slijede distribuciju s ocekivanjem 0 1@

varijancama o2 i of, tim redom.

Medutim, ponekad nije tako jasno koju vrstu efekata koristiti. Iduéi primjer, takoder
preuzet iz [9], ilustrira uporebu razlicitih efekata ovisno o kontekstu.

Primjer 3.2. Poliklinika je osmauslila klinicko ispitivanje kojim Zeli procijeniti efikasnost ne-
kog operativnog zahvata. Kada bi se ovaj zahvat primjenjivao u Sirokom rasponu poliklinika,
tada bi prikupili reprezentativan uzorak klintka © na njima testirali navedent zahvat. U tom
slucaju, odabrane klinike bile bi slucajan efekt. Medutim, pretpostavimo da se navedeni za-
hvat primjenjuje iskljucivo u nekoliko bolnica te da su one sve ukljucene u ispitivanje. Tada
ove klintke ne mozZemo smatrati slucajnim uzorkom iz Sire populacije klinika, stoga u tom
slucaju klinike tretiramo kao fiksne efekte.

Model definiran izrazom 3.9 nazivamo jos linearnt model mjesovitih efekata, obzirom da
parametri ulaze u model linearno. Medutim, on se moze zakomplicirati tako da za fiksne
efekte uzmemo neku nelinearnu funkciju parametra a. Takav model nazivamo nelinearni
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model mjesovitih efekata. Obzirom da se u ovom radu bavimo krivuljama eksponencijalnog
rasta, upravo ova vrsta modela mjesovitih efekata je pogodna za opisivanje rasta tumora.

U iduéem primjeru navest ¢emo neke upotrebe dvostruke eksponencijalne krivulje ponov-
nog rasta 3.4 izrazene u terminima (nelinearnih) modela mjesovitih efekata, koje su takoder
opisane u [3].

Primjer 3.3. Pretpostavimo da raspolaZemo podacima o volumenu tumora laboratorijskih
miseva koji su tretirani nekom terapijom. Neka je N ukupan broj miseva tretiranih na
nulti dan, i neka n; oznacava broj mjerenja volumena i-tog misa. Nadalje, neka y;; =
InY;; oznacava logaritam j-tog mjerenja volumena tumora i-tog misa u trenutku t;j,
1,2,...,N, j=1,2,...,n;. Model koji opisuje logaritam rasta volumena tumora miseva koji
se sastoji samo od fiksnih efekata glasi:

7 =

Yij = Yo + In [ + (1 — G)e_w”] + &4,

gdje je yo logaritam pocetnog volumena tumora, a ;5 su medusobno nezavisne greske regresije
za koje vrijedi Ele;;] = 0 i Var(e;j) = 02, za svaki par i, j. Dodatno, u ovom modelu se moze
pretpostavite da je volumen tumora povezan s ukupnim brojem stanica tumora na sljedeci
nacin Y;; = TN;}, sto kao posljedicu ima dodatni parametar .

Nadalje, mozZemo pretpostaviti da je pocetni volumen tumora specifican za pojedinog misa,
odnosno, da vrijedi yo; = yo + 0;. Tada model glasi:

Yij = Yo + In [ + (1 — H)e_d’t“] + 05 +E; (3.10)

gdje je E[6;] = 0 i Var(s;) = o*d, d > 0. U ovom modelu su observacije koje se odnose
na razlicite miseve nekorelirane, dok su longitudinalna mjerenja korelirana s konstantnom
korelacijom d/(1 + d), Sto éemo i pokazati u primjeru 3.4.

Nadalje, mozZemo pretpostaviti da je svaka tretirana grupa miseva primila doze Dy, | =
1,2,...,L, tj. da je krivulja prezivljenja jednaka 6 = =Pt $to daje model:

Y = Yo In [ 58 £ {1 — e Oije ] g -t - e

Takoder, moguce je definirati slucajan efekt koji je specifican za tretman, primjerice, moguce
je pretpostaviti da je parametar radioosjetljivosti jednak oy = a+wy, gdje je wy slucajan efekt.

Primjer 3.4. Pretpostavimo da je logaritam volumena j-tog mjerenja i-tog misa zadan mo-
delom 3.10 iz primjera 3.3. Vrijedi Var(e;;) = o® i Var(d;) = o2d, Vi,j. Pritom su §;
medusobno nezavisne, a isto vrijedi 1 za €;;. Pokazat ¢emo kako su tada observacije koje se
odnose na razlicite miseve nekorelirane, a longitudinalna mjerenja su korelirana s konstant-
nom korelacijom d/(1 + d).

Za pocetak, kovarijanca izmedu dvije observacije koje se odnose na razlicite miseve, y;;
Yri, gdje je i £k i j il su proizvoljni, sljedeceg je oblika:

Cov(yij, Yi) =Cov(csj + 0; + €ij, Crt + O + ki)
=Cov(csj, cxt) + Cov(cij, 0k) + Cov(cij, exi)
+ Cov(d;, cky) + Cov(d;, 0x) + Cov(d;, exr)
+ Cov(eij, cir) + Cov(eij, 0) + Cov(eis, €rt),

gdje su ci; i ¢y odgovarajuce konstante. Iz svojstava kovarijance slijedi da je kovarijanca
1zmedu konstante v bilo koje druge slucajne varijable jednaka nuli. Takoder, kovarijanca
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1zmedu dvije mezavisne slucajne varijable, kao Sto su i duvije vrste greske u ovom modelu,
iznosi nula. Isto tako, zbog nezavisnosti vrijedi da je Cov(6;,d;) = 0 i Cov(e;j,er) = 0.
Iz prethodno navedenih razloga mozemo zakljuciti da je Cov(yij,ywm) = 0, a obzirom da
je koeficijent korelacije izmedu dviju varijable definiran kao kvocijent njihove kovarijance 1
produkta njihovih standardnih devijacija, slijedi da je i koeficijent korelacije izmedu yij 1 Y
jednak nuli.

S druge strane, primjenom ranije navedenih svojstava kovarijace dobivamo da je kovari-
janca izmedu dvaju longitudinalnih mjerenja y;; 1 yij41) sljedeceg oblika:

Cov(yij, Yi(i+1)) =Cov(cij + di + €i(j41), Cii+1) + i + EiGiv1))
=Cov(cij, citj+1)) + Cov(cij, 6;) + Cov(cij, €igi1))
+ Cov(d;, ci(j+1)) + Cov(di, 6;) + Cov(ds, €i¢jr1))
+ Cov(eyj, i(+1)) + Cov(eyj, &) + Cov(eij, €ij+1))
—Cov(8;, 8;)
=Var(d;)

—o7d,

gdje su c;j i ci(j41) odgovarajuée konstante. Nadalje, kako bismo odredili koeficijent korelacije
izmedu Yi; 1 Yi(j+1), dovolino je jos izracunati Var(y;;):

Var(y;;) = Var(c;; + 0; + €ij)
= Var(c;;) + Var(d;) + Var(e;;)
= Var(6;) + Var(ei;)
= o%d + o
= o (d+1),

gdje druga jednakost slijedi zbog nezavisnosti c;j, 6; i €;;. Sada je koeficijent korelacije izmedu
Yij @ Yi(j+1), kojeg oznacimo s p, jednak:

Cov(¥ij, Yig+1)) _ Cov(yi, yig+y)  o’d d

p= = = i
Vv Var(yi;)\/Var(yii1)) Var(y;;) o?(d+1) d+1

U nastavku, promotrimo jednu primjenu prijelazne dvostruke eksponencijalne krivulje
ponovnog rasta 3.8, opisanu u [3].

Primjer 3.5. Pretpostavimo da Zelimo odrediti prijelaznu dvostruku eksponencijalnu krivulju
koja opisuje volumen sferoida ljudskog LAN-1 neuroblastoma koji je tretiran sa sedam vrsta
doza radijacije. Sferoidi se cesto koriste u medicini za modeliranje tumora jer je moguce
dosta precizno procijeniti njihov volumen. Takoder, uocava se kako su oni responzivni na
tretmane, no ponekad nastavljaju rasti neko vrijeme nakon tretmana, sto odgovara krivulj
3.8. Dodatno, u ovom modelu ukljucujemo @ normalizirajuct faktor koji odraZava cinjenicu da
broj stanica tumora nije proporcionalan volumenu tumora, odnosno da gustoéa stanica nije
uniformno rasporedena. Pokazuje se da je linearno-kvadratna krivulja prezivlijenja S(D) =
e~ PD? najadekvatnija, obzirom da se radi o tipu tumorskih stanica izrazito responzivnom
na terapiju zracenjem. Konacni statistickt model koji opisuje logaritam volumena tumora
mjerenog u trenutku t;;, gdje j = 1,2,...,7 oznacava dozu radijacije od 0,3,5,7,9,11 li 13
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Gy S kojom je tretiran tumor u nultom trenutku glasi:

v+ ¢

MJZ(A-F@Jhl€_M¥ﬂMj+(1—€_M¥>(é¢%_% w

et sin(wtij))} + ;5. (3.11)

Primijetimo kako se u ovom modelu slucajni ucinak pojavljuje u normalizirajucem faktoru,
dok su ostali parametri fiksnog ucinka za sve grupe tretmana.

Naposlijetku navodimo primjer modela Gompertzove prijelazne krivulje ponovnog rasta,
takoder preuzet iz [3].

Primjer 3.6. Znanstvenici provode eksperiment na cetiri grupe imunosno kompromatiranih
miseva kojima je ugraden ksenograft’ ljudskog tumora 14 dana prije prije terapije zracenjem.
Tri grupe miseva je na nulti dan primilo dozu zracenja, 3,5 i 10 Gy, a preostala grupa se
smatra kontrolnom grupom. Dobivene podatke moguce je modelirati na sljedeci nacin.

Pretpostavimo da su pocetni 1 maksimalni volumen tumora specificni za svakog misa te
th modeliramo slucajnim efektima. Podatke kontrolne grupe i podatke za svaku od preos-
tale tri grupe miseva prije primljene doze zracenja modeliramo zasebno, koristeci logaritam
Gompertzove krivulje koja glasi:

Yij = Moo — (Moo — Mjo)e™"" + €45,

gdje je 1 = 1,2,...,mn; broj longitudinalnih mjerenja volumena tumora j-tog misa, a c;; ~
N(0,0?) je greska regresije. Pritom, uzimamo da su pocetni i maksimalni volumen tumora
distribuirani na sljedeéi nacin:

2
njoo N njoo T 0500
" ) 2 )
50 M50 Oxc0 O

sto daje nelinearni model mjesovitih ucinaka.
Zatim, podatke o tretiranim tumorima mozZemo takoder zasebno opisati Gompertzovom
prijelaznom krivuljom ponovnog rasta koja uz iste oznake od ranije glasi:

Yij — [enoo—(n]—oo—njo)e“”t—aD + enj()(l N e—aD)

- 3.12
y (e“ﬂ M V{0 — gn) + ¢e—§t sin(wt))} + €. ( )

w

6 Gray (simbolicki Gy) mjerna je jedinica SI sustava koja se koristi za mjerenje apsorbirane doze ionizi-
rajuceg zracenja. Jedan Gray priblizno je jednak apsorbiranoj dozi ionizirajudeg zrac¢enja energije u iznosu
jednog Joula energije po kilogramu mase (J/kg).

" Ksenograft je tumorsko tkivo ljudskog pacijenta koje je ugradeno na laboratorijskog misa u eksperimen-
talne svrhe. Koristi se za testiranje razli¢itih lijekova ili tretmana protiv raka prije eventualne primjene na
samom pacijentu, a korisni su i za razvoj novih lijekova.
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4 Mjere ishoda tretmana

Podrazumijeva se da je onaj tretman koji unisti najveéi udio tumorskih stanica u najkracem
vremenu, uz sto manju Stetu na zdravom tkivu, najucinkovitiji. U ovom poglavlju predstavit
¢emo razlicite mjere ishoda tretmana koje se koriste za ocjenjivanje efikasnosti i medusobnu
usporedbu tretmana. Takoder ¢emo opisati kako se provode statisticki testovi na tim mje-
rama ishoda tretmana.

4.1 Vrijeme do ponovnog rasta Tx

Jedna od mjera ishoda tretmana koja je c¢esto od interesa radiobiolozima jest vrijeme do
ponovnog rasta tumora, koje ¢emo oznaciti s Tr. Kako ime govori, to je vrijeme nakon
tretmana potrebno da tumor poéne ponovno rasti. Sto je dulje vrijeme do ponovnog rasta
tumora, to je djelovanje tretmana na tumor bilo intenzivnije.

Ukoliko trenutak u kojem je primjenjen tretman oznacimo s ty = 0, tada je Tk onaj
trenutak u kojem krivulja ponovnog rasta postize minimum. Ovaj se podatak lako ocitava
sa grafa krivulje ponovnog rasta. Na iducoj slici 10 mozemo vidjeti kako vrijeme do ponovnog
rasta iS¢itavamo s grafa krivulje ponovnog rasta kao vrijeme koje odgovara najmanjem broju
stanica tumora.

Slika 10: Vrijeme do ponovnog rasta Tg.

S druge strane, u slucaju dvostruke eksponencijalne krivulje ponovnog rasta 3.4, vrijeme
do ponovnog rasta mozemo dobiti eksplicitno u terminima parametara krivulje, tako sto
deriviramo ovu krivulju po ¢, a zatim izjednacimo dobiveno s nulom. Izracunato vrijeme do

ponovnog rasta iznosi:
1 (=)
Tgp = | . 4.1
T n< Qv > (A1)

Nadalje, najvedi udio prezivjelih stanica, 6, koji ¢e voditi ka smanjenju tumora (7% > 0)
iznosi ¢/ (v + ¢). Za vise vrijednosti 6, volumen tumora se ne¢e smanjiti.
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Dodatno, za udio prezivjelih stanica zadan specificnom krivuljom prezivljenja S = S(D)
mozemo izracunati minimalnu dozu tretmana potrebnu za postizanje smanjenja tumora.
Primjerice, za udio prezivjelih stanica dan eksponencijalnom krivuljom prezivljenja S(D) =
e~*P minimalna doza tretmana koja smanjuje veli¢inu tumora je Dy = a1 In(¢~1(v + ¢)).
Dakle, za doze manje od Dy rast tumora ¢e usporiti, no to ne¢e prouzrokovati smanjenje

tumora.

4.2 Vrijeme do postizanja specificne veli¢ine tumora 7T

Mjera ishoda tretmana koja cesto sluzi za usporedivanje djelotvornosti razlicitih tretmana
jest vrijeme do postizanja specificne velicine tumora, koju oznacimo s T,,. Dakle, to je vrijeme
potrebno da veli¢cina tumora od trenutka kada je primjenjen tretman, ¢y, = 0, do trenutka
t = T, dostigne neku specificnu velicinu N, > Nj.

U idealnom slucaju, vrijeme 7T}, pronalazimo graficki is¢itavanjem trenutka u kojem od-
govarajuca krivulja ponovnog rasta dostize velicinu N,, kao na slici 11.

_l e e o - —-—-—--—

Slika 11: Vrijeme do postizanja velicine N, T.

Numericki T, pronalazimo tako sto izjednac¢imo krivulju N (%) sa zeljenom veli¢inom N,
te izvedemo odgovarajuce vrijeme t = T,. Ponekad je rjeSenje potrebno izrac¢unati nekom
numerickom metodom, kao sto je to slucaj kod dvostruke eksponencijalne krivulje ponovnog
rasta 3.4.

Tocnije, potrebno je rijesiti jednadzbu

No(Be”t + (1 — B)e™") = N,

po t kako bismo dobili trazeni T%.. Medutim, ovu jednadzbu oc¢ito ne mozemo rijesiti egzaktno
pa stoga koristimo neku od iterativnih metoda pronalaska rjesenja, primjerice Newtonovu
metodu. Ova je metoda, opisana sljede¢im teoremom.

Teorem 4.1 ([11]). Neka funkcija f: I — R ima neprekidnu drugu derivaciju na intervalu
I = [a,b]. Neka je nadalje, f(a)- f(b) <0, a prva i druga derivacija funkcije f na intervalu
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I imaju stalan predznak. Tada, ako je xq € I izabran tako da bude f(xo) - f"(xq) > 0, niz
definiran s

n+l — 4n — s - 07 | B,
T ()
konvergira prema jedinstvenom rjeSenju & jednadzbe f(x) = 0. Pri tome vrijedi ocjena

pogreske aproksimacije
M,
_ <« 4 _ 2
€ — zn| < oy (Zn — Tn-1)",

gdge je
— 1 / _ 1
my = min | ()], Mz = max|f"(z)[,

a metoda ima kvadratnu brzinu konvergencije, tj. vrijeds

My

[€ — Zga| < 2—ml(f — )

Uz oznaku f(t) = No(fe*® + (1 — 0)e=%") — N, te t,, = z,, n = 0,1,..., u prethodnom
teoremu, slijedi da za ée za to = v In(N,(0Ny) 1) iteracije
NO(He”t” -+ (1 —_ 9)€_¢tn) — N*/NO

vhevtn — p(1 — O)e—9tn ’

tn+1:tn_ n:O,1,27...

konvergirati ka rjesenju spomenute jednadzbe.

4.3 Vrijeme do udvostrucenja tumora 7p

Jos jedna mjera ishoda tretmana koja cesto zanima znanstvenike jest vrijeme do udvos-
trucenja tumora, koje oznac¢imo s Tp. To je vrijeme potrebno da se pocetna veli¢ina tumora
udvostruci. Vrijeme Tp moze se iscitati kao vrijeme u kojem empirijska krivulja rasta tumora
sijece pravac N(t) = 2Ny, kao na slici 12. Isto tako, ovu mjeru mozemo smatrati specijalnim
slucajem vremena do postizanja specificne velicine tumora, ukoliko stavimo N, = 2Nj.

U slucaju eksponencijalnog rasta netretiranog tumora vrijeme do udvostrucenja tumora
pronalazimo vrlo jednostavno, rjeSavanjem jednadzbe Nye*' = 2N;. Dobiveno vrijeme,
Toot = In2/v, Cesto se naziva potencijalno vrijeme do udvostrucenja. Dodatno, korisno
je promatrati i omjer T /T,e ovisno o dozi D, sto daje informaciju do koje mjere tretman
usporava napredovanje tumora.
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Krivulja ponovnog
rasta
Eksponencijalni rast

e

Slika 12: Vrijeme do udvostrucenja 7p u slucéaju tretirane i netretirane krivulje.

4.4 Vrijeme odgode eksponencijalnog rasta T;p i udio prezivjelih
stanica 0

Pretpostavimo da tretirani i netretirani tumor nakon odredenog vremena rastu eksponenci-
jalno, podjednakom stopom. Tada vrijeme potrebno da tumor pocne ponovno rasti pocetnom
eksponencijalnom stopom nakon tretmana nazivamo vrijeme odgode eksponencijalnog rasta,
koje oznac¢imo s Tgp. Kako slijedi iz [4], u slucaju da tumor postigne eksponencijalni rast
nakon vremena do udvostrucenja, vrijeme odgode eksponencijalnog rasta mozemo definirati
kao razliku

TGD - TDTR - TDNTR7
gdje je Tp,, vrijeme do udvostrucenja tretiranog tumora, a Tp,, , vrijeme do udvostrucenja
netretiranog tumora. Kod dvostruke eksponencijalne krivulje 3.4 T¢p pronalazimo na grafu

logaritmirane krivulje rasta N(t) kao udaljenost izmedu pravaca log N(t) = vt i pravca
log N(t) = —aD + vt, kao $to je demonstrirano na slici 13.
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log(N(t))

- vt vt+aD

---- Nekontrolirani rast

B ’ Dvostruka eksponencijalna krivulja
ponovnog rasta

------- Rast prezivjelih stanica

Slika 13: Dvostruka eksponencijalna krivulja ponovnog rasta na logaritamskoj skali s
oznacenim nekontroliranim rastom i odgodom eksponencijalnog rasta Tgp.

Nakon sto odredimo vrijeme odgode eksponencijalnog rasta, moguce je izracunati i udio
prezivjelih stanica tumora 6, odnosno njegov logaritam. Naime, pogledamo li graf 13, vidimo
da tocka koja odgovara logaritmu pocetne velic¢ine tumora, A, tocka koja odgovara trenutku
Tep, C, te tocka u kojoj pravac log(N(t)) = —aD+ vt sijece os ordinatu, B, ¢ine pravokutni
trokut. Stovige, ordinata tocke B jednaka je suprotnoj vrijednosti logaritma broja prezivjelih
stanica tumora u trenutku ¢ = 0, stoga zbog svojstva logaritma razlike, oduzmemo li taj
broj od logaritma pocetnog broja stanica, Ny, dobivamo logaritam udjela prezivjelih stanica,
In#. Odnosno, vrijedi

Ny -0
—logNO-G—logNoz—log( 0 )z—log@.
No

Takoder, vrijedi:
—logf- =Tgpv, (4.2)

obzirom da je koeficijent smjera gornjeg pravca, v, jednak tangensu kuta kojeg taj pravac
zatvara s pozitivnim dijelom ¢ osi, sto odgovara omjeru log i T p.

Iz izraza 4.2 slijedi da je udio prezivjelih stanica jednak § = e=*762 . Dakle, za Tgp blizu
0, udio prezivjelih stanica je blizu 1, a udio ubijenih stanica blizu 0. Obratno, ukoliko je
Tep veliko, udio stanica ubijenih tretmanom je gotovo 1.

Nadalje, neki autori, poput [4], predlazu sljedeéu formulu za modeliranje broja ubijenih
stanica:

(T — C) x 0.301

log,, (Broj ubijenih stanica) = =
Dnrr

Y

gdje su T i C' medijani vremena potrebnih za postizanje fiksnog volumena, koji iznosi
log,,2 = 0.301, kod tretirane i kontrolne grupe, tim redom, dok je Tp, ,, vrijeme do udvos-
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trucenja netretiranog tumora. Medutim, ova formula nije to¢na u slucaju kada primjena
tretmana izostaje. U tom slucaju za T' = C slijedi da je broj ubijenih stanica jednak 1.

Korekcijom te formule, kako slijedi iz [4], uz iste oznake dobivamo toc¢niji izraz za udio
ubijenih stanica tumora:

_ (T—C)x0.301
log,o (Udio ubijenih stanica) = log;y |1 — 10  "Pn7r

4.5 Procjena varijance nekih mjera ishoda tretmana

U slucaju kada se mjere ishoda tretmana mogu izraziti eksplicitno pomocu parametara krivu-
lje ponovnog rasta procjena varijance mjera ishoda lako se dobiva primjenom multivarijantne
verzije delta metode.

Po ovoj metodi, kako slijedi iz [10] i [3], ukoliko je n broj observacija, g : RP —
R diferencijabilna funkcija i X = (Xj,...,X,) asimptotski normalan slucajan vektor s
ocekivanjem 0 i matricom kovarijanci 3, tada je slucajna varijabla Y definirana kao ¥ =
g(X) asimptotski normalna slucajna varijabla s o¢ekivanjem nula i matricom kovarijanci
(VX)) (Z/n)V F(X).

Primjerice, varijancu vremena do ponovnog rasta dvostruke eksponencijalne krivulje po-
novnog rasta 3.5, ¢iji su parametri procijenjeni kao p = (&, 0, q%)’, a udio prezivjelih stanica
tumora dan je s = e~%P_ mozemo izracunati pomocéu delta metode. Procjenu vremena do
ponovnog rasta dobivamo tako $to uvrstimo vektor p u formulu za Tg (4.1):

A In(e*® —1) +Ing —Inp
Tr = ~ '
v+0

Sada po delta metodi slijedi da je varijanca Var(TR) priblizno jednaka
Var(Tr) ~ (VTr(p))" (/n)VTr(p),

gdje je Y matrica kovarijance parametra p i n broj observacija.

4.6 Statisticko testiranje mjera ishoda tretmana

Nakon procjene parametara modela i izracuna mjera ishoda tretmana, dodatno se provode
statisticki testovi kako bismo mogli pouzdano tumaciti dobivene rezultate. U nastavku
¢emo objasniti primjenu opseznog F-testa, koji se koristi za statisticko testiranje cijelog
spektra linearnih hipoteza vezanih za mjere ishoda razlicitih tretmana. Zatim, definiramo
model eksponencijalnog rasta s fiksnim vremenom ponovnog rasta i objasnjavamo na koji
se nacin koristi za testiranje udjela prezivjelih stanica. Naposlijetku, objasnjavamo pojam
sinergijskog efekta.

Pretpostavimo da zelimo testirati linearnu hipotezu koja je zadana pomocu nekih para-
metara iz generalnog linearnog modela s poznatom varijancom, koji glasi:

y=XB+e e~N(0V) (4.3)

gdje je 0? nepoznata, no matrica V' je poznata i nesingularna. Matrica X je n X m matrica
dizajna punog ranga. Zelimo testirati linearnu hipotezu

H():C,B:O,

26



nasuprot alternativne hipoteze Hy : C3 # 0, gdje je C fiksna ¢ X m matrica punog ranga,
takva da je ¢ < m.
Pomnozimo li model 4.3 sa V~'/2, dobivamo jednadzbu

g=XpB+é,

gdje je g = V~1/2y, X = V12X | & = V2. Kako slijedi iz [6], procjenitelja za
parametar 3, 3, takvog da vrijedi

p=(X'%) Xy
_ ((V—1/2X>/(V—1/2X))
— (X’V_IX)_lX,V_ly,

-1

(VZ2X) (V-1 2y)

nazivamo generalizirani procjenitelj najmangih kvadrata (GLS) parametra 3. Stovise, on je
efikasan nepristran linearan procjenitelj parametra 3 s minimalnom varijancom.
Zatim, definiramo rezidualne sume kvadrata:

RSS=(y—CP'V ' (y—CP),

RSSo = (y — CBo)' V" (y — Co),
gdje je RSS minimum rezidualne sume iz tezinske metode najmanjih kvadrata, a B je pri-
padni GLS procjenitelj. RSS; je minimum rezidualne sume iz tezinske metode najmanjih

kvadrata pod restrikcijom Hy : CB8 = 0, a B je odgovarajuéi GLS procjenitelj. Tada, pod
uvjetom istinitosti nul-hipoteze vrijedi

(RSSy — RSS)/q
RSS/(n —m)

Statisticki test koji se temelji na ovoj test-statistici naziva se F-test, a on omogucava tes-
tiranje mnogobrojnih hipoteza o B. Za generalizaciju ovog testa za modele s mjesovitim
efektima pogledati primjerice [9].

U nastavku ¢emo predstaviti nesto jednostavniji oblik modela eksponencijalnog rasta, koji
je pogodan za testiranje razlic¢itih statistickih hipoteza. Glavne pretpostavke ovog modela
su sljedece:

1. Stopa rasta tretiranog i netretiranog tumora postaje jednaka nakon odredenog vremena
T™ poslije tretmana,

2. Vrijeme T™ je poznato.

Odnosno, pretpostavljamo da je nakon vremena T* = (' stopa rasta tretiranog tumora
jednaka eksponencijalnoj stopi rasta netretiranog tumora, v.

Kao sto je objasnjeno u jednom od prijasnjih poglavlja, udio prezivjelih stanica jedna je
od najcesée koristenih mjera ishoda tretmana koja sluzi za usporedbu efikasnosti razlicitih
rezima lijeenja tumora. Logaritmiranjem modela kojeg navodimo u nastavku slobodni
¢lan postaje upravo logaritam udjela prezivjelih stanica tumora, koji ozna¢imo s h. Tada
efektivnost tretmana mozemo testirati koristenjem linearne statisticke hipoteze.

Pretpostavimo da posjedujemo podatke o velic¢ini tumora zivotinja koje su podijeljene
u tri grupe: A i B, koje su primile tretman nultog dana (¢t = 0), te kontrolnu grupe koja
nije primila nikakav tretman. Pretpostavimo je stopa nekontroliranog rasta v jednaka za sve
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grupe i oznacimo s T* dan kada tretirani tumor dostize tu stopu rasta. Neka j oznacava
grupu kojoj zivotinja pripada te neka 0 oznacava kontrolnu grupu, a 1 i 2 oznacavaju grupe
Ai B, tim redom. Nadalje, oznacimo s hy i hy udjele prezivjelih stanica tumora grupa A i
B, tim redom. Podatke grupa A i B te kontrolne grupe objedinit ¢emo modelom koji sadrzi
indikator varijable. Stoga, definiramo varijable d;; i d;» na sljedeé¢i nacin:

J {1, i-ta zivotinja pripada grupi A,
i1 =

0, inace.

g — 1, <-ta zivotinja pripada grupi B,
& 0, inace.

Tada model koji opisuje logaritam volumena tumora, ¢-te zivotinje iz grupe j =0,1,2 u
trenutku ¢ gledanom od trenutka tx glasi:

Yijti; = ho + hadi + hadio + viij + €45 (4.4)

Vidimo kako je ovo klasiéni multivarijantni regresijski model gdje sve greske nezavisne i imaju
jednaku varijancu. Za procjenu parametara ovog modela bismo koristili samo podatke nakon
trenutka 7™ grupa A i B te sve podatke kontrolne grupe.

Kako slijedi iz modela 4.4, za i-tu Zivotinju iz kontrolne grupe vrijedi y;or,, = ho + vtip +
Eiot,e, gdje je ho logaritam volumena tumora kontrolne grupe. Zatim, za i-tu zivotinju iz
grupe A vrijedi jednadzba v, = ho + b1 + vti1 + i, gdje je hy logaritam volumena
prezivjelih stanica iz grupe A, a sli¢no vrijedi i za zivotinje grupe B.

Udio prezivjelih stanica mozemo dobiti kao omjer volumena prezivjelih stanica i volumena
stancia kontrolne grupe, stoga je logaritam udjela prezivjelih stanica tumora grupe A jednak
hy — hg, a isto je jednako hy — hy za grupu B.

Nesto kompliciranija verzija modela 4.4 ukljucuje slucajne efekte. Primjerice, prikladno
je pretpostaviti da su slobodni ¢lanovi specificni za zivotinju i pojedinu grupu, sto daje model
sljedeceg oblika:

Yijt; = ho + hadin + hodi + vtij + 0; + 75 + €4ty
gdje pretpostavljamo da su d; ~ N(0,03), 77 ~ N(0,02) i €ij,, ~ N(0,02) medusobno
nezavisni.

Pomocu razlicitih mjera ishoda tretmana koje su zadane kao funkcije parametara modela
moguce je testirati razne linearne statisticke hipoteze, koristeci ranije opisani F-test. Primje-
rice ukoliko nas u modelu 4.4 zanima je li razlika izmedu stope prezivljenja grupe A i stope
prezivljenja kontrolne grupe statisticki znacajna, testirali bismo nul-hipotezu Hy : hy = 0
nasuprot alternativne hipoteze H; : hy # 0. Sli¢no, za testiranje razli¢itosti grupa A i B,
testirali bismo nul-hipotezu Hy : hy = hy nasuprot alternativne hipoteze Hy : hy # hy. S
druge strane, moguce je testirati statisticku znacajnost razlike u vremenima udvostrucenja
velicine tumora grupa A i B koju takoder testiramo nul-hipotezom Hj : he = hj, obzirom
da su vremena udvostrucenja grupa A i B jednaka (In2 — hy)/v i (In2 — he) /v, tim redom.

4.7 Sinergijski efekt

U vedini slucajeva lijeCenje tumora sastoji se od kombinacije razli¢itih lijekova/terapija. Cilj
lije¢nika je odrediti koja je kombinacija tretmana optimalna za nekog pacijenta. Takoder,
¢esto je relevantan problem odgonetnuti je li terapijski efekt intenzivniji ukoliko se tretmani
primjene odvojeno ili zajedno, odnosno, ima li neka kombinacija tretmana sinergijski efekt.
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Definicija 4.1. [3/ KaZemo da dva tretmana primjenjena u kombinaciji imaju sinergijski
efekt ukoliko je udio prezivjelih stanica kombiniranog tretmana manji, nego produkt udjela
prezivjelih stanica nakon tretmana koji su primijenjeni odvojeno.

Pretpostavimo da su A i B dva razli¢ita tretmana koja unistavaju stanice raka. Takoder,
oznacimo s SF; udio prezivjelih stanica raka nakon tretmana A, a s SF, udio prezivjelih
stanica raka nakon tretmana B, gdje su tretmani A i B primjenjeni odvojeno. Sada, ukoliko
primijenimo tretman B nakon tretmana A, udio prezivjelih stanica glasi SF} - SF,, obzirom
da tretmanom B djelujemo samo na stanice koje prezive tretman A. Zamijenimo li redoslijed
tretmana, dobivamo isti udio prezivjelih stanica, kako je SF; - SFy = SF,-SF;. Neka je SF3
udio prezivjelih stanica nakon kombinirane istovremene terapije tretmana A i B.

Jedna mjera intenziteta sinergijskog ucinka je relationi sinergijski efekt (RSE) kojeg de-
finiramo kao

SFy-SF, — SF;
SFy-SF,

U slucaju da je RSE blizu 100% kombinirani tretman gotovo u potpunosti unistava tumor.
S druge strane, kada je RSE blizu 0% ucinak odvojene i kombinirane primjene tretmana
priblizno je jednak. Takoder, RS E postize negativne vrijednosti kada je kombinirani tretman
manje ucinkovit od pojedinac¢nih tretmana.

Takoder, moguce je testirati sinergijski efekt koristenjem modela 4.4, koji smo opisali
na pocetku poglavlja. Konkretno, pretpostavimo da su ¢lanovi hy, hy i h3 logaritmi udjela
prezivjelih stanica nakon odvojenih tretmana A,B i kombiniranog tretmana C', tim redom.
Sinergijski efekt postoji ukoliko je udio prezivjelih nakon kombiniranog tretmana manji nego
kod pojedinacnih tretmana. Kako je logaritam produkta udjela prezivjelih stanica jednak
sumi tih udjela, sinergijski efekt postoji ukoliko vrijedi hy < hy + hs, dok je u suprotnome
hs = hy + hy. Dakle, postojanje sinergijskog efekta mozemo testirati koriste¢i nul-hipotezu
Hy : h3 = hy + hy, nasuprot alternativne hipoteze Hy : hs < hy + ho.

RSE = 100%.
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Sazetak

U ovom radu predstavljene su krivulje ponovnog rasta tumora koje se koriste za opisivanje
tumora tretiranih zracenjem ili nekim lijekom.

U prvom su poglavlju definirane klasi¢ne krivulje rasta, kojima modeliramo monotoni rast
tumora: logisticka, Gompertzova, Von Bertalanffyjeva krivulja te krivulja koja ih objedinjuje
- Richardsova krivulja. Zatim su definirane razlic¢ite krivulje prezivljenja.

U drugom poglavlju predstavljamo tri razlicite krivulje ponovnog rasta i njihova moguca
prosirenja na modele mjesovitih efekata te navodimo neke primjene ovih krivulja.

U posljednjem poglavlju navodimo neke mjere ishoda tretmana i objasnjavamo prikladne
statisticke testove.

Kljuéne rijeci: krivulje ponovnog rasta tumora, klasiéne krivulje rasta, krivulje prezivlj-
enja, modeli mjesovitih efekata, mjere ishoda tretmana, sinergijski ucinak
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Tumor regrowth curves

Summary

In this thesis we present tumor regrowth curves which are used to describe the growth of
tumors that are treated with radiation or with some kind of drug.

In the first chapter, we define classical growth curves which are used to model monotone
growth of tumors: the logistic, the Gompertz and the Von Bertalanffy curve, and the curve
that unifies them all - the Richards curve. After that, we define different survival curves.

In the second chapter, we present three different tumor regrowth curves and their possible
extensions to mixed effects models. We list some applications of these curves.

In the last chapter, we list some treatment endpoints and explain the appropriate statis-
tical tests.

Keywords: tumor regrowth curves, classic growth curves, survival curves, mixed effects
model, treatment endpoints, synergistic effect
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