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1 Uvod

Pojam slucajne mjere prisutan je ve¢ nekoliko desetlje¢a i osnova je za modernu teoriju
vjerojatnosti. Slucajnu mjeru moZemo shvatiti kao svojevrsni oblik slucajnog procesa
koji viSe nije indeksiran brojevima, ve¢ skupovima o-algebre. Ona ima sli¢na svojstva
kao i mjera u klasi¢nom smislu, ali njezine vrijednosti viSe nisu brojevi, nego slucajne
varijable. Prema toj analogiji, integral neke funkcije po slucajnoj mjeri je sluc¢ajna varijabla.
Ako podintegralna funkcija f ovisi i o nekom parametru t iz parametarskog prostora T,
integralom u odnosu na slu¢ajnu mjeru A

/f(t,s)A(ds), teT,
S

definiran je slucajni proces (X(t), t € T). Procesi definirani integralom u odnosu na
slu¢ajnu mjeru nisu ni u kojem smislu zasebna vrsta procesa. Naprotiv, velika vecina
poznatih procesa ima integralnu reprezentaciju medu kojima kap u moru ¢ine Lévyjevi
procesi. Takav zapis procesa ponekad je prikladniji za koriStenje, nego, primjerice, po-
mocu karakteristi¢ne funkcije.

Doduse, ne¢emo promatrati bilo kakve slucajne mjere, nego ¢emo se fokusirati na besko-
nacno djeljive slucajne mjere medu kojima najpoznatiju klasu ¢ine stabilne. U poglavlju 2
najprije ¢emo uvesti pojam beskonacne djeljivosti za slucajne varijable, vektore i procese
te potom za slucajne mjere. Glavna karakteristika beskonac¢no djeljivih objekata jest spe-
cijalan oblik njihove karakteristicne funkcije koji éemo stalno koristiti kroz rad.

Glavna ideja iza integrala u odnosu na slucajnu mjeru bit ée razjaSnjena u poglavlju 3
kada ¢emo dati nuzne i dovoljne uvjete za podintegralnu funkciju da bi integral bio dobro
definiran. Vidjet ¢emo da se u konkretnim slucajevima ti uvjeti svode na poznate uvjete
integrabilnosti.

Zadnje poglavlje rada posveceno je primjerima procesa definiranih integralom. Upoznat
¢emo se s nekim osnovnim primjerima kao Sto su SaS Lévyjevo gibanje i frakcionalno
Brownovo gibanje, ali i s nekim naprednijim primjerima iz ovog stoljeca.



2 Beskonacna djeljivost

U ovom dijelu uvodimo pojam beskonacno djeljivih slucajnih varijabli, vektora i procesa.
Kao specijalan oblik beskonacno djeljivih procesa, definirat ¢emo slucajne mjere te cemo
navesti neke od najvaznijih primjera slucajnih mjera.

2.1 Beskonacno djeljive slucajne varijable i vektori

Definicija 2.1.1. Za slucajnu varijablu X kaZemo da je beskonacno djeljiva ako za svakin € N
postoji niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli Xl.(”), i=1,...,n takav da je

n
XL 2
i=1

Cesto éemo re¢i i da je distribucija slucajne varijable X beskona¢no djeljiva. Engleski naziv
je infinitely divisible pa ¢emo umjesto "beskonacno djeljiva" ponekad krace pisati ID. Sa px
oznacavat éemo distribuciju, a sa ¢px(6) = Ee'9%X, 6 € R karakteristi¢nu funkciju slucajne
varijable X. Beskona¢nu djeljivost moZemo ekvivalentno iskazati na sljede¢i nacin:

Propozicija 2.1.1. Sljedece tordnje su ekvivalentne:
(i) X jeID,

(ii) za svaki n € N, postoji vjerojatnosna mjera (distribucija) y(;;) takva da je
px = H()?)*'“*#()?)r
| —
n puta

gdje * oznacava konvolucijski produkt,

(iii) za svaki n € N, postoji karakteristicna funkcija cz);l) takva da je
n
ox(0) = ($%0)) , 0 €R.

Dokaz se moZze pronadi u [1].
Najpoznatiji primjeri ID slucajnih varijabli su normalna (Gaussovska) i slozena Poissonova
Sto pokazujemo u sljede¢em primjeru.

Primjer 2.1.1. Ako je X ~ N(u, 0?), onda je px(6) = ei0H=30°0" pg je

i 1L 2
1(6) = 2/px(6) = 05157, 6 e R,

Sto je karakteristicna funkcija N (“ “2) distribucije. Dakle, X je ID.

n’n
Za Poissonovu sluc¢ajnu varijablu N s intenzitetom A > 0 i za n.j.d niz {Y,,} s karakteristicnom
funkcijom ¢y nezavisan od N definiramo sloZenu Poissonovu varijablu

N
X = ZY
i=1

2



Njezina karakteristicna funkcija je ¢px(0) = eM¥(O=1) iz Gega slijedi da je

g’g)(@) B "/qu(e) — pii(@x(0)-1)

karakteristicna funkcija neke sloZene Poissonove slucajne varijable. Prema prethodnoj propoziciji
X je ID.

Ostali primjeri uklju¢uju Poissonovu, Cauchyjevu, eksponencijalnu, gama, geometrijsku i
druge distribucije. Uniformna i binomna slucajna varijabla nisu ID [9].

Glavni alat za proucavanje ID slucajnih varijabli je njihova karakteristi¢na funkcija koja se
moze zapisati u posebnom obliku koji se naziva Lévy-Khintchineova formula. Prije nego $to
ju iskaZemo, moramo uvesti pojam Lévyjeve mjere.

Definicija 2.1.2. Za Borelovu mjeru p na R kaZemo da je Lévyjeva ako zadovoljava u({0}) = 0
imein{l,xz}y(dx) < 100,

Neki od primjera Lévyjevih mjera su inverzna Gaussovska

0 1y -3/2
u(dx) = —e 2V *x™"dx, 6,y >0,x >0
V27

1 gama Lévyjeva mjera
u(dx) = vx e ®dx, a,v>0,x>0.

Zax € R definiramo tzv. centrirajucu funkciju T (eng. centering function, truncation) pravilom

pridruzivanja
% |2 =1,
t(x)=49-1, x<-1,
il x> 1.

Uo¢imo da je t(x)*> = min{1,x?}. U literaturi se pojavljuju i drugi na¢ini definiranja
X
x2+1

centrirajuce funkcije. Neki od najc¢es¢ih su 7(x) = x1pg 11(x), T(x) = ili 7(x) = sin x.

Teorem 2.1.1 (Lévy-Khintchineova formula). Neka je X ID slucajna varijabla. Tada postoji
jedinstvena trojka (b, 02, u) takva da je

$x(0) = Ee'%% = exp {i@b —~ %0292 + /

(eiax - i@T(x)) y(dx)}, 6eR, (21
R

gdjejeb € R, 0% > 0i u Lévyjeva mjera na R.

Dokaz ove tvrdnje moZe se pronaéi primjerice u [9]. Trojku (b, 02, 1) zovemo karakteristicna
trojka beskona¢no djeljive slu¢ajne varijable X i pisemo X ~ ID(b,0?, i). Parametar b
interpretira se kao parametar pomaka od X iako to nije u potpunosti tocno jer stvarni
pomak ovisi i o funkciji 7. Parametar o2 predstavlja varijancu Gaussovske komponente
od X, a mjera p opisuje poissonovsku komponentu. Ako je 02 = 0, X je Poissonovog tipa,
a ukoliko je u = 0, X je normalno distribuirana s o¢ekivanjem b i varijancom o2. Vrijedi i



obrat prethodne tvrdnje, u smislu da za danu trojku (b, 02, 1) i T postoji slu¢ajna varijabla
X dcija je karakteristi¢na funkcija dana s (2.1).

Prethodna formula lako se moZe poop¢iti i na beskonac¢no djeljive slucajne vektore.
Neka je X = (X1, ..., X4) beskona¢no djeljiv slu¢ajni vektor s vrijednostima u R?. Njegova
karakteristi¢na funkcija je u potpunosti odredena trojkom (b, X, 1) i ima oblik

dx(6) = Ee'®X = exp {i(e,b) - %eTze + / (e1®0 -1~ s, T(x))) y(dx)} , B eRY,
R4

gdje je b € R, T pozitivno semidefinitna matrica dimenzije d X d i u Lévyjeva mjera na
RY, 4. u({0}) = 0i fRd min{1, ||x||*}u(dx) < oo. Centriraju¢a funkcija 7 definirana je po
komponentama za x = (x1,...,x;) € RY

7(x) = (v(x1), - - -, T(x2))-

Interpretacija parametara sli¢na je kao i u jednodimenzionalnom sluc¢aju: b shva¢amo
kao pomak, matrica X je matrica kovarijanci Gaussovske komponente, a u ponovo opisuje
poissonovsku komponentu ID vektora X.

2.2 Beskonacno djeljivi slucajni procesi

Generalizacija Lévy-Khintchineove formule na beskonacno djeljive slu¢ajne procese nije
tako direktna jer elementi karakteristi¢ne trojke sada postaju realne funkcije. Zapoc¢injemo
s definicijom ID procesa koja sama po sebi ne govori puno.

Definicija 2.2.1. Za slucajni proces X = (X(t), t € T) kaZemo da je beskonacno djeljiv ako su mu
sve konacnodimenzionalne distribucije beskonacno djeljive.

Parametarski prostor T najcesce je podskup skupa realnih brojeva, no mozZe biti i podskup
od R? ili opéenitiji skup s nekom odredenom strukturom. Sa RT oznacit éemo prostor
svih realnih funkcija definiranih na T. Za x = (x(t),t € T) € RT definiramo funkciju 7 po
komponentama

t(x) = 7(x(t),t € T) = (z(x(t)), t € T).

Definicija 2.2.2. Ako je T prebrojiv, za mjeru p na RT kaZemo da je Lévyjeva ako zadovoljava
uvjete

(1) for TOP(E)p(dx) < oo,
(P2) u(xeRT:x(t)=0,YteT) =0.
Ako je T neprebrojiv, 1 je Lévyjeva mjera na R ako zadovoljava uvjet (1) i

(N2) za svaki prebrojiv podskup Ty od T takav da je
y(xERT - x(t) = 0, Vi € T1) >0,
postoji tg € Ty takav da je

u (x eRT : x(t) = 0,Vt € Ty, x(to) # 0) > 0.

4



Uvijet (1) analogan je uvjetu iz definicije Lévyjeve mjere jer je 7(x)?> = min{1, ||x||*}. Kada
je T = Np, $to najcesce i je u praksi, uvjet (P2) govori da mjera skupa koji sadrzi niz ¢ije
su sve komponente 0 mora biti jednaka 0. To je u skladu s ranijim zahtjevom p({0}) = 0.
Mjera u koja zadovoljava samo uvjet (1), ali ne (P2) ili (N2) zove se slaba Lévyjeva mjera.
Prije nego $to iskaZemo karakterizaciju ID slucajnih procesa, moramo jo$ samo uvesti
jednu oznaku iz tehnickih razloga:

RT = {x e RT : x(t) # 0 samo za konacno mnogo t € T}.

O¢ito je za x € R iy € RT skalarni produkt (x,y) = 3;cr x(t)y(t) konacan. Isto vrijedi i
za kvadratnu formu xT Ax = 3,1 Y1 As, t)x(s)x(t), za A € RT*T.

Teorem 2.2.1. Slucajni proces X = (X(t),t € T) je beskonacno djeljiv ako i samo ako postoji
jedinstvena trojka (b, L, i) takva da za svaki @ € R vrijedi

¢x(0) = Eexp {i Z G(t)X(t)}

teT
= exp {i(e,b) _lotrg s / (e“"fx) _1-i(o, T(X))) y(dx)} ,
2 RT
gdjejeb € RT, & = (X(s,t), s,t € T) pozitivno semidefinitna funkcija na T X T i u Lévyjeva
mijera na RT.

Dokaz se moZze pronadi u [5].

Lako se mozZe vidjeti da ako karakteristi¢na funkcija procesa X = (X(t), t € T) zadovoljava
prethodnu jednadzbu za neku trojku (b, X, u), onda je on ID. Neka je Ty = {t1,...,tq}
podskup od T. Tada slucajni vektor (X(t1), ..., X(t4)) ima karakteristicnu funkciju

exp {i(e,bd) - %eTzde + / (ef“’fx) -1- i(B,T(x))) pd(dx)}, 0 e RY,
R

T
gdje je

e b, restrikcija od b na Tj,

o Y, restrikcijaod Xna Ty X Ty i

e 11 mjera na R’ definirana s
#a(B) = i (x € RT : (x(t), .., x(ta)) € BA{0}).

Prema tome, slucajni vektor (X(t1), ..., X(t4)) je ID paiproces X = (X(t),t € T).
Najpoznatiji primjer beskona¢no djeljivih procesa svakako su Lévyjevi procesi koje
¢emo u nastavku cesto koristiti.



Definicija 2.2.3. Slucajni proces L = (L(t), t > 0) je Lévyjev proces ako za njega vrijedi:
(i) L(0)=0g.s.,

(ii) L ima nezavisne priraste, tj. zasvakin > 2i0 < t; < --- < t, prirasti
L(tp) — L(t1), ..., L(t;) — L(t;—1) su nezavisni,

(iii) L ima stacionarne priraste, tj. za 0 < s < t vrijedi L(t) — L(s) 4 L(t —s),

(iv) L je neprekidan u vjerojatnosti, tj. lims_,; P(|X; — X5)| > €) =0,

(v) L ima zdesna neprekidne trajektorije koje imaju lijeve limese (cadlag?® trajektorije).
Zbog stacionarnosti i nezavisnosti prirasta, za svakin € Nit > 0 imamo

L(t) = YO + - + YOUB),

gdje je Y]f”)(t) = I, (%) — L (M) , paje L(t) ID slucajna varijabla.

n
Kako je i L(1) ID, postoji ID slucajna varijabla Y takva da je L(1) 2 Y1+ -+ Yy, gdje su
Yi,..., Y, nj.d. kopije od Y. Neka je (Y(t),t > 0) Lévyjev proces takav da je Y(1) Ly
i neka su (Yj(t),t > 0),j = 1,...,n nj.d. kopije tog procesa. Tada je ocito i proces

(2?21 Yi(t),t > 0) Lévyjev proces. Uocimo da je

DN E Y Y EL),
j=1 j=1

pa zakljucujemo da je (L(t),t > 0) 4 (27:1 Y(t), t > O) Sto povlaci ¢injenicu da je Lévyjev
proces beskonacno djeljiv proces.

U nastavku, nakon $to uvedemo pojam slucajne mjere, éemo pokazati da ako je L(1) ~
ID(b, 0%, u), daje tada L(t) ~ ID(tb, to?,tu), za svaki t > 0.

Primjer 2.2.1. e Lévyjev proces (B(t),t > 0) za koji je B(t) ~ N(0,t) zove se standardno
Brownovo gibanje. Ovdje je u = 0 pa je By ~ ID(0,ta?,0).

e Poissonov proces s intenzitetom A > 0 je Lévyjev proces (N (t), t > 0) zakoji je N(t) ~ P(A).
Vrijedi N(t) ~ ID(tA,0,tA01), gdje je 61 Diracova 6-mjera koncentrirana u 1.

e SloZeni Poissonov proces je Lévyjev proces (X(t),t > 0) = (Zi\i(lt)Z(i),t > 0), gdje je
(N(t),t = 0) Poissonov proces s intenzitetom A > 0i (Z(i),i € N) n.j.d. niz. Karakteris-
ticna trojka od X(t) je (tb,0, tu), gdje je p konacna mjera i b ovisi o L.

francuski akronim za continue a droite, limite a gauche



2.3 Beskonacno djeljive slucajne mjere

Definicija 2.3.1. Neka je (S,S) izmjeriv prostor. Sluc¢ajna mjera na (S,S) je svaka fami-
lija slucajnih varijabli A = (A(A), A € S) na nekom vjerojatnosnom prostoru (Q2, ¥, P) koja
zadovoljava

(i) A@)=0 g.s.,

(i1) za svakiniz {An} u S takav da je U Ay € S vrijedi

o
n=1

A

= i A(An) g.s.
n=1

Za slucajnu mjeru A\ kaZemo da je

e nezavisno rasprsena ako za sve disjunktne skupove A1, ..., A, € S vrijedi da su
A(A1), ..., A(Ay) nezavisne slucajne varijable,

e beskonacno djeljiva ako je A(A) beskonacno djeljiva slucajna varijabla, za svaki A € S.

Za fiksan A € S, A(A) = A(A, ) je slucajna varijabla, no za fiksan w € Q) preslikavanje
A(-, w) nije nuZno mjera na S. Slucajna mjera poseban je oblik sluc¢ajnog procesa kod
kojega prostor parametara ima strukturu o-algebre. To znaci da beskonacno djeljive
slucajne mjere mozemo okarakterizirati pomocu karakteristi¢nih trojki.

U nastavku ¢emo izvesti karakteristinu trojku (b, X, 1) beskona¢no djeljivog slucajnog
procesa A = (A(A), A € S), gdieje b € RS, & = (Z(A1,A2), A1, As € S) pozitivno
semidefinitna funkcija na S x S i u Lévyjeva mjera na RS. Za to ¢e nam trebati sljedece
tri mjere:

e o-konacna realna mjera fna S,
e o-konacna mjera yna Si

e mjera v na S X R\{0} takva da je mjera

m)= [ yPelds,dn), Aes,
AXR\{0}

o-konacna.

Pomo¢u njih definiramo novu mjeru m na S
m(A) = |B(A)| +y(A) + m(A), AeS

i zovemo ju kontrolna mjera od A. Pretpostavit ¢emo da je m(A) < o zasve A € S.
Najprije definiramo b € RS direktno pomoc¢u mijere :

b(A) = B(A), A€ S.

7



Mjeru § zovemo mjera pomaka.
Pomoc¢u mjere y definiramo funkciju X:

Y(A1,A2) = y(A1NAy), A, A €S.

Da bismo se uvijerili da je T pozitivno semidefinitna funkcija, uzmimo x € R? i skupove
A1, ..., A; €S te promotrimo kvadratnu formu

d d d d d d
x Tx = Z Z xiij(Ai,Aj) = Z Z xix]-y(Ai N A]‘) = /( Z xileA,(S)lAj(S)) y(ds)
=1 j=1

i=1 j=1 i=1 j=1 5\i=1j
2

y(ds) > 0.

d

= /s (Z xi14,(5)

i=1

Mjeru y zovemo mjera Gaussovske varijance.
Da bismo dosli do Lévyjeve mjere , najprije definiramo preslikavanje ® : SxR\{0} — RS
pravilom pridruZivanja

, s€S, yeR\{0},A€S.

, SEA,
@(s,w(A):ylA(s):{g Cen

Uocimo da je za x € RS takav da za neki A € S vrijedi x(A) = 0

O7(x(A) = {(s,y) :s ¢ A,y € R\{0}}.

Kompozicija t = v o @' je tada dobro definirana Lévyjeva mjera na RS. Da bismo to
pokazali, dovoljno je provjeriti uvjete (1) i (P2), odnosno (N2) iz definicije 2.2.2. ZaA € S
vrijedi

/R TOP(A)p(dx) = /R TO0PA) (V ocp—l) (dx) = /R T4 (cp—l(dx)).

Formalnim uvodenjem supstitucije @ *(dx) = (ds, dy) slijedi dx = ®(ds, dy) paje i
x = (s, y). Podrudje integracije postaje S x R\{0}, a podintegralna funkcija je

T(X)*(A) = T(x(A))* = (D(s, y)(A))* = T(y1a(5))®

Sto je razli¢ito od 0 samo za y € A pa je dovoljno integrirati po A X R\{0}. Pocetni integral

sada postaje
[ atypots,ay),
AXR\{0}

a on je konacan prema definiciji mjere v.
Ako je S prebrojiv, onda vrijedi

y(xeRS:x(A)zo, VAGS) =v(q>—1(xeR3:x(A)=o, VAeS))
=v((s,y):s €UsesA)=v(0) =0

8



jer je mjera m o-konacna, tj. S = UgesA.
Ako je S neprebrojiv, tada treba provijeriti uvjet (N2). Neka je S; prebrojiv podskup od S
takav da je

p(x e RS : x(A) = 0,VA 681) =v((s,y): 5 ¢ Upes,A) > 0.

1z toga slijedi da je
mq ((UAeslA)C) > 01

a kako je mjera m o-konacna, postoji skup Ag € S takav daje Ag C (Uges, A)¢imi(A) > 0.
Tadaje

v ((s,y):s € Uses, A, s € Ag) = (x e RS : x(A) = 0,VA € S1, x(Ag) > O) 50,

$to u konacnici pokazuje da je u Lévyjeva mjera na RS.

Pokazuje se da je ovako definiran proces A = (A(A), A € S) beskonacno djeljiva i neza-
visno raspr$ena slucajna mjera na (S, S) [7].

Ocitojeza A € S, A(A) ID slucajna varijabla s parametrom pomaka

b(4) = (),
varijancom Gaussovske komponente
I(4,4) = y(4)
i Lévyjevom mjerom
p((A)(B) = v (S (X(A)B)) = v({(s,y) : s € A, y € BY)
=v(A X B) =va(B), B e B(R\{0}),
odnosno A(A) ~ ID(B(A), y(A), va).

Karakteristi¢na funkcija od A(A) je oblika

Pa)(0) = Ee9MA) = exp {i@ﬁ(A) — %y(A)QZ + / (eiex —f— i@T(x)) vA(dx)} , (22
R

no ¢eSce se koristi parametrizacija pomocu tzv. lokalnih karakteristika. Za to ée nam koristiti
sljedeca propozicija:

Propozicija 2.3.1. Postoji funkcija p : S X B(R\{0}) — [0, oo] takva da je
(i) p(s,-) Lévyjeva mjera na B(R\{0}),
(ii) p(-, B) Borel izmjeriva funkcija za svaki B € B(R\{0}),
(ii)

/ h(s, x)v(ds,dx) = /(/ h(s, x)p(s,dx)| m(ds),
SXR\{0} S \JR\{0}
za svaku S X B(R\{0})-izmjerivu funkciju funkciju h : S x R\{0} — [0, oo].
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Dokaz se oslanja na ¢injenicu iz teorije mjere koja govori da se svaka funkcija dvije varijable
koja je o-aditivna u svakoj varijabli posebno (eng. bimeasure), uz odredene pretpostavke
moZe prikazati kao mjera na produktnom prostoru, a nalazi se u [5]. Ako uzmemo da je
h=1,A¢€SteB e B(R\{0}), slijedi nam

va(B) =v(AXB) = /A Bv(ds,dx) = /A ([B p(s,dx)) m(ds) = /Ap(s,B)m(ds). (2.3)

KakojezaA e S

m(A) = [BA)] + y(A) + /

A

/ T(y)2v(ds, dy),
R\{0}

iz m(A) = O slijedi B(A) = 01 y(A) =0, tj. mjere B i y su apsolutno neprekidne u odnosu
na mjeru m. Prema tome, postoji izmjeriva funkcija b takva da je
B(A) = /A b(s)m(ds) (2.4

te izmjeriva funkcija 02 takva da je

Y(A) = /A o*(s)m(ds), 25)

zasvaki A € S.
Uvrstavanjem (2.3), (2.4) i (2.5) u jednadzbu (2.2) dobivamo

¢A(A)(9)=exp{/ [i@b(s)—%oz(s)62+/(eiex—l—iQT(x)) p(s,dx)] m(ds)} (2.6)
A

R

Za ID slucajnu mjeru A na (S, S) éemo tada reci da ima

kontrolnu mjeru m,

lokalne pomake (b(s), s € S),

lokalne Gaussovske varijance (6%(s), s € S) i

lokalne Lévjeve mjere (p(s,-), s € S).

Ponekad se koristi oznaka

K(68,s) =i0b(s) — %02(5)62 +/

(efex _1- iQT(x)) o(s, dx) 2.7)
R

pa time (2.6) poprima kompakitniji oblik

Paa)(0) = exp {/AK(Q,s)m(ds)} :



2.4 Primjeri

U ovom dijelu navest éemo neke od najvaznijih primjera ID slu¢ajnih mjera. Ove primjere
¢emo koristiti i u nastavku kada budemo definirali integral u odnosu na slu¢ajnu mjeru.

Primjer 2.4.1 (Lévyjev proces). Uzmimo slucajnu mjeru A takvu da je (S, S) = (R+, B(Ry)).
Pretpostavimo da ona ima konstantne lokalne pomake b(s) = b, konstatne lokalne Gaussovske
varijance 0%(s) = o2 i konstantne lokalne Lévyjeve mjere p(s, -) = p(-),zas € S. Za takou slucajnu
mjeru kazemo da je homogena. Neka je kontrolna mjera Lebesgueova mjera A. Definiramo proces
(X(t), t = 0) pomocu slucajne mjere A\:

X(t) = A((0,t]), t=>0.
Karakteristicna funkcija od X(t) je

Px1)(0) = (PA((OJ])(G) = exp {A,t] (i@b — %0292 + /R (eiex —i— i@T(x)) p(dx)) A(ds)}

= exp {i@tb - %tozﬂz + / (eiex _1- i@T(x)) (tp)(dx)} ,
R

tj. X(t) ~ ID(tb,to?%, tp), za t > 0. Uocimo da je X(1) ~ ID(b, 02, p). Pokazimo jos da je
ovako definiran proces Lévyjev proces. Za t = 0, karakteristicna funkcija od X (0) je konstanta pa
je X(0) = 0 g.s. Zbog svojstva o-aditivnosti mjere A, za s < t vrijedi
X(t) = A((0,t]) = A((0,s] U (s, t]) = A((0, s]) + A((s, t])
= X(s) + A((s, t]) g-s.,
odakle je
X(t) - X(s) = A((s, t]) g.5., s <t.
Uz malu korekciju oznaka, lako se vidi da je A((s,t]) ~ ID((t —s)b, (t — )02, (t — s)p) pa je

X() - X(s) L X(t—5s), s <t,
Svojstvo nezavisnosti prirasta slijedi zbog nezavisne rasprsenosti mjere A. Neprekidnost u vjero-
jatnosti je ocita jer je
lirr}P (X)) - X(s)| > €) = lin}P (IA((s,t])] > €) = 0.
5 S5—

Napomena 2.4.1. Svojstvo cadlag trajektorija nismo posebno komentirali jer se pokazuje (primje-
rice [9]) da svaki proces koji zadovoljava svojstva (i) — (iv) iz definicije 2.2.3 ima modifikaciju koja
je Lévyjev proces.

Napomena 2.4.2. Lévyjev proces (L(t),t > 0) moZe se prosiriti na dvostrani Lévyjev proces na

L(t) _ Ll(t), t >0,
—Ly(-t-), t<DO.

sljedeci nacin

Procesi (L1(t), t = 0) i (La(t), t > 0) nezavisne su kopije Lévyjevog procesa (L(t), t > 0)
modificirane tako da imaju cadlag trajektorije.
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Primjer 2.4.2 (Gaussovska slucajna mjera). Neka je (S, S) izmjeriv prostor i neka su lokalne
Lévyjeve mjere p(s,-) = 0, za sve s € S. Tada za slucajnu mjeru A = (A(A), A € S) kaZemo da
je Gaussovska. Karakteristicna funkcija od A(A) je

Pa)(0) = exp {/A (i@b(s) — %02(5)62) m(ds).}

Ako, kao u prethodnom primjeru, uzmemo konstantne lokalne pomake i Gaussovske varijance
te Lebesgqueovu kontrolnu mjeru, dobili bismo A(A) ~ ID(A(A)b, A(A)a?,0). Ako je dodatno
A(A) = 1, onda je A(A) ~ N(b, 0?).

Za Gaussovsku slucajnu mjeru kaZemo da je centrirana ako je b(s) = 0, za sve s € S. U tom
slucaju se kontrolna mjera m podudara s mjerom Gaussovske varijance .

Primjer 2.4.3 (Poissonova slucajna mjera). Poissonovu slucajnu mjeru odreduju jedinicni lo-
kalni pomaci b(s) = 1, lokalne Gaussovske varijance 0*(s) = 0 i lokalne Lévyjeve mjere
p(s,-)=01(-), zasves € S. Za A € S, karakteristicna funkcija od A(A) ima poznati oblik

Paa)(0) = exp {/A (i@ + /R (eiex -1- iQT(x)) 61(dx)) m(ds)}

= exp {/ (i@ +e? 11— i@) m(ds)}
A
= exp {m(A) (eia - 1)} .

iz Cega slijedi da je A(A) ~ P (m(A)). Kako je u ovom slucaju m(A) oéekivanje od A(A), mjera m
naziva se i mjerom ocekivanja.

Primjer 2.4.4 (Gama slucajna mjera). Slucajna mjera A odredena konstantnim lokalnim po-
macima b = fooo T(x)x"te™*, lokalnom Gaussovskom varijancom o2 = 0, konstantnim lokalnim
Lévyjevim mjerama p(dx) = x~te™dx te kontrolnom mjerom m zove se Gama slucajna mjera.
Pokazuje se da za A € S, A(A) ima karakteristicnu funkciju

Paa)(0) = exp {/A (z’@b + /R (eiex -1- i@r(x)) x_le_xdx) m(ds)}
= exp {m(A) (—% log(1 + 62) + iarctan(@))} .

Mjera m se u ovom slucaju jos naziva i mjerom oblika.

Svakako jedan od najvaznijih primjera je simetricna a-stabilna slu¢ajna mjera. Da bismo
do nje dosli, najprije trebamo uvesti pojam stabilne distribucije.

Definicija 2.4.1. Za slu¢ajnu varijablu X kaZemo da ima stabilnu distribuciju ako za svaki
n > 2 postoje C,, > 01 D,, € R takvi da je

X1+Xo+---+ X, iCnX+Dn,
gdje su X1, Xp, ..., Xy nezavisne kopije od X.
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Pokazuije se da je nuzno C, = n'/¢, za neki a € (0, 2] koji zovemo indeks stabilnosti
slucajne varijable X [8]. Krace kazemo daje X a-stabilna. Stabilnost se ekvivalentno moze
iskazati i preko karakteristi¢ne funkcije.

Definicija 2.4.2. Za slucajnu varijablu X kaZemo da ima stabilnu distribuciju ako postoje parametri
a€(0,2],0>0,p¢€[-1,1]iu €R takvi da ¢px ima sljedeci oblik:

exp { —a®|0]% (1 - if(sign 0) tan Z2) + i@y}, w1,
$x(0) = (2.8)
exp{—0'|9| (1+iB2(sign6)log|0]) +i6y}, =1,

gdje je
1, 0 >0,
sign® =10, 0=0,
-1, 6 <0.

Cinjenicu da je X a-stabilna s parametrima o, B i u krace oznacavamo s X ~ S,(o, B, 1t). Para-
metre o, B i 1 zovemo redom parametar skaliranja, parametar asimetricnosti i parametar
pomaka.

Radi jednostavnosti éemo pretpostaviti da je p = 0. Uo¢imo da je za @ = 2, X normalno
distribuirana s o¢ekivanjem 0 i varijancom 20%. Za a < 2, karakteristi¢na funkcija od X
moZe se zapisati u obliku

¢x(0) =exp {w+/ (eiex -1- i@T(x)) x "0+ gy 4
0

0 (2.9)
w_[ (eiex ) i@”[(x)) |x|_(1+"‘)dx} ,

gdje suwy, w- > 0.
Stabilnu sluc¢ajnu varijablu X ~ S,(o,0,0) zovemo simetri¢na a-stabilna i kraée piSemo
X ~ Sa$S. Njezina karakteristi¢na funkcija ima dosta jednostavan oblik

¢x(0) = exp {00},
Sto ju ¢ini prakticnom za primjene. MoZe se pokazati da je to ekvivalentno obliku (2.9) za
Wy =w-.
Sada moZemo navesti primjer SaS slucajne mjere.

Primjer 2.4.5. Neka je « € (0,2). Uzmimo da su lokalni pomaci b(s) i lokalne Gaussovske
varijance 02(s) jednake 0, za sve s € S. Neka su lokalne Lévyjeve mjere definirane s

p(s,dx) = p(dx) = (w+x—<1+“>1(0,m)(x) + w_|x|—<1+“)1(_00,0)) dx,

gdje su wy,w_ > 0. Za ID slucajnu mjeru A = (A(A), A € S) s navedenim lokalnim
karakteristikama i kontrolnom mjerom m kaZemo da je a-stabilna. Pretpostavit cemo da je
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w = w4y = w-, sto znaci da je slucajna mjera A\ simetricna a-stabilna. Za A € S karakteristicna
funkcija od A(A) je

da)(0) = exp{ /A /R (eiﬁx _1- i@T(x)) p(dx)) m(ds)}
= exp {/ /oo (eiex -1- iGT(x)) |x|_(1+"‘)dx) wm(ds)}
Ava

(0]

g

=0 : ’ w
= exp /A [Oo (e’ex -1- ZGT(x)) aC x| dx a_Cam(dS)

= ~——————
pld) (5

= exp {-m(A)|6]"},

gdje je
=1
ra- a)cos%) » BEl,

s a=1.

Sm—

Ca:

AN

Mjera 1 zove se modificirana kontrolna mjera. Uocimo da 1 (A) odreduje parametar skaliranja
Sas$ slucajne varijable A(A). Detaljniji izvod karakteristicne funkcije od A(A) moZe se pronaci
u [8]. Oznacimo s Lo(Q) prostor svih slucajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P).
Sljedeca definicija a-stabilne slucajne mjere daje bolji uvid u njezina distribucijska svojstva.

Definicija 2.4.3. Nezavisno rasprSena o-aditivna funkcija A : S — Lo(Q) takva da je, za svaki
AES I
p(s)m(ds)
A(A) ~ ANV AT T -
(4) ~ Sa | (A", A, 0
zove se a-stabilna slucajna mjera na (S, S) s kontrolnom mjerom 1 i intenzitetom asimetricnosti
B. Ako je p =0, za A kaZemo da je simetricha a-stabilna slucajna mjera na (S, S).
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3 Integral u odnosu na slu¢ajnu mjeru

Prethodno definirane ID slucajne mjere nisu toliko vazne same po sebi, ali integriranjem
odgovarajucih funkcija u odnosu na takvu mjeru mogu se dobiti razni primjeri ID slucajnih
procesa. Konkretnije, ID proces (X(t), t € T) moZemo zapisati u obliku

X(t) = /S £(t,5)A(ds),

gdje je (f(t,-), t € T) familija deterministickih izmjerivih funkcija i A ID slu¢ajna mjera.
Kao i u prethodnom dijelu, (S, S) je izmjeriv prostor i A = (A(A), A € 8§) beskona¢no
djeljiva slucajna mjera na njemu s kontrolnom mjerom m, lokalnim pomacima (b(s), s €
S), lokalnim Gaussovskim varijancama (02(s), s € S) i lokalnim Lévyjevim mjerama
(p(s,-), s € S). Integral ¢emo najprije definirati za jednostavne, a potom za opcenite
izmjerive funkcije. Izvest éemo uvjete za funkciju f koji osiguravaju njezinu integrabilnost
te ¢emo pokazati da je integral funkcije po ID slucajnoj mjeri ID slucajna varijabla.

3.1 Definicija i egzistencija

Definicija 3.1.1. Neka je A = (A(A), A € S) ID slucajna mjera i f : S — R jednostavna
funkcija oblika

k
fs) = Za]ws) s,
=1

gdjesuay, ..., ax €ERiAs,..., At €S8 dzs]unktnz skupovi. Za svaki A € S, definiramo integral
funkcije f u odnosu na slucajnu mjeru A\ s

k
/ F5)AMs) = > a;A(AN A)).
A =]
Da bismo definiciju integrala mogli prosiriti na opéenite izmjerive funkcije, trebat éemo
uvesti nekoliko oznaka. Za slucajnu varijablu X na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P)
definiramo normu na nacin

IXllo = E(min{1, |X]}).

Pomocu te norme, za slucajne varijable X i Y definiramo metriku
do(X,Y) = [I1X = Yllo = E(min{1, [X - Y]}).

S Lo(Q), ¥, P) oznacavat éemo potpun metricki prostor svih slucajnih varijablina (Q, ¥, P)
opskrbljen metrikom dy. Konvergencija u tom prostoru ekvivalentna je konvergenciji po
vjerojatnosti [5] .Za jednostavnu funkciju f : S — R definiramo normu

flla = sup{H/Ag(s)A(ds) : gjednostavna, [g(s)| < |f(s)], Vs € S}.

0

15



Definicija 3.1.2. Za funkciju f : S — R kaZemo da je A-integrabilna ako postoji niz jednostavnih
funkcija { f,} takav da

(i) fu — f, m-skoro svuda, za n — oo,

(i) imgy o0 | fx — fulla = 0.

Ako su ti uvjeti zadovoljeni, za A € S definiramo

/f(s)A(ds): lim/fn(s)A(ds),
A n—oo A

u smislu konvergencije po vjerojatnosti.

Uvjet (ii) osigurava da niz { fA fn(s)A(ds)} konvergira (po vjerojatnosti) u Lo(Q2, ¥, P), $to
je potpun prostor, pa je i limes u njemu. U nastavku ¢emo izvesti izraz za karakteristi¢nu
funkciju slucajne varijable fs f(s)A(ds). Radi preglednosti, indeks karakteristi¢ne funkcije

¢emo pisati kao argument: ¢ ( fs ¥ (s)A(ds)) (0).

Propozicija 3.1.1 (vidjeti [6], Proposition 2.6.). Ako je f A-integrabilna funkcija, tada je
[5 |K(Of(s),s)|m(ds) < oo i vrijedi

¢ (Af(s)A(ds)) (0) =exp {/SK(Qf(s),s)m(ds)} , B €eR,
gdje je K(0, s) definiran s (2.7).

Dokaz. Tvrdnju najprije pokazujemo za jednostavnu funkciju f(s) = 3 ;-‘:1 a;j1a,(s), gdje su
Aj € Sdisjunktniia; €R,j=1,..., k. Njezin integral je

k

[renas =Y ),

=1

Sto je, zbog nezavisne rasprSenosti mjere A, suma nezavisnih slucajnih varijabli. 1z svoj-
stava karakteristi¢ne funkcije tada slijedi

k
¢ ( /S f(s)A(ds)) ©) = ¢ (Z ajA(A )) (0) = 1_[ H(A(A;)(a;6)
j=1
k k
= exp K(a;0, s)m(ds)} = exp (a;0,s)m(ds)
oo |/, x > | xe
= exp /SK(GjZ;ale/(s),s)m(ds) = exp {LK(Qf(s),s)m(ds)}.
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Pretpostavimo sada da je {f,} niz jednostavnih funkcija kao u definiciji A-integrabilne
funkcije. Zan > 1160 € R definiramo niz mjera {pg,} s

u@,nm):logeb( /A fn(s)A<ds)) (0) = /A K(Ofa(s),s)m(ds), A€S.

Uocimo da je
o) = lim o u(A) = lim log¢( / fn(S)A(dS)) <6>=log¢( / f(s)A(ds)) (0)
n—oo A A

jer fu — f m-skoro svuda, za n — oo. Cinjenica m(A) = 0 povladi da je pg,.(A) = 0, za
svaki n > 1 pa prelaskom na limes slijedi da je mjera pg apsolutno neprekidna u odnosu
na mjeru m. To znaci da za svaki 0 € R postoji izmjeriva funkcija hg takva da je

pe(A) :Ahg(s)m(ds), AeS.

Preostalo je pokazati da je hg(s) = K(0f(s),s) m-s.s. za svaki 0 € R. Kako je funkcija K
neprekidna u prvoj varijabli, slijedi

nlg)r‘}o K(Ofn(s),s) =K(Of(s),s) m-s.s.

Moze se pokazatidaje S = U]?";OA]-, gdjejem(Apg) = 0im(A;) < 00, zaj > 1tedaprethodna
jednakost vrijedi uniformno zas € A;, j > 1. Prema tome, za A € Sij > 1je

/ ho(s)m(ds) = ‘LlQ(A N A]') = lim ﬂﬁ,n(A {n A]')
AﬂA]‘ n—o0

= lim K(Ofu(s),s)m(ds)

n—oo AﬂA]

[ xes6s),5mas)
ANA;

Sto znaci da je ho(s) = K(0f(s),s) m-s.s. na Aj, za svaki j > 1. Kako je Ag skup mjere 0 u
odnosu na mjeru m, slijedi da je hg(s) = K(Of(s), s) m-s.s. na cijelom S. O

Time smo pokazali da karakteristi¢na funkcija od fs f(s)A(ds) ima oblik

exp {/ (i@f(s)b(s) — %02(3)92f(s)2 s / (eief(S)x —1- i@f(s)r(x)) p(s, dx)) m(ds)}

’ - (3.1)
iz ¢ega ne vidimo da se radi o ID slucajnoj varijabli. Medutim, jednostavnom transforma-
cijom ovog izraza, doé¢i ¢emo do oblika iz kojega Ce se jasno modi iS¢itati karakteristicna
trojka. To éemo pokazati u sljedecoj tvrdnji koja daje eksplicitne izraze za karakteristicnu
trojku te nuZne i dovoljne uvjete za postojanje integrala. Prije iskaza, uvodimo sljedece
oznake:
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e U(u,s)=ub(s)+ fR (t(xu) —ut(x)) p(s,dx),
o V(u,s)= [, min{l, (xu)*}p(s, dx).

Teorem 3.1.1. Neka je f : S — R izmjeriva funkcija i A ID slucajna mjera. Tada je funkcija f
A-integrabilna ako i samo ako vrijedi

(i) [, IU(f(s),s)Im(ds) < oo,
(i) [ f(s)?0%(s)m(ds) < oo,
(iii) [,V (f(s),s)m(ds) < oo,
Nadalje, ako je f A-integrabilna, karakteristicna funkcija od fs f(s)A(ds) moZe se zapisati u obliku

qb( /S f(s)A(ds)) (Q)Zexp{iebf—%aj%92+ /R (eiex—l—iGT(x)) vf(dx)}, (32)
gdje karakteristicnu trojku cine
br= [ U(f(s),s)m(ds),
y /s (F(s), sym(ds)

ot = [ Fspaomas)
ve(B)=v({(s,x) €e SXR: f(s)x € B\{0}}), B € B(R).

Dokaz. Dokazat ¢emo tvrdnju u slucaju kada je f A-integrabilna funkcija. Kompletan
dokaz moZe se pronadi u [5].
Prema prethodnoj propoziciji vrijedi sljedece

‘cﬁ (/Sf(S)A(ds)) (0) exp{/SK(Gf(s),s)m(ds)}
= exp {2/5(—%02(5)f(s)262 + é(cos(@f(s)x) - 1)p(s,dx)) m(ds)}

2

2
= exp {Z/Re K(Qf(s),s)m(ds)}
S

= exp {—GJ%GZ + 2// (cos(Of(s)x)—1)p(s, dx)m(ds)}
sJr

= exp {—05(62 +2 /SXR (cos(Of(s)x)—1)v(ds, dx)}

. ov

integrirati po restrikciji Lévyjeve mjere v
ve(B)=v({(s,x) € SXR: f(s)x € B\{0}}), B € B(R).

Zbog toga je u konacnici

2
‘(P (/Sf(S)A(dS)) (0)] =exp {—03,92 + Zé(cos(ﬁx) —T1) vf(dx)} < oo.
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2

Kako je nuzno 0% < oo, automatski slijedi uvjet (ii). Uvjet (iii) je takoder zadovoljen jer je

restrikcija Lévjeve mjere takoder Lévyjeva mjera:

/V(f(s),s)m(ds):// min{l,(xf(s))z}p(s,dx)m(ds)
S SJR

= min{1, (xf(s))z}v(ds, dx)
SXR

= /min{l,xz}v]c(dx) < oo.
R

Za uvijet (i) koristimo ¢injenicu da je |7(x) — sin x| < 2min{1, x?} te imamo

U(u,s)| = ub(s)+/R(T(xu)—uT(x)isin(xu))p(s,dx)

= ub(s)+A(sin(xu)—uT(x))p(S,dx)+A(T(xu)—sm(xu))p(s,dx)

< ub(s)+/(sin(xu)—u7(x))p(s,dx)
R

+

/(T(xu) —sin(xu))p(s, dx)
R

<ImK(u,s)+2

/min{l,(xu)z}p(s,dx)
R
=ImK(u,s)+2|V(u,s)| < oo

paje prema tome i fs |U(u,s)|m(ds) < oo.
Preostalo je jos pokazati da vrijedi izraz (3.2). 1z (3.1) ocito slijedi

log (qb (/Sf(s)A(ds))) (6)=1i0 /Sf(s)b(s)m(ds) - %GZLf(s)zoz(s)m(ds)+
/S /R (07 —1 - i0£(s)7(x)) pls, dx)m(ds)

Posljednji integral mozemo zapisati na nacin
/ (aﬁf(s)x —1-i07(f(s)x) + i07(f(s)x) — iO f(S)T(x)) v(ds, dx)
SxXR
= / (eiex —1 - iQT(x)) ve(dx) +i0 // (T(f(3)x) — f(s)1(x)) p(s, dx)m(ds)
R sJr

Uvrstavanjem nazad dobivamo da je logaritam karakteristi¢ne funkcije jednak
i0 /S (f(s)b(s) + /R(T(f(s)x) — f(s)7(x)) p(s,dx)) m(ds)
- %92 / f(s)?0*(s)m(ds)
S

4 / (eiex _1_ iQT(x)) ve(dx),
R

Sto je i trebalo pokazati.
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Uocimo da se uvjeti za A-integrabilnost funkcije f zapravo svode na uvjete za integrabil-
nost u odnosu na kontrolnu mjeru m. Uvjet (ii) za A-integrabilnost funkcije f osigurava da
je funkcija integrabilna u odnosu na Gaussovski dio slucajne mjere A, dok uvijet (iii) osi-
gurava integrabilnost u odnosu na poissonovski dio. Prostor svih A-integrabilnih funkcija
oznacavat ¢emo s Ly(A).

Napomena 3.1.1. Logaritam karakteristicne funkcije ID slucajne varijable X jos se naziva i
funkcija kumulanata i oznacava se s

C{01X}=log (EeieX) .

3.2 Primjeri integrabilnosti

U konkretnim slucajevima, dosad apstraktni prostor Lo(A) svodi se na neki oblik prostora
funkcija integrabilnih u odnosu na kontrolnu mjeru m. Za funkciju f € Lo(A), njezin
integral po mjeri A oznacavat éemo s I(f).

Primjer 3.2.1 (Integral u odnosu na Gaussovsku slucajnu mjeru). Neka je A centrirana
Gaussovska slucajna mjera na (S, S) s kontrolnom mjerom m i f € Lo(A). Prema propoziciji
3.1.1, funkcija kumulanata od I1(f) ima oblik

C{0tI(f)} = '/S(—%f(s)za(s)zez) m(ds) = —%GZ/Sf(s)ZGZ(S)m(ds),

sto je konacno ako je £ integrabilna u odnosu na mjeru m, tj. f € L2(m). U tom slucaju je I(f)
normalno distribuirana sluc¢ajna varijabla s ocekivanjem 0 i varijancom fs f(s)?a?(s)m(ds).

Primjer 3.2.2 (Integral u odnosu na Posissonovu slu¢ajnu mjeru). Neka je A Poissonova
slucajna mjera na (S,S) s kontrolnom mjerom m. Sjetimo se da je u tom slucaju b(s) = 1,
0%(s) = 0ip(s,-) = 61(-), za sve s € S. Za funkciju f € Lo(A), funkcija kumulanata slucajne
varijable I(f) dana je s

C{O+I(f)} = /S (i@f(s)+ /R (eief(S)x_1—i6f(s)’c(x)) 61(dx))m(ds)
: / (ief(s) 4 e0f6) _ 1 _ i@f(s)) m(ds)

S
= /5 (eief(s) - 1) m(ds).

Uvjet (i) iz teorema 3.1.1 trivijalno je zadovoljen, a uvjet (iii) svodi se na

/ V(60 e = / / minL, (xf(s)2}51(dx)m(ds)
S S JR
:/min{l,f(s)z}m(ds)
S
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pa zakljuc¢ujemo da je f € Lo(A) ako i samo ako je posljednji integral konacan. Medutim, uvjet (i)
daje nam jaci zahtjev od toga:

/S U(f(s), 8)m(ds) = /S

= [[1£66) + e(7(6) - F) m(ds)

f(S)+/R(T(Xf(5))—f(S)T(x)) o1(dx)| m(ds)

= Amin{l, |f(s)|}m(ds).

Prema tome, da bi funkcija f bila integrabilna u odnosu na Poissonovu slucajnu mjeru A, dovoljno
je da vrijedi [5 min{1, |f(s)|}m(ds) < oo.

Primjer 3.2.3 (Integral u odnosu na Sa$ slucajnu mjeru). Neka je a € (0,2) i A simetricna
a-stabilna slucajna mjera na (S, S) s kontrolnom mjerom m kao u primjeru 2.4.5. Za funkciju
f € Lo(A), uvjet (iii) teorema 3.1.1 daje

/ V(f(s),5)m(ds) = / / min{1, (x£())2} p(dx)m(ds)
S SJR
= / ( / min{l,(xf(s))2}|x|_(1+“)dx) wm(ds)
S —00

Unutarnji integral potrebno je detaljnije raspisati. Najprije uocimo da je
2 pr g X2F(s)2, x| < =L,
min{l,(xf(s))2}={x feY 'xf(s)'ﬂ:{ O ]

1, xf)>1 |1, x| >

FO
U prvom slucaju je

« 1/1£(s)|
/ min{1, (xf(s))*}x|"*®dx = / x2f(s)?|x| "+ dx
s ~1/If(s)]

L [Ivel ’
= Zf(S) / X adx = mlf(S)la,
0

dok je u drugom slucaju

/ min{1, (xf(s))*} x|~ dx = 2 / x|~ dy
—eo 1/1f(s)]
= 2/ x~ 0+ gy = 3|f(s)|“.
1/1fG)l a
Zbrajanjem slijedi da je
> 4
ind{1 2 —(1+a)d — a
[ minL GeFP )00 = = 5(s)

pa uvrstavanjem u polaznu jednakost imamo

4 o
/SV(f(s),s)m(ds)— a(Z—a)/5|f(S)| wm(ds).
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Dakle, f je A-integrabilna ako i samo ako je |f(s)|* integrabilna u odnosu na mjeru i, tj.
f € L*(m).
Funkcija kumulanata od I(f), za f € L%(1i), ima oblik

C{e;tz(f)}:/s(/R (eief(s)x—l—ief(s)f(x)) p(s,dx))m(ds)

= /(/ (eief(s)x -1- i@f(s)T(x)) |x|_(1+“)dx) wm(ds)
S —00
= —2// (1 - cos(@f(s)x)x_(1+0‘)dx) wm(ds),
sJo
gdje posljednja jednakost slijedi zbog simetricnosti mjere p. Uvodenjem supstitucije y = |0 f(s)]|x,
slijedi da je
xm) = =916 £ (5) |0 ()]

pa dalje imamo
C{Q;tI(f)}:—z/S/O (1—cosy)y_(1+“)|9|“|f(s)|“dy)wm(ds)
— = _ —(1+a) ) a a
2 [ (1-cosypy ) 101 [ 1pco)rmas)
= —jop /S e m(ds),

Sto znaci da je I(f) SaS slucajna varijabla.

3.3 Beskonacno djeljivi slucajni procesi i integral

Dosad smo integriranjem odgovaraju¢ih funkcija u odnosu na ID sluc¢ajnu mjeru dobivali
ID slucajne varijable. Ta ideja se moZe generalizirati i na ID slucajne procese. Naime,

pokazuje se da je familija integrala ( fs f(t,s)A(ds), t € T) ponovo ID slucajni proces s
karakteristicnom trojkom danom u sljede¢em teoremu:

Teorem 3.3.1 (vidjeti [7], Theorem 3.3.10.). Neka je A ID slucajna mjera na (S, S) i
(f(t,-), t € T) familija A-integrabilnih deterministickih funkcija na S. Tada je slucajni proces

X(t) = t,s)A(ds), ¥
0= [ Fie,sas), te
beskonacno djeljiv sa slabom karakteristicnom trojkom (bx, Xx, px) danom s
bx(t) = /(f(t,s)b(s) + / (t(f(t,s)x) = f(t,s)t(x)) p(s,dx) | m(ds), t €T,
S R
Bxlty 1) = [ flty $)f )2 m(ds), b,

jig = v el ™,

gdje je v Lévyjeva mjera od A i H : S x R — RT definirana s H(s,y) = (yf(t,s), t € T),
s8€S5, ¥y R
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Dokaz. Kako je po pretpostavci f(t,-) € Lo(A), za svaki t € T, funkcije bx i Zx su dobro
definirane. U dokazu ¢emo koristiti teorem 2.2.1. Nekasuty,...,t; € Ti61,...,0; € R.
Zbog linearnosti integrala imamo

d

d d
D, 0iX(t) = ]Z; 0 /S f(tj,5)A(ds) = /S (]Zl] fo(tj,s>) A(ds).

j=1

Zatim, primjenjujemo izraz 3.1 na funkciju f(s) = 2?21 0f(t;,s) te teorem 3.1.1 da bismo
dosli do funkcije kumulanata od X = (X(t1), ..., X(t4)):

d 1 d .
C{OtX}= z/Z ejf(tj,s)b(s)m(ds)—E/(Z ejf(tj,s)) o2(s)m(ds)
i3 s\i=3

d
+ / / (eliflefxf“w”—1—iZ@jf(tj,s)T(x)) p(s, dx)m(ds)
sJR =l
d
=1

=1

d
Z 0,0k Xx(t}, ty)
|

N -

0;bx(tj) —

]

d
/T (61271 0xf(tjs) _ 1 _ iZ 6, f(t;, s)'c(x)) ux(dx).
R

=1

d
j=1

+

Jos je preostalo pokazati da je (bx, Zx, ux) slaba Lévyjeva trojka, odnosno da je ux slaba
Lévyjeva mjera. Za svakit € T, imamo

[ w0 ruxtax = [ xR o),
RT RT

Formalnim uvodenjem supstitucije x = H(s, y) slijedi dx = H(ds,dy) pa je H'(dx) =
(ds, dy). Podintegralna funkcija sada postaje

t()(t) = t(x(t) = Ty f(t,s)),

a podrudje integracije je S X R. Prethodni integral se svodi na

/ Wy f(E, 5)Pv(ds, dy) = / Ty v (dy),
SXR R
Sto je konacno. o

Ponekad je prikladnije proucavati svojstva ID procesa koristeci integralnu reprezenta-
ciju, nego karakteristicnu funkciju opisanom Lévy-Khintchineovom formulom. Ispostav-
lja se da vrijedi i svojevrstan obrat prethodnog teorema, tj. da se svaki ID proces moze
zapisati kao integral u odnosu na ID sluc¢ajnu mjeru. Tu ¢injenicu smo naveli na pocetku
ovog poglavlja, a sada ju iskazujemo nesto preciznije:
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Teorem 3.3.2. Neka je (X(t), t € T) beskonacno djeljiv slucajni proces sa o-konacnom Lévyjevom
mjerom. Tada postoje izmjeriv prostor (S, S), beskonacno djeljiva slucajna mjera A na njemu s
kontrolnom mjerom m te lokalnim karakteristikama (b(s), 0%(s), p(s,-)) i familija A-izmjerivih
funkcija (f(t,-), t € T) na S takvi da je

(X(t), t eT) 2 ( / f(t,s)A(ds)) .
S

Dokaz se moZze pronadi u [7].

24



4 Primjeri procesa definiranih kao stohasticki integral

Ovdje ¢emo navesti najvaznije primjere slucajnih procesa definiranih kao integral u odnosu
na ID slucajnu mjeru. Kao $to smo vidjeli, takvih procesa ima mnogo jer prakticki svaki ID
proces ima takvu reprezentaciju. Najjednostavniji primjer je Lévyjev proces (L(t), t > 0)
za kojega smo pokazali da se moZe definirati kao homogena ID sluc¢ajna mjera A na
(R4, B(R4)) s kontrolnom Lebesgueovom mjerom A na nacin

L(t) = A((0,t]), t > 0.

Taj proces ocito ima integralnu reprezentaciju jer je prethodni zapis ekvivalentan s
Lif)= / 1(0,11(s)A(ds).
Ry

Dakle, Lévyjev proces mozemo dobiti integriranjem familije funkcija (1 4(-), t > 0) u
odnosu na homogenu ID slu¢ajnu mjeru.

4.1 SaS Lévyjevo gibanje

Iako nije previSe informativna, ovaj dio ne bi imalo smisla zapoceti bez definicije stabilnog
slucajnog procesa.

Definicija 4.1.1. Za slucajni proces (X(t), t € T) kaZemo da je stabilan ako su mu sve ko-
nacnodimenzionalne distribucije stabilne. KaZemo da je simetric¢an stabilan ako su mu sve
konacnodimenzionalne distribucije simetricne stabilne.

Ako su sve kona¢nodimenzionalne distribucije procesa stabilne, onda one moraju
imati isti indeks stabilnosti a € (0, 2]. Re¢i ¢emo da je proces (simetri¢an) a-stabilan kada
Zelimo naglasiti o kojem indeksu stabilnosti se radi. Kao specijalan oblik, definiramo a-
stabilno Lévyjevo gibanje. Taj proces ima sli¢cnu ulogu medu a-stabilnim procesima kakvu
ima i Brownovo gibanje medu Gaussovskim procesima. Stovise, a-stabilno Lévyjevo
gibanje moZemo shvatiti kao generalizaciju Brownovog gibanja jer se za a = 2 ti procesi
podudaraju.

Definicija 4.1.2. Slucajni proces X = (X(t), t > 0) zovemo (standardno) a-stabilno Lévyjevo
gibanje ako

(i) X(0)=0g.s,
(ii) X ima nezavisne priraste,
(iii) X(t) = X(s) ~ Sa ((t - s)l/“,ﬁ,O), 20<s<t aec(0,2]ipel-11].

Ako je p = 0, X zovemo SaS Lévyjevo gibanje.
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Uocimo da se radi o procesu sa stacionarnim prirastima jer distribucija prirasta X(t)—X(s)
ovisisamo orazlicit —s, za s < t. Takoder, SaS Lévyjevo gibanje je 1/a-sebi sli¢an proces,
tj. zasvakic > 0

(X(ct), t > 0) = (cl/“X(t), t> 0),

gdje jednakost shvaéamo u smislu kona¢nodimenzionalnih distribucija.
Uzmimo sada SaS slu¢ajnu mjeru A na (R4, B(R.)) s kontrolnom Lebesgueovom mjerom
A 1 definirajmo proces

X(t) ZA l(olt](S)A(dS), t > 0.

Tadaje (X(t), t > 0) SaS Lévyjevo gibanje.
Ocito je X(0) =0 g.s., a prema definiciji 2.4.3, za t; < t, vrijedi

X(t2) = X() = [ 0,m(OS) = Al(h, ) ~ Sa (2= 1)17,0,0)

Za0 <t] <ty <--- <ty prirasti X(t2) — X(t1),..., X(tn) — X(t,-1) su nezavisni zbog
nezavisne rasprSenosti mjere A. Na slici 1 prikazane su trajektorije SaS Lévyjevog gibanja
za o = 0.5,1,1.512. Najprije je simuliran jednostavni slu¢ajni uzorak (2(j), j=1,...,N)
velicine N = 2000 iz Sa$ distribucije, a potom je pomoc¢u kumulativnih suma oblika
X(t) = X}, Z(j) aproksimirano SaS Lévyjevo gibanje.

a=0.5 a=1
1- ( a0 - 1
0 —— “ ‘ ‘ ‘ o = ‘
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
a=15 a=2
1 d
1.5 ,,W,VLH’M\V'W‘J Yy w\“ 5] MMM\m
05 /\J £ m
; QP/W
0.0- w/ 0
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

Slika 1: SaS Lévyjevo gibanje za « = 0.5,1,1.512

4.2 Linearno frakcionalno stabilno gibanje

Linearna frakcionalna stabilna gibanja ¢ine $iroku familiju stabilnih procesa koji imaju
integralnu reprezentaciju. Krace ¢emo pisati LFSG. Odredeni su sa cetiri parametra $to
daje zaista velik broj razli¢itih procesa. Najprije ¢emo definirati LFSG, a potom ¢emo
specificiranjem njegovih parametara svesti razmatranje na nesto poznatije procese.
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Definicija4.2.1. Nekajea € (0,2], H € (0,1) takavda H # 1/ai a,b € R takvida je |a|+|b| >
0. Nadalje, neka je A a-stabilna slucajna mjera na (Ry, B(R,)) s kontrolnom Lebesgueovom
mjerom. Linearno frakcionalno stabilno gibanje je slucajni proces (L, p(a,b;t), t > 0)dans

Lz, by By = /R + fau(a,b;t,s)Ads), (4.1)
gdje je
fan(a,b;t,s)=a [(t — gy Ve _ (g Ij—l/a]
b [(t - 910 — (syfita]

Napomena 4.2.1. U prethodnoj definiciji je x, = max{x, 0} pozitivni dio, a x_ = max{-x,0}
negationi dio od x.

Za H =1, LFSG nije definirano, stoga je uvjet H € (0, 1) nuZan za njegovo postojanje.
Pokazuje se da je LFSG H-sebi sli¢an proces sa stacionarnim prirastima [8]. U slucaju kada
je H > 1/a, kaZemo da prirasti imaju svojstvo dugorocne zavisnosti, a kada je H < 1/a,
imaju svojstvo negativne zavisnosti.

Ako u (4.1) uzmemo a = b = 1, podintegralna funkcija postaje

Fomr(1, 128, 8) = ||t — g[E-Ye — |g|-la

te LFSG dobiva epitet dobro balansirano. Ako je dodatno A simetri¢na a-stabilna slucajna
mjera, kazemo da je dobro balansirano LFSG simetricno. U nastavku ¢emo se fokusirati
samo na simetricno dobro balansirano LFSG pa ¢emo radi preglednosti njega oznacavati s
LFSG. O distribucijskim svojstvima takvog procesa govori sljedeca vrlo korisna propozi-
cija.

Propozicija 4.2.1 (vidjeti [8], Proposition 7.4.3). Ako je (X(t), t > 0) LFSG, onda je za svaki
t >0,
X(t) ~ S(X(Gt/ 0/ 0)/

gdjeje oy = Kot i
e a 1 a
K, = za/ ((1 + x)H-1a _ xH_l/“) dx + / )(1 _ y)H-Va _ yH-1/a|" gy
' 0 0
Napomena 4.2.2. Slucajni proces

X(t) =

L 1, 1=£), & =0
Kaz,H a,H( )

zovemo standardno LFSG. Parametar skaliranja od X(1) je 1 te otuda i naziv.
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LFSG opcenito ne mora imati nezavisne priraste pa samo poznavanje distribucijskih svoj-
stava nije dovoljno za simuliranje trajektorija takvog procesa. Na srec¢u, u programskom
jeziku R razvijen je paket r1fsm (Mazur i Otryakhin, 2022.) koji sluZzi za simuliranje LFSG
i statisticko zaklju¢ivanje o njemu. Slika 2 prikazuje LFSG u slu¢aju kada je H > 1/a, a
Slika 3 obrnuti slucaj. U prvom slucaju prirasti imaju svojstvo dugoroc¢ne zavisnosti, a u
drugom svojstvo negativne zavisnosti.

oa=16,H=07

200-

0 250 500 750 1000

Slika 2: Trajektorija (simetri¢nog dobro balansiranog) LFSG za a« = 1.61 H = 0.7

a=18 H=0.2
Lo
50- "y "»‘s,'?.“yf,v‘lg“.w"\ay ,("AV;‘ “n\hw\ﬁuﬂw!w(q{"_r,( V‘ JW,W{AWM
vy A :
”“l,x, Ty WU i M\ MML‘*N"‘L W‘ﬂ_ th‘ JHf
ki \m} Wt u‘lw it
0 ' /
-50
-100-

0 250 500 750 1000
Slika 3: Trajektorija (simetri¢nog dobro balansiranog) LFSG za ¢ = 1.81 H = 0.2
Veé sada smo suzili pri¢u na vrlo specifican oblik linearnog frakcionalnog stabilnog gibanja
kod kojega je a = b = 1. Kao proizvoljne parametre jos imamo « i H koji nam i dalje daju

velike mogucénosti. Za a = 2, simetri¢na 2-stabilna slu¢ajna mjera A je Brownovo gibanje
S$to nas dovodi do poznate familije procesa.
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4.3 Frakcionalno Brownovo gibanje

Za slucajni proces X = (X(t), t € T) kazemo da je Gaussovski ako su mu sve konac-
nodimenzionalne distribucije normalne. Ranije smo vidjeli da u Lévy-Khintchineovoj
reprezentaciji takvog procesa Lévyjeva mjera iS¢ezava pa funkcija kumulanata takvog
procesa ima oblik

C{0 X} =1i(0,b) - %eTze,

gdjeje 0 € RT, b = (b(t), t € T) realna funkcijana T i X = (X(ty, t2), t1,t2 € T) pozitivno
semidefinitna funkcijana T X T. Funkciju b zovemo funkcija ocekivanja, a funkciju X funkcija
autokovarijanci slucajnog procesa X.

Vidimo da one jednozna¢no odreduju Gaussovski proces X. Medutim, pokazuje se da
vrijediisvojevrstan obrat, tj. da za svaku realnu funkciju b i pozitivno semidefinitnu funk-
ciju X postoji Gaussovski proces X kojemu su one funkcija ocekivanja, odnosno funkcija
autokovarijanci.

U nastavku éemo se ograni¢itina T = R,. Uzmimodajeb =0teza H € (0,1)i0? > 0
definirajmo funkciju

02
L(h, t) = & (tfH +t2H — |ty - t2|2H) , t1,t > 0. (4.2)

Tada je ~ pozitivno semidefinitna funkcija pa postoji Gaussovski proces X s ocekivanjem 0
i funkcijom autokovarijanci ¥. Specijalno je Var X (1) = 02. Za tako definiran proces vrijedi
X(t) ~ N (0,0%t2H), t >0.Zas,t > 0 vrijedi

Var (X(t) — X(s)) = 6%t?H —2Cov (X(¢t), X(s)) + 02s2H
— G2 (tZH 4 g2H _f2H _ 2H 4 gy _ Sle)
= 2|t — s|*H
paje X(t) — X(s) ~ N (0, |t - s|2H ), §to znadi da tako definiran proces ima stacionarne
priraste. Takoder, lako se vidi i da je H-sebi sli¢an. Za ¢ > 0, s jedne strane je

o2

C{0F X(ct)} = —%92 >

((ct)2H + (ct)ZH) = —%onz(ct)ﬂ{,

dok je s druge strane
C{01c2X ()} = —1920—2 (tzH + tZH) o2 = —19202(01‘)21{.
2 2 2
Zbog H-sebi sli¢nosti vrijedi
X(0) = X(c0) £ cHX(0)

paje X(0) =0 g.s.
Pokazuje se da je ovako definiran proces jedini Gaussovski proces koji je H-sebi sli¢an sa
stacionarnim prirastima [8].
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Propozicija 4.3.1. Neka je za H € (0,1), (X(t), t > 0) H-sebi slican proces sa stacionarnim
prirastima i konacnom varijancom. Tada je

EX(t)=0 i  Cov(X(t1), X(t2)) = L(t1, t2),
gdje je L definirana s (4.2).
Dokaz. Zbog stacionarnosti prirasta i H-sebi slicnosti imamo

EX(1) = E(X(2) - X(1)) =2"EX(1) - EX(1)
= 2H - DEX(1),

odakle je EX(1) = 0. Prvi dio tvrdnje slijedi iz X (¢t) = t7 X(1). Primjenjujuci ista svojstva,
za drugi dio imamo

Cov(X(t1), X(t2)) = E(X()X(t2) = 5 (EX?(t2) + EX¥(t2)  E(X (1) ~ X(12)F)

= % (tfHEX(D +t3HEX(1) - EX?(t - tz))
_EX’(D)

2

(t%H + t%H — |t1 — t2|2H) .
O

Definicija 4.3.1. Gaussovski H-sebi slican proces sa stacionarnim prirastima zove se frakci-
onalno Brownovo gibanje (FBG) i oznacava s (By(t), t > 0). KaZemo da je standardno ako
je Var By(1) = 1.

Sljedeci teorem objedinjuje prethodnu propoziciju i definiciju FBG.
Teorem 4.3.1. Neka je H € (0, 1). Sljedece tordnje su ekvivalentne:
(i) (X(t), t = 0) je Gaussovski H-sebi slican sa stacionarnim prirastima,
(ii) (X(t), t > 0) je FBG s indeksom sebi slicnosti H,
(iii) (X(t), t > 0) je Gaussovski s ocekivanjem 0 i funkcijom autokovarijanci (4.2).

Frakcionalno Brownovo gibanje je specijalan slucaj prethodno opisanog LFSG te se prema
tome moZe zapisati u integralnom obliku na sljedeéi nacin

Bu(t) = [ (1t -2 s11712) aGas), 43)
Ry
gdje je A simetri¢na 2-stabilna slu¢ajna mjera, odnosno Brownovo gibanje. Uoc¢imo da

za H = 1/2 pridjev frakcionalno postaje suvisan. Na sljedecoj slici prikazane su trajektorije
FBGzaH =0.2, 0.4, 0.610.8.
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Slika 4: FBG za razlidite izbore H

Prema definiciji, frakcionalno Brownovo gibanje je proces sa stacionarnim prirastima $to
znaci da njegovi prirasti

ABy(j) = Bu(j +1)-Bu(j), j=0,1,...

¢ine stacionaran niz. Proces (AB(j), j € No) zovemo frakcionalni Gaussovski (FG) Sum.
Kazemo da je standardni ako je Var By(1) = 1. Prema (4.3), ABH(j) ima sljedecu integralnu
reprezentaciju

ABH(]) = /R (|] U, SlH—1/2 _ |S|H—1/2 _ |] _ S|H—1/2 i |S|H—1/2) A(dS)
- A) » (G +1 = )12 - |j = 5|H-112) AGds).
,]+

Zbog stacionarnosti i H-sebi sli¢nosti je o¢ito E(ABH(j)) = 01 Var (ABu(j)) = EB%{(l), za
svaki j € Ny. Oznac¢imo s r funkciju autokovarijanci FG Suma. KoriStenjem propozicije
4.3.1, jednostavno se dobije njezin eksplicitni oblik:

EB%(1)
2

U nastavku éemo koristiti oznaku a; ~ b; kada je lim; .o a;/b; = 1. Da bismo mogli

r(j) = E(ABH(O) ABH(]')) = ((j +1)2H —2j2H 4 (j - 1)2H) ,i=1,2,...

zakljuditi o asimptotskom ponasanju od r(j), zapisat ¢emo ju u sljede¢em obliku

2 2H 2H
= 0 (13" 2 -3

EB%_I(I), NE 1 2H 1 2H
:TJZHZ[]Z((1+7) —2+(1—7) )

Dvostrukom primjenom L'Hopitalovog pravila, izraz u uglatim zagradama postaje

2H-2 2H-2
H(2H—1)((1+%) +(1—%) ),
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Sto konvergira prema 2H(2H — 1), za j — oo. Dakle,
r(j) ~ EB%(1) H2H - 1)j?2, zaj — 0.

Za bilo koji H € (0,1), r(j) konvergira u 0 kao potencija od j, za j — co. Medutim,
konvergencija je puno sporijakadaje H € (1/2,1)jer utomslucajusuma ¥ 2, r(j) divergira
[8]. Tada kaZzemo da FG $um ima svojstvo dugoro¢ne zavisnosti.

Za H = 1/2, FG $um ¢ine prirasti Brownovog gibanja koji su nezavisni pa je u tom slucaju
r(j) = 0, za svaki j. Drugim rije¢ima, FG Sum jenj.d. nizza H = 1/2.

Koeficijent H(2H — 1) je negativan za H € (0,1/2) pa je, za velike j, i r(j) negativan. Za
takav FG Sum kaZemo da ima svojstvo negativne zavisnosti.

00000
oNnw=

r(j)
o
N
[,
0 k]
ITITTT

2.5 5.0 7.5 10.0
j

Slika 5: Autokorelacijska funkcija od ABy za razlicite H

Frakcionalni Gaussovski Sum ne zadovoljava pretpostavke klasi¢nog centralnog granic-
nog teorema za H # 1/2. Naime, % 27:1 ABg(j) ne konvergira po distribuciji prema

netrivijalnoj slu¢ajnoj varijabli, no uzmemo li za normiraju¢u konstantu n'?, slijedi

L H
> MBu() = — Bl + 1)~ By(0) £ "By (1) S By(1), 2an - o,

=1

4.4 Proces Ornstein-Uhlenbeckovog tipa

U ovom potpoglavlju ¢emo radi preglednosti integral funkcije f u odnosu na slucajnu
mjeru A pisati u formi Riemannovog integrala: fa ’ f(s) dA(s). Naime, slucajna mjera A
¢e biti generirana Lévjevim procesom (L(t), t € R) (primjer 2.4.1) pa ¢e nam ponekad
biti prikladnije pisati dL(s) umjesto L(ds). Treba imati na umu da je to samo oznaka za
prethodno definirani f[a,b] f(s)A(ds).

Definicija 4.4.1. Neka je A > 0 (L(t), t € R) dvostrani Lévyjev proces koji zadovoljava uvjet
Elog (1 + L(1)) < oo. Proces Ornstein-Uhlenbeckovog (OU) tipa je proces (X(t), t € R)
definiran s

0o t
Kih = /_ e M1 o) (t — s)dL(As) = e~ [ e’ dL(As). (4.4)

o0 oo
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Napomena 4.4.1. Proces OU tipa razlikuje se od "klasicnog” Ornstein-Uhlenbeckovog procesa
koji je stacionarno rjesenje stohasticke diferencijalne jednadzbe

dX(t) = A(u — X(t)) + odB(t),

gdjesu A,0 >0, u € Ri(B(t), t € R) Brownovo gibanje. U nasem slucaju je u =0, o =1, ali
pogonski proces je opceniti Lévyjev pa odgovarajuca stohasticka diferencijalna jednadzba ima oblik

dX(t) = —AX(t) + dL(At).

Uocimo da se integrira po skaliranim trenutcima oblika As Sto nam malo komplicira situaciju.
Takvo skaliranje vremena osigurava da marginalne distribucije procesa OU tipa ne ovise
o parametru A. Jednostavnim uvodenjem supstitucije s = As dolazimo do ekvivalentnog
zapisa:

X(t) = / e_/\t+51[0,oo)(/\t —s)dL(s), t €R. (4.5)

[o0]

Koristed¢i propoziciju 3.1.1, slijedi da je funkcija kumulanata procesa OU tipa dana s

C{6 1 X(t)} :/K(Ge_/\”sl[o,oo)(/\t—s))ds,
R

gdje je funkcija K definirana s (2.7). Uo¢imo da je u ovom slucaju K funkcija jedne varijable
jer je Lévyjev proces homogena slucajna mjera. Za proizvoljni & > 0 tada vrijedi

<36¢Xa+m}=/'

K(Qe_M_/\h*Sl[Olm)(/\t + Ah — s)) ds
R
= /K(@e_/\tﬂtl[o,oo)()\t — u))ds
R
= C{0 T X(#)}.
Time smo pokazali daje X(t + h) 2x (t), za svakit € R. Sli¢no se pokazuje da su i konac-
nodimenzionalne distribucije procesa OU tipa (X(t), t € R) invarijantne na vremenske

pomake, Sto znaci da se radi o strogo stacionarnom procesu. Osim stacionarnosti, on ima
jo$ jedno vrlo vazno svojstvo.

Definicija4.4.2. Za ID slucajnu varijablu X éemo recéi da je self-decomposable (SD) ako njezina
karakteristicna funkcija ¢ ima svojstvo da za svaki ¢ € (0, 1), postoji karakteristicna funkcija ¢.
neke slucajne varijable takva da je

(6) = p(cO)pc(0), VO €.

Zbog svojstava karakteristi¢ne funkcije, to zapravo znaci da postoji slucajna varijabla

. ey . . d "
Z. nezavisna od X s karakteristicnom funkcijom ¢, takva da je X = ¢X + Z.. SD slucajna
varijabla X moZe se reprezentirati u obliku

Xi/ e~SdL(s).
0
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Ovdjeje (L(t), t > 0) Lévyjev proces ¢ija je distribucija jedinstveno odredena distribucijom
od X, a zove se pogonski Lévyjev proces. Engleski naziv je background driving Lévy process pa
¢emo krace pisati BDLP. Da bismo pokazali da je proces OU tipa SD, zapiSimo ga pomoc¢u
(4.4) u sljede¢em obliku:

X(t)

(o)

0 t
e M. e_A'O/ e dL(As) +e_M/ e dL(As)
. 0

=

t
e_MX(O)+e_/U/ e dL(As).
0

Slucajne varijable X(0) i e~ fot e’ dL(As) su nezavisne zbog nezavisne rasprsenosti slu-
¢ajne mjere L, a ulogu konstante ¢ ima e~*.
Za slucajni proces (X(t), t € R) kazemo da je proces pomicnih prosjeka ako ima integralnu

reprezentaciju
Xt = [ £(t=s)as)

za A-integrabilnu funkciju f. Ako stavimo f(s) = e 1 «0)(s), slijedi da proces OU tipa
ima to svojstvo.

Akoje proces OU tipa (X(t), t € R) kvadratno integrabilan s o¢ekivanjem 0, tada je njegova
autokorelacijska funkcija » dana s (vidjeti [2])

rw)=e ™, u>0.

Iako opcenito ¢ine Siroku klasu stacionarnih procesa, ovo svojstvo ih ponekad ¢ini ograni-
¢avaju¢im za primjene. Zato navodimo primjer procesa s nesto fleksibilnijom strukturom
zavisnosti.

4.5 SupOU proces
Neka su (X®)(t), t € R) nezavisni procesi OU tipa s parametrima A, k =1,...,m. Za
tezine wq, ..., wx € R definiramo njihovu kona¢nu superpoziciju (X,,(t), t € R) na nacin
m
X(t) = Z we X0 ().
k=1

Njezina autokorelacijska funkcija je

m
r(u) = Z wre ™My e R, (4.6)
k=1

Promotrimo li beskona¢nu superpoziciju, pokazuje se da njezina autokorelacijska funkcija
mozZe opadati u 0 sporije nego eksponencijalna funkcija. Beskonac¢na superpozicija moze
se dobiti i randomiziranjem parametra A pomocu vjerojatnosne mjere 7 s nosa¢em na R,
te se tada moZze formalno zapisati u integralnom obliku:

x)= [ [ e 00 et -oLMsnae)
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Da bismo mogli dati smisao prethodnom integralu, uzmimo najprije izmjeriv prostor
(S,S) = (R xR, B(Ry xR)) i Lévyjev proces (L(t), t € R) s karakteristicnom trojkom
(b, 02, u) takva da je

/ log [x|u(dx) < oo.
|x|>1

Neka je 7 vjerojatnosna mjera na R, takva da je

[R+ En(d&) < oo.

Pretpostavimo da je A homogena beskonac¢no djeljiva nezavisno rasprsena slucajna mjera
na R, XR s kontrolnom mjerom m = 1t X Leb, gdje je Leb oznaka za Lebesgueovu mjeru na
R. Uredenu Cetvorku (b, 02, i, 1) zovemo generirajuca detvorka, a slu¢ajnu mjeru A Lévyjeva
baza. Neka su dane funkcije f; : Ry XR — R, t € R, pravilom pridruZzivanja

fi(E,5) = e g oo (EE — 5).

Definicija 4.5.1. Beskonacno djeljiv slucajni proces (X(t), t € R) definiran s

X(t) = fr(&, $)A(dE, ds) (4.7)

R, xR

zove se supOU proces.

U [2] je pokazano da je proces (4.7) dobro definiran i strogo stacionaran. Ako uvedemo
oznaku
Ki(0) = C{0 £ L(1)}, (4.8)

moZe se pokazati da je funkcija kumulanata supOU procesa dana s
C{O1 X(t)} = / / Kp(Be 1)y o)(Et — 5))dsm(dE), O €R. (4.9)
R, /R

Uz pretpostavku egzistencije drugog momenta, autokorelacijska funkcija supOU procesa
ima oblik

r(u) :/R e “n(d&), u = 0.

Ocito odabir distribucije 7 utjece na strukturu zavisnosti procesa. Uo¢imo da je r zapravo
Laplaceova transformacija od 7.

Primjer 4.5.1. Ako je mjera 1t degenerativna, tj. takva da je n({A}) =1, za A > 0, tada funkcija
kumulanata ima oblik

C{61X(t)} = ‘/RKL(Ge_AHSI[O,oo)(At - S))dS,

Sto je zapravo funkcija kumulanata procesa OU tipa iz prethodnog potpoglavlja.
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Primjer 4.5.2. Neka je 1t diskretna vjerojatnosna mjera takva da je m({Ax}) = px, k € N, A > 0.
Tada je funkcija kumulanata supOU procesa dana s

C{o1X(t)} = Z / pkKL(Qe_Ak”Sl[O,oo)(Akt - s))ds.
k=1 YR

U ovom slucaju, supOU proces ima istu distribuciju kao i beskonacna diskretna superpozicija
(Z;"Zl prXW(t), te R) s pocetka ovog dijela. Autokorelacijska funkcija je dana s (4.6) zam = oo
[ Wk = pk.

U nastavku ¢emo navesti propoziciju koja govori kako odabrati mjeru = da bismo dobili
odredenu strukturu zavisnosti. Za to ¢e nam najprije trebati definicija sporo varirajuce
funkcije u beskonac¢nosti.

Definicija 4.5.2. Za funkciju € kaZemo da je sporo varirajuc¢a u beskonacnosti ako je za svaki

a>0
llax)

roe 0(x)

Najpoznatiji primjeri sporo varirajucih funkcija u beskonac¢nosti su konstanta i logaritam-

1.

ska funkcija.
Propozicija 4.5.1. Neka je (X(t), t € R) kvadratno integrabilan supOU proces s autokorelacij-
skom funkcijom r, { sporo varirajuca funkcija u beskonacnostii o > 0. Tada je
n((0,x]) ~ (x Hx*, zax —0
ako i samo ako
r(u) ~TA+a)l(u)u™, zau — oo.

Drugim rije¢ima, $to je veca masa mjere © oko 0, to ¢e autokorelacijska funkcija sporije
opadati, za u — o0. Za a < 1, supOU proces ima svojstvo dugorocne, a za a > 1 svojstvo
kratkoroc¢ne zavisnosti. Sljedeéi primjer prakticki se nameée u samom iskazu propozicije.

Primjer 4.5.3. Neka je (X(t), t € R) supOU proces takav da je m Gama distribucija s gustocom

1 0 -
fx) = mx“ le "1,00)(x), a>0.
Tada je 7 dana s

n((o,x]>=%a) /0 y-leVdy, x> 0.

Moze se pokazati da vrijedi

(0, x]) ~ F(a1+ 1)x"‘, za x — 0.

U terminima prethodne propozicije, sporo varirajuca funkcija ¢ je konstanta ﬁ pa slijedi da

autokorelacijska funkcija ima svojstvo
r(u) ~u™%, zau — oo.

Stovise, autokorelacijsku funkciju mozZemo i eksplicitno izracunati:

r(u) = e W — x® e ¥y = (1+u _“—/ x* e dx = (1 +u)“.
W= Ay Jy R
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4.6 Trawl proces

U primjeru SaS Lévyjevog gibanja, slucajnu mjere A integrirali smo po skupovima oblika
(0,t] da bismo indeksirali proces. Naravno da je moguce proces indeksirati pomocu
apstraktnijih skupova od toga. Najpoznatiji primjer je svakako trawl proces koji je po
konstrukciji slican supOU procesu, ali je znatno jednostavniji.

Uzmimo Lévyjevu bazu A na R? s generiraju¢om ¢etvorkom (b, 62, i, A), gdje je A Lebe-
sgueova mjera na R2. Uzmimo A C R x (-0, 0] takav da je A(A) < oo i stavimo

A =A+(0,1).
Uocimo da se zapravo radi o skupu A translatiranom po drugoj koordinati za ¢.

Definicija 4.6.1. Slucajni proces

X(t) = /R 1a(E,s ~ DAWE, ds) = A(A)), t <R,

zove se trawl proces s Lévyjevom bazom A i trawlom A.

Op¢enito, trawl proces se moZe definirati i na R d € N, tako da uzmemo Lévyjevu
bazu AnaR?xRiA c R x (-c0,0]. U tom sluéaju, takav proces moZemo interpretirati
kao slucajnu mjeru geometrijskog tijela u pokretu u d-dimenzionalnom prostoru. 1z definicije je
ocito da se radi o procesu pomic¢nih prosjeka.

Primjer 4.6.1. Neka je trawl dan s
At = {(X,S) :s<t,0<x< 6—0.9(t—s)}

te neka je A Lévyjeva baza s karakteristicnom cetvorkom (0, 02,0, 7). Tada je X(t) = A(A;) ~
N(0,0%A(A)) jer se radi o Gaussovskoj slucajnoj mjeri. Jednostavnim integriranjem slijedi da je
MA) = 2. Na slici 6 prikazan je trawl za t = 2 i 4. Uocimo da se oblik trawla ne mijenja kroz
vrijeme sto je u skladu s ¢injenicom da Zelimo konstruirati stacionaran proces.

Propozicija 4.6.1. Trawl proces je stacionaran beskonacno djeljiv proces s funkcijom kumulanata
C{O1 X (1)} = MA)KL(O), (4.10)
gdje je K1.(0) dan s (4.8).

Dokaz ove tvrdnje moZze se pronadi u [3].
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0 2 4

Slika 6: Trawl podrucdja

Momenti trawl procesa mogu se dobiti pomocu svojevrsnih derivacija funkcije kumula-
nata.

Definicija 4.6.2. Neka je Kx(0) = C{0 t X} funkcija kumulanata slucajne varijable X. Za
m € N, m-ti kumulant od X je definiran s

(m) m A"
Ky’ =(-1) WKX(QHGZO-

Pokazuje se da vrijedi
EX(t) = A(A)KY,

Var X(t) = A(A)KP.

Uzmimo sada s < t i pogledajmo prirast trawl procesa
X(t) - X(s) = A(Ar) — A(As).
Ako skup Ay zapiSemo u obliku A; = (At\As) U (As N Ay) i slicno skup As, te iskoristimo
svojstvo o-aditivnosti od A, slijedi da je
X(t) — X(s) = A(A\As) — A(As\Ar), g.s.

Skupovi A;\As 1 As\A; su disjunktni pa je prirast zapisan kao razlika dvije nezavisne
slucajne varijable. Prema tome, funkcija kumulanata prirasta je dana s

C{O 1 X(t) - X(s)} = C{O F A(Ar\As)} + C{-0 F A(A\Ap)}
2 MANAKLO) + A(A\ADKL(-0)
= MAt-s\A)KL(0) + AM(A\A¢—5)KL(0).
Uocimo da su prirasti stacionarni jer funkcija kumulanata ovisi samo o razlici t —s. Osim
toga, to je i posljedica stacionarnosti trawl procesa.
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SaZetak

U ovom radu najprije je objaSnjen pojam beskonac¢ne djeljivosti za sluc¢ajne vari-
jable, vektore i procese. Kao poseban oblik slu¢ajnog procesa, definirana je slucajna
mjera. Izvedeni su razliciti oblici njezine karakteristi¢ne funkcije te su dani najvaZzniji
primjeri slu¢ajnih mjera.

Integral u odnosu na slu¢ajnu mjeru najprije je definiran za jednostavne, a potom za
op¢enite funkcije. Navedeni su nuzni i dovoljni uvjeti na podintegralnu funkciju koji
osiguravaju da je integral dobro definiran. Izvedeni su eksplicitni izrazi za karakte-
risti¢nu trojku beskona¢no djeljive slucajne varijable definirane integralom. Pokazano
je da je familija integrala u odnosu na beskona¢no djeljivu slu¢ajnu mjeru beskonacno
djeljiv slucajni proces.

Navedeni su primjeri procesa definiranih integralom i njihova najvaZznija svojstva.
Diskutirani su stacionarni i sebi sli¢ni procesi te je komentirana struktura njihove
zavisnosti.

Kljuéne rijedi: beskonacna djeljivost, slu¢ajna mjera, Lévy-Khintchineova formula,
karakteristi¢na trojka, integralna reprezentacija, funkcija kumulanata

40



Stochastic processes defined by the integral with respect to
a random measure

Abstract

This paper firstly explains the concept of infinite divisibility for random variables,
vectors and processes. As a special case of random process, a random measure is
defined. Different forms of its characteristic function were derived and the most
important examples of random measures were given.

Integral with respect to a random measure is defined first for simple and then
for general functions. The necessary and sufficient conditions for the integrand are
specified which ensure that the integral is well defined. Explicit expressions were
derived for the characteristic triple of an infinitely divisible random variable defined
by the integral. It has been shown that the family of integrals with respect to an
infinitely divisible random measure is an infinitely divisible random process.

Examples of processes defined by integral are given with their most important
properties. Stationary and self-similar processes were discussed and the structure of
their dependency was commented on.

Keywords: infinite divisibility, random measure, Lévy-Khintchine formula, charac-
teristic triple, integral representation, cumulant function

41



Zivotopis

Roden sam 21. listopada 1998. u Nasicama. Osnovnu $kolu zavrs$io sam u Purdenovcu.
2013. godine upisujem opéu gimnaziju u SS I. Krénjavoga u Nagicama. Tijekom srednjo-
Skolskog obrazovanja dva puta sam sudjelovao na drZzavnom natjecanju iz matematike.
Po zavrSetku srednje Skole, 2017. upisujem preddiplomski studij Matematika na Odjelu
za matematiku u Osijeku. Tijekom akademske godine 2018./19. bio sam demonstrator iz
kolegija Linearna algebra I i Linearna algebra II. U jesen 2020. zavrSavam preddiplomski
studij uz pohvalu (summa cum laude). Tema zavrsnog rada mi je bila Laplaceova transfor-
macija pod mentorstvom prof. dr. sc. KreSimira Burazina. Diplomski studij Financijska
matematika i statistika upisujem 2020. godine. U akademskoj godini 2021./22. drzao sam
demonstrature iz kolegija Uvod u vjerojatnost i statistiku. Tijekom cjelokupnog studira-
nja, dodijeljene su mi tri pohvale za uspjesnost u studiranju po akademskim godinama
studija, dvije Procelnikove nagrade i Rektorova nagrada za seminarski rad iz kolegija
Multivarijatna analiza.

42



