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Uvod

Da je pojam funkcije jedan od najvaznijih pojmova u matematici dokazuje to sto se proteze
kroz cijelo skolovanje. Ve¢ u osnovnoj skoli ucenici opisuju ovisnost dviju veli¢ina, ali se ne
zahtijeva definiranje pojma funkcije nego je bitno na intuitivnoj razini razumjeti tu ovisnost.
Kroz srednjoskolsko obrazovanje ucenici se postupno upoznaju s elementarnim funkcijama,
od linearne do trigonometrijskih funkcija. Takoder, uz svaku elementarnu funkciju ucenici
usvajaju i znanje o njihovim svojstvima, grafickim prikazima te primjenom u svakodnevnom
zivotu.

Kurikulum nastavnog predmeta Matematika odreduje odgojno-obrazovne ishode koje ucenici
moraju ostvariti iz svih podrucja, pa tako i podrucja ”Algebra i funkcije” kojemu funkcije
pripadaju. Skolski udzbenici su nastavna sredstva koja bi trebala zadovoljavati sve propisano
kurikulumom, ali zbog raznih drugih utjecaja to i nije uvijek tako. U ovome radu dana je
analiza udzbenika za srednje skole nakladnika Skolska knjiga i Element iz podruéja funkcija.
Kako se na kraju srednjoskolskog obrazovanja provodi drzavna matura u kojoj se takoder
nalaze zadaci iz podrucja funkcija, dana je analiza tih zadataka skolske godine 2020./2021.
jer izvjestaj za skolsku godinu 2021./2022. jos nije objavljen.

Kako bi ucenici bolje razumjeli pojam funkcije i postizali bolje rezultate na ispitima, potrebno
ih je viSe zainteresirati za sam sadrzaj. Stoga je u ovome radu dano nekoliko primjera kako
motivirati i zainteresirati ucenike da i sami proucavaju i istrazuju nastavni sadrzaj.

U tom procesu istrazivanja i u¢enja naravno moze do¢i do zakljucaka koji su pogresni, koji
se nazivaju miskoncepcijama. Jedan od zadataka nastavnika je takoder i da prepozna te
pogresne zakljucke, te ih ispravi kako se oni ne bi zadrzali kod ucenika i nakon zavrsetka
skolovanja. Neke od miskoncepcija koje ucenici imaju o funkcijama opisane su u ovome radu,
kao i metode kako se miskoncepcije mogu utvrditi, ali i ispraviti.



1 Pojam funkcije nekada i sada

Zaceci pojma funkcije sezu u 14. stolje¢e kada je francuski matematicar Nicole Oresme
prikazao promjenjive varijable na grafu, jednu horizontalno, a drugu vertikalno, no ovisnost
jedne o drugoj nije spominjao. Poznata je njegova definicija:

Definicija 1.1. Jednolika vrsta je ona koja je podjednako intenzivna u svim dijelovima,
dok je vrsta jednoliko promjenjiva ako je za svake tri tocke omjer udaljenosti izmedu prve
dvije tocke 1 druge dvije tocke jednak omjeru viska prve tocke s obzirom na drugu tocku i
wska druge tocke s obzirom na trecu tocku, nazivajuéi prvom od ove tri tocke onu najveceg
intenziteta.

Za ovu definiciju su tek kasnije matematicari otkrili da je Oresme zapravo definirao linearnu
funkeciju iako pojam linearne funkcije u njegovo vrijeme jos nije bio poznat [6].
Danasnja definicija linearne funkcije je ipak puno jednostavnija i razumljivija, a ona glasi:

Definicija 1.2 (Linearna funkcija). Neka su a,b € R,a # 0. Linearna funkcija je funkcija
f: R — R zadana formulom f(x) = ax + b,V € R.

Rene Descartes je prvi uocio da kada jednadzbu s dvije varijable prikaze geometrijski, kri-
vuljom, mora postojati ovisnost izmedu njezinih vrijednosti. Povezanost izmedu varijabli
je takoder proucavao i Galileo Galilei baveé¢i se prirodnim fenomenima. Medutim, pojam
”funkcija” nije se spominjao do Gottfrieda Leibniza, do njegovog djela ”Methodus tangen-
tum inversa, sui de functionibus” iz 1673. godine. U tom djelu Leibniz je upotrijebio pojam
funkcije kako bi opisao ovisnost geometrijskih vrijednosti subtangente i subnormale na kri-
vulju.

U to vrijeme, Johann Bernoulli je u svom pismu Leibnizu napisao da je funkcija "velicina
koja je ma neki nacin formirana iz neodredenth i konstantnih velicina” i koristio oznaku ¢
za funkciju, ali bez zagrade [7].

Leonhard Euler je postavio pojam funkcije kao centralni matematicki pojam koji je definirao
na sljedeci nacin:

Definicija 1.3 (Funkcija). Funkcija varijabilne velicine je analiticki izraz koji je na bilo
kakav nacin sastavljen od te varijabilne velicine v brojeva ili konstantnih velicina.

Medutim, Euler nije dao definiciju analitickog izraza, ali je pod tim smatrao izraz formiran
pomocu uobicajenih matematickih operacija.

Georg Cantor je zasluzan za daljnji razvoj pojma funkcije koji je u 20. stolje¢u prosiren i
na sve proizvoljne korespondencije koje zadovoljavaju uvjet jedinstvenosti izmedu brojcanih
i nebrojcanih skupova.

Grupa matematicara poznata pod pseudonimom Nicolas Bourbaki, 1939. godine dala je
prvu definiciju funkcije u smislu uredenih parova:

Definicija 1.4 (Funkcija). Neka su E i@ F' dva skupa koji mogu i ne moraju biti razliciti.
Odnos izmedu promjenjivog elementa x skupa E i promjenjivog elementa y skupa F zove se
funkcijska veza u y, ako za svaki x 1z E postoji jedinstven y iz F' koji je u zadanom odnosu
A &

Upravo ta definicija najsliénija je onoj koja se poucavala u skolama.
Prema [8], pojam funkcije u udzbeniku iz 1970. godine za gimnazije definiran je na sljedeéi
nacin:



Definicija 1.5 (Funkcija). Zadan je uredeni par (S,Sy) nepraznih skupova S, Sy. Svaki
postupak p kojim svakom clanu x iz S pridruzujemo jedan c¢lan fx ili vise ¢lanova fx iz Sp
zove se funkcija kojoj je oblast S, a proutoblast lezi u Sy. Za dani x € S, f(x) ili fx znaci
onaj clan iz S1 odnosno svaki clan iz Sy koji je pridruzen ¢lanu x 1z S. Govori se o funkciji
fIS ili f:S usmislu da je fx odredeno za svaki x € S; f se zove funkcionalni operator.

Danas se u skolskim udzbenicima funkcija definira na sljedeé¢i nacin:

Definicija 1.6 (Funkcija). Neka su D i K neprazni skupovi. Funkcija (preslikavanje)
je postupak koji svakom elementu skupa D pridruzuje tocno jedan element skupa K.

[z danasnje definicije moze se zakljuciti da pojam funkcije izrazava ideju preslikavanja jednih
objekata u druge, ideju transformacije (npr. transformacije geometrijskih likova), kao i ideju
ovisnosti jednih veli¢ina o drugima (npr. ovisnost brzine o putu).

Glavna razlika u nekadasnjoj i danasnjoj definiciji u skolskim udzbenicima je sto nije bilo
nuzno da svakom elementu polaznog skupa bude pridruzen to¢no jedan element dolaznog
skupa nego je moguce da bude i vise takvih. Prema tome, vertikalni test za ispitivanje je li
dano preslikavanje funkcija bio je neupotrebljiv u vecini sluc¢ajeva jer je bilo moguée da graf
funkcije sadrzi i ¢itav pravac paralelan y osi.

Postoji razlika i u terminologiji. Danas se f(x) naziva vrijednost funkcije f u z, a nekada se
zvalo znacenje funkcije f u x. Takoder, skup koji sadrzi sve vrijednosti funkcije f nazivali
su protuoblast ili antidomena funkcije f, a danasnji naziv je kodomena funkcije f.

Postavlja se pitanje trebaju li se ucenici susresti s formalnom definicijom funkcije u nastavi
matematike. Nekada su u osnovnoj skoli ucenici savladavali pojam funkcije intuitivno, bez
da su bili upoznati sa strogom matematickom definicijom. Taj nac¢in prihvacanja pojma
funkcije bio je primjeren dobi ucenika, a uvelike je olaksavao kasniji susret uc¢enika sa stro-
gom matematickom definicijom funkcije i njezinim zapisom.

Postoje argumenti koji govore da bi se formalna definicija trebala uciti, ali postoje i argu-
menti protiv uc¢enja formalne definicije. Trebala bi se uciti jer definicija funkcije naglasava
zajednicku strukturu razlicitih pojava i primjere funkcionalnih odnosa, jer pomaze u razvi-
janju sposobnosti uc¢enika da prepoznaju osnovne uzorke i strukture u razlic¢itim situacijama
i jer je temeljni pojam kod matematicke analize, kod limesa, derivacija, integrala.
Formalna definicija se ne bi trebala uciti jer u¢enici mogu raditi s pojmovima na matematicki
nacin i bez da ih se definira i jer je formalna definicija funkcije ”daleko” od pojava u kojima
se funkcije zapravo dogadaju. Medutim, da bi se ucenicima priblizili apstraktni pojmovi
poput pojma funkcije, svakako je potrebno da nastavnici predstave odrzive mentalne modele
da bi ucenici mogli dati smisao apstraktnim pojmovima.

1.1 Osnovne ideje za pojam funkcije

Kako bi ucenici razumjeli mentalne modele moraju internalizirati osnovne ideje, a one se
mogu razlikovati ovisno o matematickom sadrzaju i moraju se u skladu s tim prilagoditi
ili prosiriti. Osnovne ideje se razvijaju kada se ucenici bave matematickim pitanjima i
matematicke pojmove pokusSavaju uciniti opipljivima. Glavni zadatak osnovnih ideja je
stvoriti odnos izmedu ucenika, matematike i stvarnosti. Dakle, za razvijanje osnovnih ideja
pogodni su zadaci iz primjene. Na osnovne ideje se ne gleda kao na konstantne objekte, ve¢
kao na dinamic¢ne objekte koji se mogu prosiriti, nadopuniti i povezati tijekom obrazovanja.
Osnovne ideje za pojam funkcije su: ideja pridruzivanja, ideja kovarijacije i ideja objekta.
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Koncept pridruzivanja opisuje ovisnost jedne velicine o drugoj. Dakle, ovaj koncept govori
da se funkcije mogu koristiti za uspostavljanje odnosa izmedu varijabli.

Koncept kovarijacije opisuje kako promjena jedne velicine utjece na drugu velicinu koja o
njoj ovisi. Dakle, ovaj koncept koristi se za odredivanje nacina na koji se dvije varijable
mijenjaju jedna ovisno o drugoj.

Koncept objekta pomaze da se ovisnost veli¢ina dozivljava kao jedna cjelina. Ovaj koncept
koristi se kad se izvode operacije s funkcijama jer se funkcije promatraju kao objekti, pa im
se pridruzuju svojstva poput neprekidnosti, postojanje nultocki itd.



2 Kurikulum nastavnog predmeta Matematika

Kurikulumom nastavnog predmeta Matematika za osnovne skole, gimnazije i za srednje stru-
kovne skole na razini 4.2 odreduju se svrha predmeta Matematike, odgojno-obrazovni ciljevi
ucenja i poucavanja predmeta, odgojno-obrazovni ishodi, sadrzaji i razine usvojenosti po
razredima, povezanost s drugim predmetima i medupredmetnim temama, kao i vrednovanje
usvojenosti odgojno-obrazovnih ishoda.

Svrha predmeta Matematike jest razvijanje matematickih znanja i vjestina kojima c¢e se
ucenici koristiti u osobnom, drustvenom i profesionalnom zivotu. Matematicke kompeten-
cije neprestano se razvijaju putem preplitanja matematickih procesa i domena predmeta
Matematika, tijekom svih godina skolovanja. Domene na koje je podijeljena matematika
jesu: Brojevi, Algebra i funkcije, Oblik i prostor, Mjerenje te Podatci, statistika i vjerojat-
nost.

Odgojno-obrazovni ciljevi u¢enja i poucavanja matematike su:

e primijeniti matematicki jezik u usmenom i pisanom izrazavanju,

e samostalno i u suradnickom okruzju matematicki rasudivati logickim, kreativnim i
kritickim promisljanjem,

e rjesavati problemske situacije odabirom relevantnih podataka, analizom mogu¢ih stra-
tegija i provodenjem optimalne strategije,

e razviti samopouzdanje i svijest o vlastitim matematickim sposobnostima, upornost,
poduzetnost i odgovornost,

e prepoznati povijesnu, kulturnu i estetsku vrijednost matematike njezinom primjenom
u razlicitim disciplinama i djelatnostima.

Odgojno-obrazovni ishodi kurikuluma nastavnoga predmeta Matematika opisani su razra-
dom ishoda, odgojno-obrazovnim ishodima na razini usvojenosti dobar na kraju razreda,
sadrzajima te preporukama za ostvarivanje odgojno-obrazovnih ishoda [11].

2.1 Funkcije u kurikulumu

U domeni ” Algebra i funkcije” nalaze se odgojno-obrazovni ishodi koje ucenik treba ostvariti
za temu funkcije. Poucavanje matematike u skolama je strukturirano, pa se velika paznja
posvecuje postupnosti u prihvac¢anju i usvajanju matematickih znanja te je izuzetno vazno i
uspostavljanje veza medu njima. Tako ucenici od prepoznavanja pravilnosti i opisivanja ovis-
nosti dviju veli¢ina jezikom algebre dolaze do definicije funkcije, a nadalje funkcije tumace,
usporeduju, graficki prikazuju i upoznaju njihova svojstva. Modeliraju situacije opisujuéi ih
algebarski, analiziraju i rjesavaju matematicke probleme i probleme iz svakodnevnog zivota.
Prema kurikulumu, pojam funkcije uvodi se pomocu linearne ovisnosti u 7. razredu osnovne
skole kao prosireni sadrzaj, ali s formalnom definicijom funkcije ucenici se ne susreé¢u u
osnovnoj skoli. Naglasak je na proucavanju medusobno zavisnih veli¢ina, na prevodenju
uocene situacije linearne ovisnosti u algebarski zapis. Preporuka je koristiti se programima
dinamicne geometrije te ostalim dostupnim interaktivnim racunalnim programima i alatima,
za bolje razumijevanje.



2.1.1 Prvi razred srednje skole

Upoznavanje ucenika s pojmom preslikavanja zapocinje s linearnom funkcijom. Za zadanu
linearnu funkciju ucenici u prvom razredu racunaju vrijednosti funkcije, crtaju graf, odreduju
nultocku i interpretiraju koeficijente. Ucenici na kraju prvog razreda srednje skole trebaju
mocdi:

e povezati razlicite prikaze linearne funkcije,
e primijeniti linearnu funkciju pri rjesavanju problema.

Navedeni odgojni-obrazovni ishodi mogu se razraditi tako da linearne funkcije ucenici pri-
kazuju i tablicno i graficki, pored simbolickog prikaza te da iz grafa ¢itaju argumente i
vrijednosti, odreduju koeficijente i da analiziraju problem iz grafickog prikaza.

2.1.2 Drugi razred srednje skole

Funkcija se definira tek u drugom razredu srednje skole, u kojem se ucenici upoznaju i s
domenom, kodomenom i slikom funkcije te bijekcijom. Odgojno-obrazovni ishodi za funkcije
su:

e analizirati funkciju (domena, kodomena, slika funkcije),
e analizirati graficki prikaz funkcije,
e primijeniti kvadratnu funkciju.

Dakle, u drugom razredu srednje skole susreéu se i s kvadratnom funkcijom, kao i raci-
onalnom i iracionalnom funkcijom kod odredivanja funkcijske vrijednosti. Navedene su i
preporuke koje nastavnici mogu koristiti kod definiranja bijekcije, a to su skupovi prikazani
Vennovim dijagramima. Za razradu ishoda grafickog prikaza funkcije, bitno je na grafu funk-
cije odredivati domenu, kodomenu, sliku funkcije i objasniti bijekciju. Da bi ucenici mogli
primjenjivati kvadratnu funkciju, potrebno je da savladaju odredivanje nultocke, sjecista s
ordinatom, tjemena parabole, osi simetrije, tijeka funkcije, graficki prikaz kvadratne funkcije
te oblik funkcije u ovisnosti o diskriminanti i vodeé¢em koeficijentu.

2.1.3 Tredi razred srednje skole

U trec¢em razredu srednje skole ucenici se upoznavaju s eksponencijalnom, logaritamskom,
trigonometrijskom funkcijom, njihovim svojstvima i grafovima. Ishode koje trebaju ostvariti
na kraju treCeg razreda srednje skole vezano za funkcije su:

e analizirati i primijeniti eksponencijalnu i logaritamsku funkciju,
e primijeniti trigonometrijske funkcije i njihova svojstva,
e analizirati graf trigonometrijskih funkcija.

Ucenik treba uociti ”inverznu” vezu izmedu eksponencijalne i logaritamske funkcije, mo-
delirati problemsku situaciju, odrediti i provjeriti rjesenja te im utvrditi smislenost. Kao
prosireni sadrzaj mogu se koristiti crtice iz povijesti - Briggsove i Napierove logaritamske
tablice:



Briggsovi logaritmi

Slika 1: Briggsove logaritamske tablice

Slika 2: Napierove kosti ili logaritamski stapici



2.1.4 Cetvrti razred srednje skole

U cetvrtom razredu srednje skole ucenici detaljno proucavaju svojstva funkcija (parnost,
periodi¢nost, monotonost i ograni¢enost), susreé¢u se s limesom funkcije, derivacijom funkcije,
a u skolama koje imaju vise od 128 sati godisnje matematiku dodatno i s integralom. Na
kraju cetvrtog razreda srednje skole ucenici bi trebali modi:

e analizirati svojstva funkcija,

tumaciti znacenje limesa funkcije u tocki,

povezati definiciju derivacije funkcije u tocki s problemom tangente i brzine,

primijeniti derivaciju funkcije u problemskim situacijama,

povezati derivaciju funkcije i crtanje grafa funkcije.

U gimnazijama i strukovnim skolama koje matematiku imaju vise od 128 sati godisnje treba
biti ostvaren i ishod:

e primijeniti racunanje povrsine ispod grafa funkcije.



3 Skolski udzbenici

Skolski udzbenici su temeljna nastavna sredstva namijenjena ucenju i stjecanju znanja u
kojima su znanstveni i stru¢ni sadrzaji didakticko-metodicki oblikovani. Udzbenik ima tri
vazne uloge, a to su da predlaze sadrzaj poucavanja, diktira metodicki postupak i osigurava
niz primjera, zadataka i vjezbi. U procesu poucavanja udzbenici mogu pomodci, ali i znatno
ograniciti rad nastavnika. Razlic¢iti nastavnici koriste udzbenike na razlicite nacine. Za
neke nastavnike udzbenik je bitno sredstvo koje im omogucuje stalan razvoj, dok je za
druge nastavnike udzbenik tek pomoéno sredstvo koje nudi niz zadataka za ucenike, ali
ne utjece na nacin poucavanja. U udzbeniku ne mora uvijek biti napisano sve ono sto je
propisano kurikulumom jer udzbenici nisu samo pod utjecajem odgojno-obrazovnih ciljeva.
Na udzbenike utjecu i drugi faktori poput komercijalnih razloga, stilova nastavnika i sli¢no.
Zadaca svakog nastavnika je da sam odluci sto ¢e iz udzbenika koristiti u nastavi, hoce li
pratiti redoslijed cjelina u udzbeniku, hoce li dodati druge nastavne materijale ili se strogo
drzati zadataka u udzbeniku itd. Iz tog razloga bitno je analizirati udzbenik prije pocetka
skolske godine. U nastavku je dana analiza teme funkcija u skolskim udzbenicima nakladnika
Element za gimnazije i tehnicke srednje skole te je povucena paralela s udzbenicima Skolske
knjige.

3.1 Funkcije u skolskim udzbenicima
3.1.1 Prvi razred srednje Skole

U udzbeniku Elementa za 1. razred srednje skole linearna funkcija uvodi se pomoéu jed-
nadzbe praveca, dok se u udzbeniku Skolske knjige prvo uvodi pojam funkcije, intuitivnije,
primjerom iz svakodnevnog zivota. Naime, radi se o primjeru u kojem ucenik ulazi u knjizaru
da bi kupio biljeznice, te je pronasao one koje mu se svidaju po cijeni od 2 kn. Kako mora
kupiti 5 biljeznica, razmislja o cijeni dviju biljeznica koje ¢e platiti 4 kn, tri biljeznice platit
¢e 6 kn itd. To pridruzivanje prikazano je pomocu skupova te je na taj nac¢in definirana funk-
cija koja svakom elementu skupa A (predstavlja broj biljeznica) pridruzuje element skupa
B (predstavlja cijenu biljeznica). Potom slijedi vise primjera u kojem je svako pridruzivanje
prikazano i pomoc¢u skupova i tekstualno i tablicno, zatim i graficki. Mislim da ¢e na taj
nacin ucenici postati svjesni da funkcija ne mora uvijek biti zadana formulom, odnosno da
funkcija nije 7 f(z) = ...”. Navodim jedan dobar primjer za shvacanje koncepta funkcije iz
udzbenika Skolske knjige:



Ivica 1 Marica rade u istoj tvrtki i zajedno piju ¢aj. U ponedjeljak, srijedu i pe-
tak ¢aj priprema Ivica, a u utorak i ¢etvrtak Marica. Je li pridruzivanje, koje
skupu {Ivica, Marica} pridruzuje dane u tjednu kada kuhaju ¢aj, funkcija?

Rjesenje: U skupu 4 nalaze se Ivica i Marica, 4 = {/vica, Marica}, a u sku-
pu B dani u tjednu B = {pon, uto, sri, cet, pet} kada Ivica i Marica zajedno
piju ¢aj. Prikazimo to pridruzivanje. Zaklju¢ujemo da to nije funkcija jer bi
svakom elementu skupa A trebao biti pridruZen to¢no jedan element skupa
B, a u nasem slucaju nije tako pa to nije funkcija.

Slika 3: Primjer iz udzbenika Skolske knjige

Primjeni linearne funkcije puno vise paznje posveéeno je u udzbeniku Skolske knjige jer jedna
cijela cjelina sadrzi zadatke samo za primjenu, dok je u Elementovom udzbeniku primjena
u sklopu dijela "kutak plus”, ali zadaci su jednako dobri i korisni za poticanje ucenika na
promisljanje. U tim zadacima ucenici trebaju interpretirati nesto iz grafa ili zadanog teksta,
a jedan primjer naveden je u nastavku:

Graf prikazuje potro3nju go-
riva automobila tijekom vo- &)
Znje jednolikom brzinom. Na 45
0s apscisa nanosi se prijede- 1
ni put s (ukm), a na os or-
dinata koli¢ina goriva g (u
litrama) u spremniku auto-
mobila. 51

(300,21)

Promatraj graf i odgovori na 50 s
sljedeca pitanja:




1) Kolika je koli¢ina goriva bila u
spremniku na pocetku puta?

2) Kolikaje prosjecna potro$nja go-
riva (u litrama na 1 km) tijekom
puta?

3) Zapisi jednadZbom funkciju ko-
Jja opisuje smanjivanje koli¢ine
goriva u spremniku automobila
u ovisnosti o prijedenom putu.

4) Koliku udaljenost prijede automobil prije nego mu ponestane goriva?

= 1) Na pocetku puta (s = 0) u spremniku je bilo 45 litara goriva.

2) Do prijedenih 300 km utroSene su 45 — 21 = 24 litre goriva. U
osjeku je to 24 = L = (.08 litara po kilometru.
3) Funkcija je linearna, njezin je nagib —0.08 i ona glasi:
g(s) = —0.08s + 45.

4) Iz g(s) = —0.08s + 45 = 0 slijedi s = 562.5 km.

Slika 4: Primjer iz udzbenika Elementa

Nakon linearne funkcije, u prvim razredima koji imaju vise od 3 sata tjedno matematiku, kao
redoviti sadrzaj nalazi se graficki prikaz funkcije apsolutne vrijednosti. Na bolji nacin, po
mom misljenju, uvodi se u udzbeniku Skolske knjige jer su u koordinatnom sustavu prikazani
cijeli pravci y = x i y = —x, a onda je crvenom bojom oznacen dio pravaca iznad x osi.
Ucenicima je zornije prikazano i naglaseno da je graf funkcije apsolutne vrijednosti uvijek
samo iznad x osi. Nakon toga je nizom primjera prikazano crtanje grafa funkcije translacijom
grafa |z|, dok se u Elementovom udzbeniku ne spominje crtanje translacijom nego prema
definiciji. Tako za ovu temu ima vise razli¢itih zadataka u Elementovom udzbeniku, mislim
da je pogodniji udzbenik Skolske knjige zbog navedenih vise nacina na koji se moze graf
nacrtati.

3.1.2 Drugi razred srednje skole

U drugom razredu ucenici se upoznaju s kvadratnom funkcijom. U Elementovom udzbeniku
nalaze se povijesne crtice, dok se u udzbeniku Skolske knjige nalaze motivacijske price cjeline.
Elementov udzbenik uvodi kvadratnu funkciju pomoéu funkcije kvadriranja f(z) = x? jer
su se s kvadriranjem uéenici upoznali u 8. razredu osnovne skole. Udzbenik Skolske knjige
uvodi kvadratnu funkciju pomocu linearne funkcije dodajuéi linearnom i slobodnom ¢lanu
jos i kvadratni ¢lan. Mislim da je dobro uvesti kvadratnu funkciju bas tako pomocu linearne,
kako bi se povezivao novi nastavni sadrzaj s ve¢ postoje¢im znanjem. U tom udzbeniku nakon
uvodenja kvadratne funkcije slijedi niz zadataka o tome kako bi u¢enici mogli provjeriti mogu
li toéno prepoznati kvadratnu funkciju, dok je u Elementovom udzbeniku odmah fokus na
grafu funkcije i svojstvima, ali dobra ideja je Sto pored svojstva odmah pise i razlog zasto
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funkcija ima to svojstvo. Na isti nac¢in u oba udzbenika obraduje se graf kvadratne funkcije,
pocevsi od crtanja grafa funkcije f(x) = az?, zatim f(x) = az?® + ¢, zatim f(x) = a(z — z()?
te f(z) = a(z — z¢)* + yo i na kraju kona¢no f(z) = az? + bx + c. Najprije se na primjerima
prikazuje kada je otvor parabole okrenut prema gore ili dolje, te se izvodi zaklju¢ak na osnovu
toga, kao i kada je parabola sira, a kada uza. Zatim se u istom koordinatnom sustavu crtaju
grafovi funkcija pomaknuti za ¢ gore ili dolje od grafa funkcije f(z) = 2 kako bi ucenici
sami mogli izvesti zaklju¢ak da graf funkcije f(z) = ax®+ c mogu nacrtati translacijom grafa
funkcije f(z) = 2% Na isti nacin obraduje se i crtanje grafa funkcije f(z) = a(z — zy)?. Na
kraju se spajaju te dvije stvari kako bi mogli nacrtati graf funkcije f(z) = a(x — x0)? + o
pomocu dvije translacije grafa funkcije f(x) = x?. Jedan od dobrih zadataka za provjeru
jesu li ucenici savladali crtanje pomocu translacije jest sljedeéi:

Na slici su grafovi Cetiriju funkcija:

1 2
1) y=0.125(x —5)* - 1; 2) P x—1)*=2;

3) y=-2(x+2)>+3; 4) y=(x—3)72+1.

PridruZi pojedinoj funkciji njezin graf.

¥
A 4 \ /

VW HEA /
IV INCNIA LY

!
Slika 5: Primjer zadatka iz udzbenika Elementa

Problem bi mogao nastati ukoliko bi u¢enici dobili funkciju zadanu u obliku f(z) = az?® +
bz + c. Stoga je u oba udzbenika provedena analiza i kako u tom slucaju nacrtati graf. U
Elementovom udzbeniku odmah se izvodi postupak nadopunjavanja do potpunog kvadrata
te koordinate tjemena parabole i parabola se crta translacijom grafa funkcije f(x) = 22
prema odredenim koordinatama tjemena parabole. U udzbeniku Skolske knjige, postupak
crtanja grafa funkcije f(z) = az?+bx+c je da se pretvori u tjemeni oblik, o¢itaju koordinate
tjemena parabole, povuce os simetrije i da se odaberu dvije tocke s jedne i s druge strane
simetrije.

Nakon grafa funkcije, obraduje se nultocka funkcije i ekstremi. Pristup ovim temama se raz-
likuje u promatranim udzbenicima. U Elementovom udzbeniku su odmah napisani zakljucci
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potkrijepljeni primjerom, a u udzbeniku Skolske knjige postavljeno je pitanje te zadan pri-
mjer kojim ucenici i sami mogu do¢i do zakljucka. Takav pristup je puno bolji i kvalitetniji
za ucenike jer ¢e prije zapamtiti ono sto su sami istrazili i zakljucili. U nastavku su prikazana
ta dva pristupa u udzbenicima:

Prema tome, nul-to¢ke traZimo rjefavajuci jednadzbu f(x) = 0. Naprimjer:

4
f1(x) =3x+ 4, Ix4+4=0 = Xy g
foi()=XF-4, X -4=0= x=-2 ili p=2.

Ove su nul-tocke realni brojevi. Funkcija moZe imati 1 kompleksne nul-tocke:
fil)=x-1, (x-1)024+x+1)=0 = x—1=0 ili 2+x+1=0.

Ova funkcija ima samo jednu realnu nul-tofku x; = 1, jer su preostala dva
rjeSenja jednadZbe x° — 1 = 0, koje dobijemo iz x> + x + 1 = 0 kompleksni
brojevi. Jednako tako, funkcija

fi(x)=x"+4
nema realnih nul-to¢aka.

Slika 6: Pristup u udzbeniku Elementa
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Ima li svaka kvadratna funkcija realne nultocke? Pogledajmo sljedeci primjer.

Nacrtajmo graf funkcije f{x)=-x*+x=1. U kojim toékama graf funkcije
sijece os apscisa?
Rjesenje

3 g 11 T il N :
Iz —x"+x-1l==|x" =x+—==|=-1==| x—=| == slijedi da su koordi-

4 4 2 4

: L 3 : o ; Ggeg
nate tjemena T 3} Tjeme se nalazi ispod osi x, a buduéi da je otvor
parabole prema dolje, zakljuéujemo da parabola ne sijeée os apscisa.
Provjerimo 5to dobivamo rjesavanjem jednadzbe f(x)=0.
- g =1=0
“1+41-4 -1+J=3

o g R.

Kako rjesenja nisu realni brojevi, zakljuéujemo da kvadratna funkcija

_tl 5 =

f(x)==x"+x-1 nema realnih nultogaka, éime smo potvrdili prijasnji
zakljuéak. Nacrtajmo graf funkcije.

L]

u

-

. by

HEOIE e =

[N

7

Slika 7: Pristup u udzbeniku Skolske knjige

Analogan pristup je i za vezu izmedu broja realnih nultocaka i diskriminante pripadne kva-
dratne jednadzbe. Dok se u Elementovom udzbeniku nalazi detaljno postupak za crtanje
grafa kvadratne funkcije pomoéu nultocaka i tjemena, u udzbeniku Skolske knjige posvecena
je paznja bitnom dijelu koje ucenike ¢esto muci, a to je odredivanje formule funkcije iz grafa.
Dobro je imati u udzbeniku prikazane ”trikove” kojima ucenici bez previse raspisivanja mogu
dod¢i do rjesenja. Te "trikove” bitno je i izvesti kako bi ucenici mogli razumjeti zasto je to
tako, a ne uciti napamet. U ovom dijelu, rije¢ je o "triku” kako pomocu dvije tocke A(zq,y;)

i B(z,y2) grafa funkcije odrediti vodedi koeficijent a, odnosno da je a = %
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Sto se tice primjene kvadratne funkcije, primjeri su vezani za maksimalnu i minimalnu vri-
jednost kvadratnih funkcija. U udzbeniku Skolske knjige pojavljuju se zadaci iz geometrije
u kojima treba izracunati najmanju ili najveéu povrsinu nekog geometrijskog lika, zadaci
iz svakodnevnog zivota kao sto su najveca zarada, najmanji troskovi, najkraca udaljenost,
maksimalna visina nekog luka itd. U Elementovom udzbeniku zadaci iz primjene kvadratne
funkcije su zadaci povezani s fizikom i geometrijom, a manje zadaci iz svakodnevnog zivota.
Nakon kvadratne funkcije, u udzbeniku Skolske knjige nalazi se cjelina ” Polinomi, racionalne
i iracionalne funkcije” u kojoj je na temelju linearne i kvadratne funkcije dana definicija po-
linoma. Uvode se bitni pojmovi za polinome, kao sto su stupanj i koeficijenti polinoma.
Intuitivno slijedi pitanje sto dobijemo ukoliko podijelimo dva polinoma, a odgovor je raci-
onalnu funkciju, te sto ukoliko se vrijednost varijable x pojavljuje pod korijenom, tada je
rije¢ o iracionalnoj funkciji. Takoder se i ove funkcije prikazuju graficki, pomocu tablice s
funkcijskim vrijednostima i pomocu translacije. Zatim se ukratko analizira domena i slika
tih funkcija te pojam bijekcije i inverzne funkcije. Mnoge ucenike muci prepoznavanje injek-
cije, surjekcije i bijekcije, stoga je vazno zadati niz zadataka na tu temu. Funkcije za koje
se provjerava prepoznavanje bijekcije treba postaviti i rije¢ima, i tablicno, i graficki i for-
mulom, kako bismo bili sigurni da su ucenici savladali taj pojam. Nakon bijekcije uvodi se
inverzna funkcija, gdje ucenici ¢esto zadatke poput ”odredi inverznu funkciju zadane funk-
cije” shvacaju sablonski te krenu odmah s postupkom odredivanja inverzne funkcije koji im
se pokaze, a ne provjere je li ta zadana funkcija uopce bijekcija kako bi mogla imati svoju
inverznu funkciju. 1z tog razloga dobro je imati u udzbeniku vise zadataka u kojima zadane
funkcije nisu bijekcije.

U udzbeniku Skolske knjige samo bih izmijenila raspored cjelina, da kada se uvodi bijekcija,
da se razmatra odmah i graficki, pa nakon toga kada se uvodi inverzna funkcija, da se i
ona odmah razmatra graficki. U udzbeniku za program od 5-6 sati tjedno, dodatno se u 2.
razredu uci i kompozicija funkcija.

3.1.3 Tredi razred srednje skole

U tre¢em razredu ucenici se upoznaju s eksponencijalnom, logaritamskom i trigonometrij-
skim funkcijama prema Kurikulumu, iako se eksponencijalne i logaritamske funkcije nalaze
u udzbeniku nakladnika Element za drugi razred srednje skole. U udzbeniku nakladnika
Skolska knjiga za drugi razred srednje gkole to nije slucaj.

Prije eksponencijalne funkcije potrebno je podsjetiti ucenike racunati s potencijama ovisno
o skupu brojeva kojem pripadaju baza i eksponent. U udzbeniku Elementa ipak eksponen-
cijalna funkcija uvodi se pomoéu primjera iz zivota u kojem se radi o godisnjoj promjeni
vrijednosti rabljenog automobila za 25%. Racunajuéi cijenu nakon godinu, dvije i tri go-
dine, dolazi se do formule pomoc¢u koje se moze rac¢unati cijena automobila nakon n godina.
Prikazujuéi podatke u koordinatnom sustavu dolazi se do grafa kojeg ucenici jos nisu vidjeli,
a to je graf eksponencijalne funkcije.

Pomocu grafa funkcije, provedena je analiza eksponencijalne funkcije: da je graf iznad osi
z te da su grafovi funkcija f(z) = 2* i f(z) = (%)I simetriéni obzirom na os y. U oba
udzbenika objasnjeno je zasto se zahtijeva da baza potencije nije negativan broj, niti 0, niti
1, ali ucenici to cesto zanemare, stoga bih ja to u udzbeniku istakla i uokvirila te ponovila
vise zadataka u kojima bi to bio trik.

Svojstva eksponencijalne funkcije proucavaju se usporedujuci grafove razli¢itih eksponenci-
jalnih funkcija, sto mislim da je odlican nacin jer sve §to je zorno prikazano ucenicima lakse
je za razumjeti. Analizira se domena, kodomena, slika funkcije, ima li funkcija nultocke,
asimptote, kada je funkcija rastuca, a kada padajuca te injektivnost, surjektivnost i bijek-
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tivnost.

Nakon svojstava promatra se vrlo vazna funkcija za primjenu, a to je eksponencijalna funk-
cija s bazom potencije e.

Za provjeru jesu li ucenici usvojili svojstva i graf eksponencijalne funkcije, moze se zadati
sljede¢i zadatak iz udzbenika Elementa:

PoveZi svaku od Sest eksponencijalnih funkcija s bojom u kojoj je nacrtan njezin
graf:

1) f(x) = 4 o i
2) f(x) = e~ o 3 ;

3y* [
I =(3) ’ 117
4) f(x) = (0.75) ° aF4

. YV

/6= (3) ° e
6) f(x) =¢€" o —

2 3 4l X

Slika 8: Primjer zadatka iz udzbenika Elementa

U udzbeniku Skolske knjige nalazi se jos i crtanje grafa eksponencijalne funkcije oblika f(x) =
a® 4 ci f(x) = @™ translacijom grafa funkcije f(z) = a*. Takoder, prikazano je i crtanje
grafa eksponencijalne funkcije oblika f(z) = b - a” suzenjem ili prosirenjem grafa funkcije
f(x) = a” po osi y ovisno o broju b.

Nakon eksponencijalne funkcije radi se logaritamska funkcija, prije Cega se ucenici moraju
upoznati s pojmom logaritma, a upoznaju ga kao eksponent kojim treba potencirati bazu a
da bi se dobio realni broj x.

U udzbeniku Skolske knjige, na slican nacin kao i eksponencijalna funkcija, obraduje se i
logaritamska. Najprije se crtaju grafovi razlicitih logaritamskih i eksponencijalnih funkcija
kako bi se izveo zakljucak da su grafovi tih funkcija simetri¢ni obzirom na simetralu prvog i
treceg kvadranta te da je logaritamska funkcija inverzna funkcija eksponencijalnoj.

Dobra ideja u udzbeniku Elementa je sto su iskoristili uvodni primjer za eksponencijalnu
funkciju kao uvod u logaritamsku. Naime, eskponencijalna funkcija dala je odgovor na
pitanje kolika je cijena rabljenog automobila u ovisnosti o godinama njegove starosti, a sada
je postavljeno pitanje obrnuto: koliko je godina star automobil, ako mu je poznata cijena. To
pitanje dovodi do problema koji se rjesava pomocu logaritma. Veza izmedu eksponencijalne
i logaritamske funkcije dana je u ovom udzbeniku pomocu jednog ucinkovitog pravila za
pamcéenje, mnemotehnickog pravila, a ono izgleda ovako:
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log,y=x
log,y=.x

V—A

-

Slika 9: Mnemotehnicko pravilo za pamcenje veze eksponencijalne i logaritamske funkcije

Ista ili slicna svojstva logaritamske funkcije slijede iz svojstva da su eksponencijalna i logari-
tamska funkcija po istoj bazi a par inverznih funkcija, pa se na taj nacin i uvode, usporedujuci
s eksponencijalnom funkcijom.

Takoder, analizira se domena, kodomena, slika funkcije, ima li funkcija nultocke, asimptote,
kada je funkcija rastuca, a kada padajuca te injektivnost, surjektivnost i bijektivnost.

U udzbeniku Skolske knjige nalazi se i analiza crtanja grafova funkcija oblika f(z) = log, z+c
i f(x) =log,(z + ¢) translacijom grafa funkcije f(x) = log, x za |c| po y ili = osi.

Nakon sto su ucenici naucili o eksponencijalnoj i logaritamskoj funkciji, upoznaju se i s
njihovom primjenom. NajviSe zadataka u oba udzbenika je iz primjene u financijama, po-
duzetnistvu, geografiji, biologiji, fizici i kemiji. Dani su primjeri za izracunavanje kamata,
porasta bakterija, virusa, broja stanovnistva koji se ra¢unaju pomocu eksponencijalne funk-
cije. Za logaritamsku funkciju prikazani su primjeri o racunanju pH-vrijednosti, glasnoce
zvuka i jacine potresa. Veliku pozornost primjeni daju oba udzbenika, ¢ime se ucenici mogu
zainteresirati za nastavni sadrzaj vidjevsi kako se te funkcije kriju u mnogim zivotnim situ-
acijama.

U trec¢em razredu takoder dobar dio sati posvecen je trigonometrijskim funkcijama. Na-
kon sto se ucenici upoznaju s brojevnom kruznicom, dolaze do definiranja trigonometrijskih
funkcija. Ono Sto cesto ucenicima predstavlja problem jeste kako zapamtiti vrijdnosti tri-
gonometrijskih funkcija, a u udzbeniku se nalazi mnemotehnicko pravilo koje u tome moze
pomoci:

Slika 10: Mnemotehnicko pravilo za paméenje vrijedosti trigonometrijskih funkcija
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Potrebno je zapamtiti samo formule sinx = @ icosz = @ te da plave brojeve uvrstavamo
u formulu za sinus, crvene u formulu za kosinus, a z je pripadajuca vrijednost kuta iznad
prsta.

Kao i kod eksponencijalne i logaritamske funkcije, analizira se domena, kodomena, parnost
i neparnost pomocu brojevne kruznice i periodicnost. Nakon sto se izvedu osnovni trigono-
metrijski identiteti koji ¢e biti potrebni za rjesavanje zadataka, proucava se graf trigonome-

trijskih funkcija. U udzbeniku Elementa koristi se brojevna kruznica ¢iji je luk podijeljen na
jednake dijelove te je grafickim postupkom odredena vrijednost sinusa na segmentu [0, 27].

Slika 11: Sinusoida u udzbeniku Elementa

Bolji nacin crtanja, u kojem se koristi vie svojstava nalazi se u udzbeniku Skolske knjige.
Najprije se na isti nac¢in kao u Elementovom udzbeniku nacrtaju vrijednosti u prvom kva-
drantu, zatim se koristi ¢injenica da je pravac x = 7 os simetrije dijela grafa sinusoide na
segmentu [0, 7]. Nakon toga da bi prosirili graf na segment [—, 7| koristi se svojstvo da je
sinus neparna funkcija, pa je sinusoida simetri¢na obzirom na ishodiste koordinatnog sustava.
I na kraju, na osnovu periodi¢nosti funkcije translatiramo graf po osi x ulijevo i udesno za
2m. Nakon sto je prikazana funkcija graficki, uocavaju se njena svojstva iz grafa: nultocke,
maksimalne i minimalne vrijednosti, periodi¢nost i tijek funkcije.

U oba udzbenika se kosinusoida crta pomocu formule cosz = sin(z 4 7), dakle, translaci-
jom sinusoide po osi x za 7 ulijevo, te se takoder ocitavaju s grafa svojstva. Nakon toga
se postupno, kroz primjere, dolazi do crtanja grafa funkcije f(x) = Asin(Bx + C) + D.
Za zakljuc¢ivanje kako koeficijenti A, B, C, D utjecu na sinusoidu (analogno i kosinusoidu),
moze se iskoristiti interaktivnost Geogebre i pripremljeni apleti, kao sto je ovaj na poveznici:
https://www.geogebra.org/m/tbzWwCAa.

Na isti na¢in, primjenjujuci svojstva tangensa i kotangensa crtaju se i njihovi grafovi. Na
samom kraju cjeline radi se i primjena trigonometrije, koja se nalazi u fizici, arhitekturi, me-
dicini, kemiji, astronomiji itd. Zbog svoje periodi¢nosti, trigonometrijske funkcije najcesce
se koriste u pojavama u prirodi koje se periodi¢cno mijenjaju, a to su temperatura zraka,
plima i oseka i sl.

3.1.4 Cetvrti razred srednje skole

U cetvrtom razredu srednje skole detaljnije se proucava pojam funkcije i svojstva te sto se
dogada s granicnim vrijednostima funkcije u nekoj tocki. Najprije se raznim primjerima
zeli osvijestiti ucenike da funkcije ne moraju uvijek biti izrazene brojevima ve¢ se mogu
promatrati i druga pridruzivanja, primjerice svakom geometrijskom liku moze se pridruziti
broj vrhova koje ima. Nakon toga proucava se detaljnije graf funkcije gdje se naglasava da
graf moze biti i samo skup tocaka ravnine, ali i da ne predstavlja svaka krivulja graf funkcije
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i da im u odredivanju je li krivulja graf funkcije pomaze vertikalni test.

[ako su ucenici upoznati s pojmovima domena i slika funkcije, u ¢etvrtom razredu detaljnije
se analiziraju i racunski odreduju. U ovom dijelu promatranih udzbenika vise je zadataka
gdje su funkcije zadane analiticki, pa se ucenici zbune i ne znaju analizirati graficki prikazane
funkcije. Stoga bi bilo dobro zadati jos vise zadataka poput sljedeceg:

Na slici je nacrtan graf funkcije f .

1) Odredi podrudje definicije.

2) Odredi sliku (podrudje vrijednosti funkcije).
3) Proitaj sa slike £(0) i f(2).

4) Za koji x vrijedi f(x) = 1?

5) Napisi f (x) u obliku formule.

Slika 12: Primjer zadatka iz udzbenika Elementa

Parnost i periodicnost ucenici su susreli kod eksponencijalne, logaritamske i trigonometrijskih
funkcija, ali u cetvrtom razredu ispituju periodi¢nost, parnost i neparnost svih funkcija te
razmisljaju o parnosti zbroja ili umnoska dviju parnih funkcija.

Takoder, ucenici su promatrali i je li funkcija rastuca ili padajuca iz grafa funkcije, ali s
pojmom monotonost se nisu susreli, a taj pojam odnosi se na rast i pad funkcije. Kod
definiranja rastuce i padajuce funkcije bitno je naglasiti da funkcija moze biti i konstantna,
sto je slucaj u oba udzbenika.

U udzbeniku Elementa najmanje pozornosti posveéeno je omedenosti funkcije. Nalazi se
nekoliko primjera gdje se graficki prikazuje funkcija te iz grafa promatra je li omedena, dok
u udzbeniku Skolske knjige prikazano je i racunski kako odrediti je li funkcija omedena.

U udzbeniku Skolske knjige jos se nalazi i kratak dio o asimptotama gdje se asimptota
definira te odreduje iz grafa funkcije.

Nastavni sadrzaj koji ucenici ¢esto ne razumiju je kompozicija funkcije. Ono $to im moze
pomodéi u razumijevanju je da se prikaze zorno §to se i kako preslikava. Cesto se moze vidjeti
sljededi prikaz kompozicije funkcija f i g:
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Slika 13: Kompozicija funkcija f i ¢ u udzbeniku Skolske knjige
[staknuto je da se domena funkcije g treba podudarati s kodomenom funkcije f, medutim

da bi bila definirana kompozicija funkcija f i g dovoljno je da se ta dva skupa djelomi¢no
podudaraju, pa je po mom misljenju bolji prikaz u Elementovom udzbeniku:

Slika 14: Kompozicija funkcija f i ¢ u udzbeniku Elementa

U tom slucaju domena kompozicije je podskup domene funkcije f jer sadrzi samo one ele-
mente za koje je f(z) € D,. U udzbeniku Elementa primjerima je pokazano da je kompozicija
funkcija asocijativna, te da nije komutativna, ali se ne nalaze primjeri kako rastaviti funk-
ciju f na dvije funkcije tako da one slaganjem (kompozicijom) daju funkciju f. Takvi zadaci
ucenicima predstavljaju veéi problem nego odrediti kompoziciju. U udzbeniku Skolske knjige
nalazi se dovoljan broj takvih zadataka i naglaseno je da to rastavljanje nije jedinstveno.
Takoder, u udzbeniku Skolske knjige u zadacima povezana je kompozicija s grafom, a mis-
lim da su ti zadaci kljucni za razumijevanje Sto predstavlja taj kruzi¢ kod kompozicije. U
Elementovom udzbeniku isto treba biti takvih zadataka, poput ovog:
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Na slici su prikazani grafovi funkcija f1 g.
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Slika 15: Primjer zadatka iz udzbenika Skolske knjige

53

Inverzna funkcija u cetvrtom razredu se odreduje racunski, ali za to je dan postupak, pa
ucenicima takvi zadaci ne predstavljaju problem.

Limes funkcije uvodi se u udzbeniku Elementa oslanjaju¢i se na limes niza koji se radi u
poglavlju prije, dok se u udzbeniku Skolske knjige uvodi pomo¢u price o funkcijama koje
imaju prekid i vrijednosti funkcije ”blizu” te tocke prekida. Uzima se jedan primjer funkcije,
uocava se da ta funkcija nije definirana za x = 2, stoga se promatraju vrijednosti funkcije
za brojeve koji su ”blizu” broju 2 i tabli¢no i graficki, te se zakljucuje da Sto je x blizi broju
2, to je vrijednost funkcije bliza broju 4. Zatim se prikazuju na nekoliko primjera graficki
moguénosti za limes funkcije: da limes funkcije moze biti jednak beskonacno ili da ne postoji.
Nakon definicije limesa funkcije dana su i svojstva koja se mogu koristiti za racunanje limesa
slozenijih funkcija i niz zadataka koji provjeravaju usvojenost odredivanja limesa funkcije
kada varijabla tezi nekom realnom broju. Isto tako moze se promatrati i limes funkcije kada
varijabla tezi u beskonacnost, pa se u udzbenicima nalaze i takvi primjeri i zadaci.

Nakon toga, kratko se proucava neprekidnost funkcije, a intuitivno je jasno da ako se graf
funkcije moze nacrtati jednim potezom olovke, onda je funkcija neprekidna. U oba udzbenika
na jednom mjestu nalaze se sve tri moguénosti koje se spominju u srednjoj skoli, a to je da
funkcija nema prekid, da ima prekid, ali se funkcijska vrijednost i limes razlikuju te da ima
prekid, ali limes slijeva i zdesna nisu jednaki. Kako je ucenicima pojava limesa inace kom-
plicirana, trebalo bi se vise vremena posvetiti grafickom prikazivanju i traziti od ucenika
objasnjenje na kraju zadatka kad odrede limes sto to znaci za zadanu funkciju.

U udzbeniku Skolske knjige za program 4 sata tjedno, nalazi se i cjelina Polinomi, u kojoj se
ucenici upoznaju s osnovnim pojmovima, jednakosti polinoma, zbrajanjem, oduzimanjem,
mnozenjem i dijeljenjem polinoma.

Pojam derivacije funkcije uvodi se pomoc¢u motivacijskog zadatka koji se sastoji od s-t grafa
i pitanja poput "koji dio grafa prikazuje da se vozilo kretalo najve¢om brzinom, kolika je
prosjecna brzina” itd. Bududi da se derivacija funkcije definira pomoc¢u limesa kvocijenta
prirasta funkcije i prirasta argumenta, najprije se analizira prirast funkcije i prirast argu-
menta i prikazuje sto se dogada graficki. Kako nije svim ucenicima jednostavno zamisliti
sto se dogada ako neka tocka klizi po grafu, sto je ovdje bitno da bi mogli zakljuciti da
sekanta prelazi u tangentu, moze se posluziti Geogebrinim apletom poput ovog na poveznici:
https://www.geogebra.org/m/GgRfMeM8. U udzbeniku Skolske knjige dano je nekoliko
primjera odredivanja derivacije funkcije prema definiciji, ali se nuzan uvjet za postojanje
derivacije nalazi umetnut medu duzim tekstom, a bilo bi ga dobro istaknuti i uokviriti. U
Elementovom udzbeniku tih primjera nema, ali je istaknut i naglasen nuzan uvjet za pos-
tojanje derivacije. Udzbenik Skolske knjige sadrzi primjere kojima su dani slucajevi kad
funkcija nema derivaciju u tocki: kad nije definirana u toj tocki, kad ima §iljak u toj tocki,
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ali se ne spominje da nema derivaciju ni kada ima vertikalnu tangentu u toj tocki, sto se u
udzbeniku Elementa nalazi, pri tom i ilustrirano:

Izdvojimo sljedece tri situacije u kojima funkcija nema derivaciju u tocki xg:
1) Funkcija je prekinuta u xgp.
2) Funkcija ima Siljak u xy.
3) Funkcija ima vertikalnu tangentu u to¢ki xg.

Sljedeca slika ilustrira te situacije:
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Slika 16: Ilustracija iz udzbenika Elementa

Nakon toga, izvodi se derivacija konstante, identitete, kvadratne funkcije i trigonometrijskih
funkcija prema definiciji, pa kako funkcije postaju sve slozenije, javlja se potreba za pra-
vilima deriviranja. Pravila se odnose na derivaciju umnoska konstante i funkcije, zbroja i
razlike dviju funkcija, umnoska i kvocijenta dviju funkcija. U ¢etvrtom razredu srednje skole
takoder se rade i derivacije viseg reda, a u udzbeniku Skolske knjige za program 4 sata tjedno
rade se i derivacije slozene funkcije pomoc¢u ulancanog deriviranja. Ucenicima je cesto tesko
prepoznati kada je funkcija slozena zbog nedovoljno shvac¢ene kompozicije funkcija. Nakon
toga, izvodi se derivacija logaritamske i eksponencijalne funkcije, a kako su one medusobno
inverzne funkcije, dobro je mjesto za izvesti opéi izraz za odredivanje derivacije inverzne
funkcije.

U udzbeniku Skolske knjige nalazi se i derivacija implicitno zadane funkcije, koja se u
udzbeniku Elementa ne spominje. Tangenta i normala na graf funkcije, kao i kut izmedu
krivulja, nalaze se u oba udzbenika, s tim da je u udzbeniku Skolske knjige na puno detalj-
niji na¢in objasnjeno zasto njihove jednadzbe glase bas tako i u primjerima za odredivanje
jednadzbi tangente i normale su nacrtani grafovi zadanih funkcija.

Za rast i pad funkcije, u udzbeniku Elementa uopée nema uvoda niti objasnjenja zasto rast i
pad funkcije mozemo povezati s derivacijom funkcije nego je samo dano pravilo koje vrijedi
te postupak trazenja stacionarnih tocaka i intervala monotonosti. Stoga je bolji i jasniji
pristup u udzbeniku Skolske knjige.

Ucenici se ranije susre¢u s pojmom maksimum i minimum, ali u ¢etvrtom razredu produb-
ljuje se znanje, nazivaju se jednom rijecju ekstremi te se oni odreduju pomocu derivacija,
a najpregledniji nacin za prikazivanje cijelog tijeka funkcije i ekstrema je tablicom tijeka
funkcije. U udzbeniku Skolske knjige rijeSeno je puno vise primjera, i to detaljnije i graficki
prikazano. Do toga trenutka ucenici su trebali nauciti odrediti domenu funkcije, nultocke,
sjeciSta s osi y, asimptote, parnost, periodi¢nost, intervale monotonosti i ekstreme. Jos se u
udzbenicima nalazi pojam zakrivljenost funkcije odnosno konveksnost i konkavnost koji se
prvobitno definira pomocu tangente koja je u svakoj tocki ispod odnosno iznad grafa funk-
cije. Zatim se daje definicija pomocu druge derivacije funkcije i niz primjera odredivanja
zakrivljenosti i tocaka infleksije, a potom i zadaci ispitivanja tijeka funkcije i crtanja grafa.
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Dobra stvar je u udzbeniku Elementa sto je na kraju primjera na grafickom prikazu funkcije

oznacen svaki element:

] sracil:mam tocka -
konveksnj horizontalni pregib

VAD

regih

/

\interv

al rasta

|

interval|pada

11

6

graf funkcije f(x) = x* =20 + 1

Slika 17: Primjer iz udzbenika Elementa

U nekadasnjim udzbenicima vise je naglasak bio na samom deriviranju i zadacima poput
7deriviraj funkciju f(z) = ...”, dok je u danasnjim udzbenicima dosta zadataka iz primjene
i povezivanja derivacija s grafickim prikazom, kao sto je sljede¢i zadatak:

.Na slici su prikazani grafovi derivacija funkcija f* i f”
iste funkcije £ Promatraju¢i sliku odgovorite na pitanja
1 obrazlozite odgovore.

a) Na kojem je intervalu funkcija f rastuca?

b) Postoji li interval na kojem je funkcija f padajuca?
¢) Koje su apscise stacionarnih to¢aka funkcije f?

d) Ima li funkcija f ekstreme i koje su vrste?

e) Ako tocka T(0, 0) lezi na grafu funkcije f, odredite
jednadzbu tangente u toj tocki.

f) Je li funkcija f polinom? Ako jest, kojega stupnja?

[T TN I\

/ \

/ \

Slika 18: Primjer zadatka iz udzbenika Skolske knjige

Zadnja cjelina koja se odnosi na funkcije jesu integrali koji se ne rade po programu 3 sata
tjedno, u programu 4 sata tjedno su izborni sadrzaj, a u programu od 5 sati tjedno i vise
redoviti sadrzaj. 1z tog razloga, i pristup prema integralima je drugaciji. Puno intuitivniji

se javila potreba za pojavom integrala te je vizualno prikazano racunanje povrsine ispod
grafa funkcije do osi . Nakon geometrijskog znacenja odredenog integrala dana su njegova
svojstva i definicija primitivne funkcije te niz primjera odredivanja primitivne funkcije. Zatim
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se neodredeni integral definira kao skup svih primitivnih funkcija dane funkcije f na intervalu
(a,b), pa je dana tablica neodredenih integrala. Ucenici se takoder upoznaju i s Newton-
Leibnitzovom formulom koja je vazna poveznica izmedu odredenog i neodredenog integrala,
te je onda i primjenjuju. Sto se ti¢e primjene odredenog integrala, zadaci se odnose na
racunanje povrsine kada je poznata funkcija ¢iji je graf omeduje.

U udzbenicima za program 5 sati tjedno ili vise, dane su i metode koje se primjenjuju pri
integriranju, a to su: metoda supstitucije, metoda parcijalne integracije i metoda rastava na
parcijalne razlomke.

U odnosu na udzbenike za program 3-4 sata tjedno, puno vise je zadataka i slozenijih funkcija
koje se trebaju integrirati, a iz primjene se ne racuna samo povrsina nego i obujam rotacijskih
tijela.

U konaénici, mislim da je u udzbenicima Skolske knjige za sve razrede prikazano vise ideja
da ima viSe rijesenih primjera i zadataka za vjezbu te da je veéi fokus na primjeni nastavnog
sadrzaja.
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4 Drzavna matura

Drzavna matura je obavezni zavrsni pismeni ispit koji ucenici polazu po zavrsetku svog
srednjoskolskog obrazovanja. Provodi se od skolske godine 2009./2010., a obavezu polaganja
drzavne mature imaju ucenici gimnazije, dok ucenici srednjih strukovnih skola polazu samo
ako planiraju nastaviti svoje obrazovanje na nekom od visokih ucilista. Nacionalni centar
za vanjsko vrednovanje obrazovanja provodi ispite u suradnji sa skolama i drugim javnim
ustanovama koje su ukljucene u provedbu ispita drzavne mature. Ispiti drzavne mature
provode se u cijeloj Hrvatskoj u isto vrijeme, s istim ispitnim materijalima i na isti na¢in za
sve pristupnike. Iz tog razloga, rezultati ispita drzavne mature su medusobno usporedivi i
odabir pri upisu na visoka ucilista je transparentan i pravedan. Drzavna matura sastoji se
od obaveznog dijela ispita i izbornog. Obavezni ispiti su iz matematike, hrvatskog jezika te
stranog jezika, a izborne predmete drzavne mature biraju ucenici. U jednome roku ucenici
mogu prijaviti najvise Sest izbornih predmeta. Ispiti iz obaveznih predmeta mogu se polagati
na visoj (A) ili osnovnoj (B) razini [16]. U nastavku ovoga rada bit ¢e analizirana pojava
funkcija na osnovnoj i na visoj razini ispita drzavne mature iz matematike.

4.1 Funkcije na osnovnoj razini drzavne mature

Odgojno-obrazovni ishodi osnovne razine ispita skolske godine 2021./2022. iz podrucja ” Al-
gebra i funkcije” su: povezati razlicite prikaze linearne funkcije, primijeniti linearnu funk-
ciju pri rjesavanju problema, primijeniti kvadratnu funkciju te analizirati svojstva funkcija.
Dakle, provjerava se osnovno znanje iz funkcija nauc¢eno uglavnom jos u prvom razredu sred-
nje skole. Skolske godine 2021./2022. na ispitu se nalazilo 20 zadataka visestrukog izbora
koji donose po 1 bod te 10 zadataka kratkog odgovora koji donose po 2 boda. Ukupno je
bilo moguce ostvariti 40 bodova, pri cemu je 10 bodova nuzno za polaganje ispita. Ucenici
su iz podrucja ” Algebra i funkcije” mogli ostvariti 40% od ukupnog broja bodova, sto je 16
bodova. Zadaci iz podrucja funkcija glasili su:

17. Funkcijom h(t) =100—4¢ procjenjuje se broj sati 4 potrebnih da se mlijeko ukiseli na
temperaturi ¢ izraZzenoj u °C. Koje je znacenje broja 4 u zapisu funkcije 4?

. Ako se temperatura poveca za 1 °C, mlijeko ¢e se ukiseliti 1 sat ranije.
. Ako se temperatura poveca za 4 °C, mlijeko ¢e se ukiseliti 1 sat ranije.
. Ako se temperatura poveca za 1 °C, mlijeko ¢e se ukiseliti 4 sata ranije.
. Ako se temperatura poveca za 4 °C, mlijeko ¢e se ukiseliti 4 sata ranije.

o0 w >

(1 bod)

18. Kolika je vrijednost realnoga parametra k u zapisu funkcije f(x)=x* —2x+k kojoj je slika

interval [5,+oo> ?

Il
[V T N

Il

OO0 w>
Il
=

5.k
.k
-
i e

-2

(1 bod)
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29.1. Tablica prikazuje nekoliko to¢aka grafa funkcije f(x)=/hkx+1.

Y
215

0 1

2 |3

Kako glasi funkcija f?

Odgovor: f(x) =

(1 bod)

29.2. Zadana je funkcija f(x) = JLZ . Odredite domenu funkcije /.
X+

Odgovor:

(1 bod)

Slika 19: Drzavna matura 2021./2022.

Buduéi da jos nema statisticke analize ovog ispita, analizirat ¢emo rijeSenost zadataka na
osnovnoj razini u ljetnome roku u skolskoj godini 2020./2021.

Odgojno-obrazovni ishodi osnovne razine ispita Skolske godine 2020./2021. iz podrucja
"Funkcije” su: izracunati funkcijske vrijednosti, prikazati funkcije tablicno i graficki, in-
terpretirati graf funkcije, odrediti nultocke funkcije, odrediti sjeciste grafa s koordinatnim
osima, iz zadanih svojstava, elemenata ili grafa odrediti funkciju, za kvadratnu funkciju inter-
pretirati ulogu vodeceg koeficijenta i diskriminante, odrediti minimum /maksimum funkcije
odnosno tjeme parabole te matematicki modelirati problemsku situaciju iz drugih obrazov-
nih podrugja i iz svakodnevnoga zivota.

Na ispitu se nalazilo 16 zadataka visestrukog izbora koji donose po 1 bod te 12 zadataka
kratkog odgovora koji donose po 2 boda.

Te godine bodovni udio za podrucje ”Funkcije” iznosio je 15% od ukupnog broja bodova,
sto je 6 bodova, rasporedenih u nekoliko zadataka. Prvi od njih bio je 13. zadatak u kojem
su ucenici trebali interpretirati ulogu vodeceg i slobodnog koeficijenta:
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13. Sto od navedenoga vrijedi za kvadratnu funkciju f(x)= ax* +bx+c &iji je graf
prikazan na slici?

-~

y |

N

a<0,c<0

o0 wp

a>0,c<0

a<0, c>0

oowp

a=0, ¢=0

Prema izvjestaju [1], samo 47% ucenika zaokruzilo je odgovor C, §to je bio tocan odgovor.
Ovaj zadatak ne zahtijeva nikakvo ra¢unanje nego je dovoljno samo poznavati kako izgleda
graf kvadratne funkcije obzirom na vodeci koeficijent a i slobodni koeficijent c. Bududi da je
zadatak viSestrukog izbora, ne moze se sa sigurnoséu tvrditi ni da je ovih 47% ucenika znalo
interpretirati jer su mogli zaokruziti tocan odgovor na srecu.

Idu¢i zadatak provjeravao je znanje iz kvadratnih funkcija:

14. Grafu koje je od navedenih funkcija os simetrije pravac s jednadZbom x = 4?7

A. f(x)=(x-2)(x-6)
B. f(x)=(x+2)x+6)
C. f(x)=(x+2)(x—4)
D. f(x)=(x-2)x+4)

O o wep

Ovaj zadatak tocno je rijesilo 36% ucenika, a da bi rijesili zadatak trebali su znati $to je to os
simetrije. Zadatak se mogao rijesiti na vise nacina. Ukoliko ucenici nisu znali o¢itati nultocke
funkcije iz formule te nac¢i poloviste, mogli su za svaku od ponudenih funkcija nacrtati graf
te pravac s jednadzbom z = 4 i uociti kada je to os simetrije. Taj nacin jeste puno dulji i
zahtijeva viSe vremena, ali vodi do rjesenja.

Sljedeé¢i zadatak zahtijevao je od ucenika crtanje grafa linearne funkcije u koordinatnom
sustavu:
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24.2. U zadanome koordinatnom sustavu nacrtajte graf funkcije f(x)=-x+3.

-~

Y

w

bod

Samo 44% ucenika uspjesno je nacrtalo graf linearne funkcije iako se crtanje grafa funkcije

proteze kroz cijelo srednjoskolsko obrazovanje.

Sljede¢a dva zadatka odnosila su se na izracunavanje funkcijske vrijednosti uz poznavanje
svojstava linearne funkcije i na odredivanje funkcije iz zadanih svojstava i elemenata:

25. Rijesite zadatke.

25.1. Linearna je funkcija f(x)=/kx—13.5 padajuca. Poredajte po veli¢ini od
najmanje do najvece f(-16), f(0)i f(52).

Odgovor:

25.2. Serviser elektronickih uredaja naplacuje izlazak na teren 60 kn. Svaki sat
rada na terenu naplacuje 150 kn. Napisite formulu f(x) za izratunavanje
cijene usluge servisera za rad od x sati.

Odgovor: f(x) =

1

bod

bod

Vjerojatno zbog pojave slova k u formuli linearne funkcije kojeg ucenici nisu znali interpre-
tirati, samo 28% ucenika tocno je rijesilo 25.1 zadatak. Da bi tocno rijesili zadatak, ucenici
su trebali znati samo da je k negativnog predznaka kada je funkcija padajuca. 25.2 zadatak
tocno je rijesilo 60% ucenika, sto je i dalje malo, ali od svih navedenih zadataka ovaj zadatak

ima najvecu rijeSenost.
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4.2 Funkcije na visoj razini drzavne mature

Odgojno-obrazovni ishodi vise razine ispita skolske godine 2021./2022 iz podrucja ” Algebra
i funkcije”, uz odgojno-obrazovne ishode osnovne razine ispita, su: primijeniti eksponen-
cijalnu i logaritamsku funkciju, primijeniti svojstva trigonometrijskih funkcija, primijeniti
trigonometrijske funkcije, tumaciti znacenje limesa funkcije u tocki, primijeniti derivaciju
funkcije u problemskim situacijama, povezati derivaciju funkcije i crtanje grafa funkcije.
Na ispitu se nalazilo 24 zadatka visestrukog izbora koji donose po 1 bod, 13 zadataka krat-
kog odgovora koji ukupno donose 22 boda te 3 zadatka produzenog odgovora koji ukupno
donose 14 bodova. Ukupno je moguce ostvariti 60 bodova, pri ¢emu je 15 bodova nuzno za
polaganje ispita. Iz podrucja ” Algebra i funkcije” moglo se ostvariti 50% od ukupnog broja
bodova, pa je time ovo podrucje i najzastupljenije na ispitu. Zadaci iz podruéja funkcija
glasili su:

6. Funkcijom A(f) =100—4¢ procjenjuje se broj sati & potrebnih da se mlijeko ukiseli na
temperaturi ¢ izraZzenoj u °C. Koje je znacenje broja 4 u zapisu funkcije 4?

A. Ako se temperatura poveca za 1 °C, mlijeko ¢e se ukiseliti 1 sat ranije.
B. Ako se temperatura poveca za 4 °C, mlijeko ¢e se ukiseliti 1 sat ranije.
C. Ako se temperatura povec¢a za | °C, mlijeko ¢e se ukiseliti 4 sata ranije.
D. Ako se temperatura povec¢a za 4 °C, mlijeko ¢e se ukiseliti 4 sata ranije.
(1 bod)

22. Kolika je vrijednost realnoga parametra k u zapisu funkcije f(x)= x> —2x+k kojoj je slika

interval [ 5, +0) ?

A k=4
B. k=5
C. k=6
D. k=7
(1 bod)
23. Odredite sve intervale rasta funkcije f(x)= % _2 .
x4+
A. (-o0,-2), (-2, 4e)
B. (—=,2),(2,4)
C. (2,4e0)
D. R
(1 bod)
36.1. Funkcija P(1) =145-2.72"""* opisuje puls trkaca 7 minuta nakon utrke, 0<¢<15.
Koliki je puls trkac¢a 3 minute nakon utrke?
Odgovor:
(1 bod)

28



36.2. Na slici je prikazan graf funkcije /'definirane na |-5,5].

vf/ <~

Kolika je vrijednost argumenta a, a # 3 za koji vrijedi f'(a)= f(3)?

Odgovor: a =
(1 bod)
371. Odredite derivaciju funkcije f(x)=1 1(_1\'3 - \/5) i
Odgovor: f’(x)=
(1 bod)

Slika 20: Drzavna matura 2021./2022.

Prva dva zadatka visestrukog izbora ista su kao i kod osnovne razine ispita. Kao i za osnovnu
razinu drzavne mature, tako ¢emo i za visu razinu analizirati rijeSenost zadataka u ljetnome
roku u skolskoj godini 2020./2021.

Odgojno-obrazovni ishodi vise razine ispita skolske godine 2020./2021. iz podrucja ”Funk-
cije”, uz odgojno-obrazovne ishode osnovne razine ispita, su: upotrebljavati funkcije zadane
tabliéno, graficki, algebarski i rije¢ima, izvoditi operacije s funkcijama, odrediti domenu
i sliku, odrediti i primijeniti rast/pad funkcije, odrediti tijek funkcije, razlikovati parne i
neparne funkcije, upotrebljavati osnovne eksponencijalne i logaritamske identitete, odrediti
temeljni period i primijeniti svojstvo periodic¢nosti trigonometrijskih funkcija, derivirati kons-
tantnu funkciju, funkciju potenciranja i trigonometrijske funkcije, derivirati zbroj, razliku,
umnozak, kvocijent i kompoziciju funkcija, odrediti tangentu na graf funkcije u tocki i upo-
trebljavati derivaciju funkcije kod ispitivanja tijeka funkcije.

Na ispitu se nalazilo 15 zadataka visestrukog izbora koji donose po 1 bod, 13 zadataka
kratkog odgovora koji donose 29 bodova te 2 zadatka produzenog odgovora koji donose 16
bodova.
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Te godine bodovni udio za podrucje ”Funkcije” iznosio je 30% od ukupnog broja bodova,
sto je 18 bodova. U nastavku analizirat ¢emo zadatke.

U prvom od zadataka vezanih za funkcije, zahtijeva se od ucenika da iz grafa odrede funk-
cije, a rije¢ je o funkciji apsolutne vrijednosti i linearnoj funkciji sto se uéi u prvom razredu
srednje skole:

11. Sjeciste grafova kojega od navedenih parova funkcija jest tocka T istaknuta na
slici?

T~

>

A f(x)=|x-1]igx)=x+2
B. f(x)=|x+1ig(x)=x+2
C. f(x)=|x-1]i g(x)=-x+2

IR B

D. f(x)=|x+1i g(x)=-x+2

Prema izvjestaju [1], 69% ucenika zaokruzilo je odgovor pod D, §to je bio tocan odgovor.
Mozda je ucenike koji nisu toéno odgovorili zbunio nac¢in na koji je zadatak postavljen i
podatak o tocki T, sto u sustini za rjesavanje zadatka ne igra ulogu.

U sljede¢em zadatku provjerava se usvojenost ishoda deriviranja trigonometrijske funkcije i
izracunavanja funkcijske vrijednosti:

12. Zadana je funkcija f(x)= 1g[5x+§—]. Koliko je f*(0)?

o

w
ﬁ-?l b | L

D. 20

9iO mip

Ovaj zadatak tocno je rijesilo samo 38% ucenika. Problem je mozda bio prepoznati da je u
pitanju slozeno deriviranje.
Sljedeci zadatak bio je isti kao i na ispitu osnovne razine:
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13. Grafu koje je od navedenih funkcija os simetrije pravac s jednadZbom x = 4?

A. f(x)=(x=2)x—6)
B. /(x)=(x+2)(x+6)
c
D

O o wp

. () =(x+2)x—4)
. f(X)=(x-2Xx+4)

Iako vrlo lagan, ovaj zadatak tocno je rijesilo samo 59% pristupnika mature vise razine.
24.1. zadatak kratkog odgovora od ucenika je zahtijevao da napisu domenu zadane funkcije,
a 24.2. zadatak da napisu sliku zadane funkcije:

24. Rijesite zadatke. 0
; }1
241. Odredite domenu funkcije f(x)= Ex -5.
Odgovor: hod
0

24.2. Odredite sliku (skup svih vrijednosti) funkcije f(x)=0.93" +6.5.

Odgovor:

bod

24.1. zadatak tocno je rijesilo 66% ucenika, a 13% njih nije ni pokusalo rijesiti zadatak, iako
se trebao postaviti samo jedan uvjet da je potkorijenska veli¢ina veca ili jednaka 0. Zadatak
24.2 tocno je rijesilo samo 21% ucenika.

Pristupnici mature viSe razine imali su, za provjeru ishoda prikazivanja funkcije graficki,
nacrtati graf kvadratne funkcije:

25.3. Nacrtajte graf funkcije f(x)=x" —4x+3.

~

‘ 0 1 ‘ T 0

bod

70% ucenika znalo je nacrtati graf, dok 8% njih nije ni pokusalo.
U sljede¢em zadatku ucenici su trebali napisati temeljni period zadane funkcije:
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26. Rijesite zadatke. 0
1
o x n
26.1. Odredite temeljni period funkcije f(x)= —sin [I+ T]
Odgovor:
bod
Ovaj zadatak uspjesno je rijesilo 47% ucenika.
Sljededi zadatak isti je kao i na ispitu osnovne razine:
26.3. Linearna je funkcija f(x)= kx—13.5 padaju¢a. Poredajte po veli€ini od
najmanje do najvecée f(-16), f(0)i f(52). “
1
Odgovor:
bod

Za razliku od pristupnika mature nize razine, ovdje je zadatak toc¢no rijesilo 63% ucenika.
Jedan zadatak otvorenog tipa odnosio se na funkcije, a glasio je:

291. Odredite koordinate diralista tangenata s koeficijentom smjera —5 na graf

funkcije f(x)= ©+6x7=5x+2.

0 bodova ostvarilo je 31% ucenika, 1 bod ostvarilo je 11% ucenika, 2 boda 23% ucenika, dok
njih 35% nije nista napisalo.
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5 Motivacija

Vazan, ali i izazovan, dio nastave jest motivacija. Nastavnici nemaju zadatak samo prenijeti
znanje ucenicima, nego im i pobuditi znatizelju prema nekoj temi kako bi oni i sami dodatno
istrazivali. Cesto pitanje je kako motivirati ucenike kada veéini matematika nije omiljeni
predmet. Prema [12], neki od nacina su:

e ucenje kroz igru,
e povezivanje matematike sa stvarnim zivotom,

e povezivanje matematike s drugim nastavnim predmetima,

upotreba tehnologije.

5.1 Ucenje kroz igru

Kako je Einstein rekao "igra je je najvisi oblik istrazivanja”, stoga je igru pozeljno ukljuciti
u nastavu. Kroz igru ucenici tekoder razvijaju motoriku, emocionalne, kognitivne i govorne
vjestine, kao i socijalne odnose. Jedan primjer igre je nakon uvodenja pojma funkcije u prvom
razredu srednje skole, podijelimo ucenike u parove. Svaki par ima zadatak osmisliti jednu
relaciju koja jeste funkcija i jednu koja nije te relacije zapisati slikovito (primjerice pomoéu
dijagrama). Nakon Sto svi parovi osmisle svoje primjere, prvi par predstavlja jednu svoju
relaciju drugom paru s pitanjem je li ta relacija funkcija ili nije. Parovi skupljaju bodove
ako su osmislili tocne relacije koje jesu i koje nisu funkcije te ukoliko su toéno odgovorili
na pitanje. Pobjednicki par bi trebalo nagraditi. Ova igra trebala bi pridonijeti boljem
razumijevanju funkcija jer ucenici sami trebaju osmisliti primjer relacije i koja nije i koja
jeste funkcija, ¢ut Ce i ostale primjere te diskutirati s prijateljima o tome i argumentirati
zasto misle da nesto jeste ili nije funkcija. Buduéi da rade u paru, poticat Ce se i suradnja,
kao i matematicka komunikacija.

5.2 Povezivanje matematike sa stvarnim zivotom

Cesto se govori da je matematika svuda oko nas, no ucenici se svejedno pitaju zasto moraju
uciti matematiku. To je jedan od glavnih razloga zbog kojeg bi nastavne sadrzaje nastavnik
trebao uvoditi motivacijskim zadatkom iz stvarnoga zivota.

U nastavku je naveden primjer zadatka iz svakodnevnog zivota, preuzet s [17].

"Ivan je za rodendan dobio 300 kn Sto mu nije dovoljno da kupi novi mobitel. Zato je
odluc¢io ustedjeti 75 kn mjesecno. Iskazite ovisnost sume novca o broju mjeseci koje stedi.
[zracunajte koliko ¢e novaca imati za Sest mjeseci. Izracunajte koliko ¢e dugo morati stedjeti
ako mu je za kupnju mobitela potrebno 1200 kn.”

Zadatak iz podrucja arhitekture [18] koji se moze zadati ucenicima u srednjoj Skoli nakon
obrade kvadratne funkcije glasi: ” Odredite jednadzbu parabole Zeljeznickog (Zelenog) mosta
na Savi, ako je duljina mosta nad kojim se pruza luk 135 m te maksimalna visina luka 17.3

b

m.

5.3 Povezivanje matematike s drugim nastavnim predmetima

Matematiku najcesée povezujemo s fizikom, medutim funkcije se mogu pronadi i u biologiji
sto dokazuje sljedeéi zadatak preuzet s [19] koji se rjesava koristenjem Malthusovog modela
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N (t) = Nye*, koji nije nista drugo nego eksponencijalna funkcija.

”Zmnanstvenica je u pocetku imala 100 bakterija. Nakon 5 sati bakterija je bilo 120. Odredite
za koliko ¢e vremena biti dvostruko vise bakterija nego na pocetku.”

Siroku primjenu funkcije imaju i u ekonomiji. Jedan od zadataka koji se moze zadati
ucenicima u srednjoj skoli je takoder s [18], a glasi: ”Prosjeéni mjesecni troskovi jednog
poduzeca izrazeni su u kunama formulom 7'(z) = 3z + @. Ako je mjesecna potraznja
proizvoda x = 400 — p, gdje je p cijena proizvoda, odredite optimalnu koli¢inu mjesecne
prodaje za maksimalnu dobit i maksimalni ukupni mjesec¢ni prihod.”

5.4 Upotreba tehnologije

Razvoj tehnologije olaksao je mnogo toga i omogucio nastavnicima da na inovativniji i
precizno pomocu Geogebre, a ono §to je jako korisno za iskoristiti u nastavi jeste interak-
tivnost Geogebre. Kao motivaciju za kvadratnu funkciju s pozitivnim i negativnim vodeé¢im
koeficijentom, nastavnici mogu prikazati rad u Geogebri koji na zanimljiv nac¢in prikazuje
graf kvadratne funkcije u ovisnosti o vodec¢em koeficijentu: https://www.geogebra.org/m/
zypC2uy6
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6

Miskoncepcije

Pri usvajanju novih pojmova i koncepata, koji su ucenicima cesto vrlo apstrakni, moze
doéi do pojave miskoncepcija. Miskoncepcija (zabluda/pogresna ideja) je zakljucak koji je
pogresan jer se temelji na pogreSsnom razmisljanju ili pogresnim ¢injenicama. Ucenici na
nastavu dolaze s ve¢ oblikovanim predkoncepcijama koje mogu, ali i ne moraju biti tocne.
Ukoliko su predkoncepcije netocne, a nastavnici ih ne prepoznaju i ne ispravljaju, one se
produbljuju i prelaze u miskoncepcije. Svoje porijeklo miskoncepcije imaju u osobnom is-
kustvu ili krivom tumacenju gradiva, a prisutne su na svim razinama obrazovanja, od prvog
razreda osnovne skole do fakulteta. Zbog svoje stabilnosti i otpornosti mogu se zadrzati i
nakon zavrsetka skolovanja ucenika. Upravo iz tog razloga, nastavnici bi tijekom procesa
poucavanja trebali ispitati postojanje miskoncepcija kod ucenika vezanih uz odredenu nas-
tavnu temu, te ih po potrebi ispraviti [15].

Neke od miskoncepcija koje ucenici imaju o funkcijama su:

1.

2.

10.
11.

.

13.

14.

proporcionalnost (linearnost) kao preferirani tip odnosa,

funkcije moraju biti dane formulom,

. funkcija je pravac,

ako je y funkcija, tada se u formuli mora pojaviti x,

. graf funkcije mora biti neprekidan,

zabluda slika-graf,

. nedostatak ideje o jednoznacnosti preslikavanja,

poistovjeéivanje pojma argument i vrijednost funkcije,
nepovezivanje vrijednosti funkcije s osi vy,

poistovjeéivanje nultocke funkcije i ishodista koordinatnog sustava,
pravac paralelan s osi z nije graf funkcije,

koeficijent smjera grafa linearne funkcije nije samo realni broj ve¢ i argument uz kojeg
stoji,

kvadratnu funkciju smatra eksponencijalnom,

kvadratna funkcija s pozitivnim vodeéim koeficijentom ima maksimum.

Navedene miskoncepcije u nastavku su opisane malo detaljnije.

1.

Ucenici ¢esto imaju sklonost misljenju da su odredene velicine linearno ili proporci-
onalno povezane, pa i u situacijama u kojima to nije tako, a ta pojava naziva se "ilu-
zija linearnosti”. Kako bi se izbjegla ova pojava, potrebno je ucenike izloziti dovoljnom
broju zadataka u kojima velic¢ine nisu linearno povezane.
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19,

11.

12.

13.

. Buduéi da se ucenici najcesée susre¢u u udzbenicima s funkcijama koje su zadane

formulom, mnogi od njih izjednacavaju funkciju s formulom. Kako ne bi doslo do ove
miskoncepcije, u udzbenicima bi se trebao pojavljivati jednak broj funkcija zadanih
tablicom, graficki, kontekstualno i rijecima, kao i formulom.

Funkcije se uvode strogo preko zapisa linearne funkcije koji se odmah nakon toga
povezuje s pravcem. [z tog razloga ucenici pojam funkcije ¢esto poistovjecuju s pojmom
pravca.

Zbog cestog pojavljivanja x u formuli, neki ucenici misle da ukoliko nedostaje x nema
ni funkcije. Razlog tome moze biti i jer se ucenici znaju vezati za oznake, stoga oznake
treba ¢esto mijenjati kako bi uocili da nije bitno koje slovo se koristi u formuli.

. Kako ucenici najcesce crtaju graf linearne, kvadratne ili eksponencijalne funkcije koje

su neprekidne, razviju misljenje da su funkcije uvijek neprekidne. Ukoliko bi vidjeli
graf funkcije najvece cijelo, vjerojatno veéina njih bi rekla da taj prikaz nije graf neke
funkcije.

Jedna od cestih miskoncepcija je Sto ucenici graf promatraju kao sliku neke situacije.
Primjerice, graf koji prikazuje razinu tekucine prilikom punjenja u posudu u ovisnosti
o vremenu promatraju kao graf koji izgleda najslicnije obliku dane posude.

Mnogi uéenici imaju problema i s razumijevanjem jednoznacnosti preslikavanja. Cim je
u koordinatnom sustavu nacrtana krivulja, u¢enici smatraju da je to graf neke funkcije,
zanemarujuéi bitno svojstvo funkcija, a to je jednoznaénost. Cestim naglasavanjem
funkcije vertikalnog testa, ucenici mogu savladati svoje pogresne ideje.

Cesto ucenici ne razlikuju pojmove argument i vrijednost funkcije te smatraju da se ti
pojmovi odnose na isto. Primjerice, kod zadataka u kojima nije eksplicitno napisano
da treba izracunati vrijednost funkcije "za x = 2” nego je napisano ”"za argument 27,
ucenici ne znaju gdje bi uvrstili taj broj 2.

. Nepovezivanje vrijednosti funkcije s osi y izrazeno je kada ucenici trebaju nacrtati graf

funkcije zadane formulom ” f(x) = ...” jer u formuli nema nigdje slova y, a koordinatnu
0s oznacavaju s y.

Kako su prethodno uéili sto je ishodiste koordinatnog sustava, ucenici ponekad nultocku
funkcije poistovjeéuju s ishodistem koordinatnog sustava. Kako je ishodiste koordinat-
nog sustava tocka s koordinatama (0, 0), a nultocka funkcije u nazivu ima ”"nul” , mozda
i to utjece na to zasto poistovjecuju ta dva pojma.

Kako pravac paralelan s osi y nije graf funkcije, ucenici stvore pogresnu misao da ni
pravac paralelan s osi z nije graf funkcije, ne razmisljajuci o vertikalnom testu.

U zadacima u kojima treba odrediti koeficijent smjera grafa linearne funkcije, vrlo
cesta pogreska ucenika je da nece napisati samo realni broj koji stoji uz argument.
Primjerice, napisali bi da je koeficijent smjera grafa linearne funkcije zadane formulom
f(z) = 5z + 3 broj 5z.

Kako se u kvadratnoj funkciji pojavljuje eksponent, ucenici imaju sklonost misljenju
da je rije¢ o eksponencijalnoj funkciji.
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14. Kod odredivanja ima li kvadratna funkcija minimum ili maksimum, cesta pogreska je
da ucenici ne paze na otvor parabole nego zakljuce da ako je pozitivan vodeéi koeficijent
funkcija ima maksimum, a ako je negativan funkcija ima minimum.

6.1 Metode za utvrdivanje miskoncepcija

Prvi korak u rjesavanju pogresnih ideja jeste otkriti njihovo postojanje. Najcesce koristene
metode za utvrdivanje prisutnosti miskoncepcija su: testovi sa zadacima otvorenog tipa,
testovi za zadacima viSestrukog izbora, konceptualne mape i diskusije. Kako bi se ucenici
suocili s pogresnim idejama koje su razvili odnosno kako bi dosli u kognitivni konflikt, dobro
je upotrijebiti i konkretne primjere i protuprimjere.

U nastavku je naveden primjer zadatka visestrukog izbora koji se moze dati ucenicima kako
bi shvatili da graf funkcije ne mora biti neprekidan te da funkcije imaju bitno svojstvo, a to
je jednoznacnost.

Primjer 6.1. Zaokruzi slovo/slova iznad slike na kojoj se nalazi krivulja koja predstavlja
graf neke funkcije.

a) b)

2
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Rjesenje. Prirjesavanju ovog primjera ucenicima moze pomoci vertikalni test. Povlacenjem
pravea paralelnog s osiy, ucenici mogu uociti da jedino na slici pod c¢) nijedan vertikalni pra-
vac ne sijece krivulju u dvije ili vise tocaka. Stoga, tocan odgovor je slika pod c).

Zbog miskoncepcije koju ucenici imaju o neprekidnosti funkcija i zbog zanemarivanja svoj-
stva jednoznacnosti preslikavanja, vjerojatno bi odgovorili da su slike pod a), b) i d) prikazi
funkcija jer je linija neprekinuta.

Kako ucenici graf ne bi tumadcili slikovno, moze im u tome pomoéi konkretan primjer koji je
naveden u nastavku.

Primjer 6.2. Graficki prikazi situaciju u kojoj se dani spremnik puni vodom konstantno dok
Se ne napuni.

Rjesenje. Ucenici bi trebali promatrati kako se mijenja visina vode u spremniku u ovisnosti
o tome kako se mijenja volumen vode. Najprije zbog oblika pravokutnika, spremnik se puni
linearno, a zatim se visina vode sve sporije povecéava. Graf opisane situacije je:
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Visina

Volumen
Na osnovu slike spremnika ucenici bt mogli pogresno skicirati graf na sljedeci nacin:

4

/

Visina

Volumen

Buduéi da se elementarne funkcije u nastavi matematike uvode postupno, moze se na kraju
cjeline o svakoj elementarnoj funkciji zadati uc¢enicima da naprave konceptualnu mapu. Kon-
ceptualna mapa se koristi za organizaciju i prezentaciju znanja, pomaze u procesu ucenja, a
bazira se na razumijevanju, povezivanju pojmova i shva¢anju smisla. U nastavku je naveden
primjer jedne, toc¢no izradene, konceptualne mape za eksponencijalnu funkciju.
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aje

pozitivan R
realan broj \\
razligitod 1 / \UZUVIET R+
' OZNAKA
Skup ./
pozitivnih
E realnih
DOMENA brojeva

OPCI OBLIK

Pravac kojem se graf funkcije
priblizava, ali ga nikad ne dodiruje

Slika 21: Primjer konceptualne mape - eksponencijalna funkcija

Kako bi nastavnici utvrdili imaju li ucenici pogresan zakljucak da se u formuli funkcije uvijek
mora pojaviti z, nastavnici mogu organizirati diskusiju unutar razreda. Zadatak o kojem ¢e
se raspravljati dan je u nastavku:

Primjer 6.3. Jelis f : R — R, f(s) = s* — 2s ispravno zadana kvadratna funkcija f?

Ucenici nakon sto razmisle, zauzmu svoj stav, podijele se u dvije grupe prema odgovoru
na pitanje DA ili NE. Nakon toga medusobno u grupi diskutiraju o pitanju te iznose svoje
argumente i zakljucke, nakon ¢ega zapocinje debata.

Rjesenje. Buduéi da je zadana domena, kodomena i pravilo pridruzivanja formulom, nevazno
o oznakama, funkcija f je ispravno zadana.

Mnogim ucenicima ce biti zbunjujuce sto u formuli nema slova x jer su navikli uvijek vidjets
x, stoga ¢e bez razmisljanja odgovoriti da funkcija nije ispravno zadana jer nema nigdje x.

U udzbeniku Elementa to¢no-neto¢no pitalice su izvrsna pitanja za provjeru imaju li ucenici
miskoncepcije, a buduéi da se odgovor mora obrazloziti, potpitanjima nastavnika ucenici
mogu doé¢i u kognitivni konflikt. Primjer jedne pitalice vezane uz temu eksponencijalna
funkcija dan je u nastavku:
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J i"'-‘- Tocno-netocno pitalice

Koje su od sljedecih tvrdnji tocne, a koje netocne? Odgovori, a odgovor obrazloZi.

1. Funkcija f (x) = x~* primjer je eksponencijalne funkcije. [T N
1
2. Akoje f(x) = 8", ondajef(—i) = -2, [T N
3. Akoje 10" = 10", ondaje m = n. T N
4. Akoje f(x) =4, 1adaje f(—x) = (—4)".
5. Funkcija f(x) = 27* prima pozitivne vrijednosti za svaki realni broj x. Ll
6. Funkcija f(x) = (v2)* nije definirana za negativne realne brojeve. T N
7. Akoje f(x) = (0.1, ondaje f(—1) < f(=2).
Iy 1y

8. (= - £<0.

(2) <(3) zasve x < T N
9. Grafovi funkcija f(x) = 10 i g(x) = (0.1)* simetri¢ni su prema osi

ordinata. [T N
10. Graf eksponencijalne funkcije f(x) = ¢*, a > 0, a # 1, presijeca 0s

x utotki (0,1).

Slika 22: Primjer pitalice iz udzbenika Elementa

Nakon sto nastavnik utvrdi postojanje miskoncepcija za odredenu nastavnu temu, potrebno
ih je ispraviti, medutim miskoncepcije su vrlo otporne na promjene. Razlog njihove otpor-
nosti i trajnosti je njihova razumljivost i jednostavnost.

Proces ispravljanja miskoncepcija naziva se konceptualna promjena, a sam proces nije ni-
malo jednostavan, niti brz. Stoga, nastavnici trebaju biti uporni i strpljivi kako bi u¢enici
uspjesno savladali miskoncepcije.
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Sazetak

U ovome radu bavili smo se funkcijama u nastavi matematike, pocevsi od analize funkcija u
kurikulumu, skolskim udzbenicima, do drzavne mature. Kako je pojam funkcije bio poznat
jos u 14. stoljeéu, dana je ukratko povijest tog pojma i definicije koje su se pojavljivale
kroz povijest. Opisane su osnovne ideje za pojam funkcije, a to su: ideja pridruzivanja,
kovarijacije i objekta. Navedeni su svi odgojno-obrazovni ishodi iz kurikuluma koji se odnose
na funkcije, te su analizirani skolski udzbenici Elementa i Skolske knjige od prvog do éetvrtog
razreda srednje skole. Svaki udzbenik ima svoje prednosti i nedostatke, a na nastavniku je da
odluci koji ¢e udzbenik koristiti kao svoje nastavno sredstvo. Drzavna matura iz matematike
pokriva zadatke iz svih podruéja, a u ovome radu navedeni su zadaci i rezultati ucenika
iz podru¢ja funkcija. Buduéi da je i motivacija vazan dio nastave, dani su primjeri kako
motivirati uc¢enike za pojedine teme. Kako bi nastavnici mogli lakSe prepoznati i ispraviti
pogresne zakljucke odnosno miskoncepcije ucenika, opisane su miskoncepcije uc¢enika vezano
uz funkcije te metode za utvrdivanje miskoncepcija.

Kljucne rijeci

Funkcija, svojstva funkcije, graf, kurikulum, udzbenik, drzavna matura, motivacija, miskon-
cepcije.
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Title: The concept of function in mathematics teaching

Abstract

In this paper, we dealt with the functions in mathematics teaching, starting with the analysis
of functions in the curriculum, school textbooks, and all the way to the matriculation exami-
nation. Since the concept of function was already known in the 14th century, a brief history
of this concept and definitions that appeared throughout history are given. The basic ideas
for the concept of function are described: the idea of association, covariation and object. All
the educational outcomes from the curriculum related to the functions are listed, and the
textbooks ”"Element” and ”Skolska knjiga” from the first to the fourth grade of high school
are analyzed. Each textbook has its advantages and disadvantages, and it is up to the te-
acher to decide which textbook to use as a teaching tool. The state matriculation exam in
mathematics covers tasks from all areas of mathematics, and this paper lists the tasks and
results of students from the field of functions. Since motivation is also an important part
of teaching, examples are given of how to motivate students for certain topics. In order for
teachers to more easily recognize and correct students wrong conclusions or misconceptions,
student misconceptions related to functions and methods of determining misconceptions are

described.
Key words

Function, properties of the function, graph, curriculum, textbook, state matriculation exam,
motivation, misconceptions.
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