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Sazetak

U ovome radu promatrat ¢emo plohe koje nastaju helikoidalnim gibanjem tzv. helikoitdalne
plohe. Helikoidalno gibanje sastoji se od istovremene translacije u smjeru nekog pravca i rota-
cije oko istog pravca. Osim u diferencijalnoj geometriji, helikoidalne plohe nalazimo posvuda
oko nas. Medicina, mehanika i brodogradnja samo su neka zanimanja koja se svakodnevno
susrecu sa helikoidalnim plohama te helikoidalnim gibanjem. Formule koje ¢emo navesti vrlo
vaznu ulogu imaju u svakodnevnim inzenjerskim projektima. Iskazat ¢emo bitne definicije
i teoreme helikoidalnih ploha te navesti odredene pomocne tvrdnje. Nadalje, navest ¢emo
parametrizaciju helikoidalne plohe generirane ravninskom krivuljom, pogledat ¢emo primjere
helikoidalnih ploha te se posebno osvrnuti na plosnate helikoidalne plohe.

Slike koje nemaju naveden izvor izradene su u programu Mathematica.

Kljuéne rijeci: Helikoidalna ploha, helikoidalno gibanje, cilindri¢na spirala.



Helicoidal surfaces

Summary

In this work we will observe surfaces which are the result of a screw motion, also called
generalized helicoids. Screw motion consists of simultaneous translation in the direction of a
certain line and rotation around the same line. Generalized helicoids can be found everywhere
around us. Medicine, mechanics and shipbuilding are just some of the fields that are on a
daily basis encountered by generalized helicoids and screw motion. The mentioned formulas
play a very important role in everyday engineering projects. Some important definitions and
theorems of generalized helicoids will be presented, as well as some auxiliary statements.
Furthermore, the parameterization of generalized helicoid genererated by a curve will be
specified, and some examples of generalized helicoids will be given with special emphasis on
flat generalized helicoids.
Images that do not have a source listed were created in Mathematica.

Keywords: Generalized helicoid, screw motion, helix.
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Uvod

Svrha ovog rada je prouciti helikoidalne plohe te navesti neke primjere takvih ploha. U
ovome radu promatrat ¢emo plohe koje nastaju helikoidalnim gibanjem tzv. helikoidalne
plohe. Helikoidalno gibanje sastoji se od istovremene translacije u smjeru nekog pravca i
rotacije oko istog pravca. Osim u diferencijalnoj geometriji, helikoidalne plohe nalazimo
posvuda oko nas. Medicina, mehanika i brodogradnja samo su neka zanimanja koja se sva-
kodnevno susrecu sa helikoidalnim plohama te helikoidalnim gibanjem.

Rad se sastoji od dva poglavlja. U prvom poglavlju definirat éemo osnovne pojmove
i iskazati teoreme vezane za plohe u R3 koji ée nam kasnije koristiti. U drugom poglav-
lju posebno ¢emo se osvrnuti na same helikoidalne plohe. Dat ¢emo njihovu definiciju,
parametrizirat ¢emo ih te na osnovu prijasnjih rezultata, navest ¢emo gotove formule za
fundamentalne veli¢ine prvog i drugog reda te Gaussovu i srednju zakrivljenost. Promotrit
¢emo vrste helikoidalnih ploha te ¢emo se posebno osvrnuti na plosnate helikoidalne plohe.
Na samom kraju ¢emo fotografijama pokazati postojanost helikoidalnih ploha u prirodi.



1 Osnovni pojmovi lokalne teorije ploha

U ovom poglavlju definirat ¢emo osnovne pojmove i iskazati teoreme vezane za lokalne

plohe. Definicije i teoremi su preuzeti iz [2].

1.1 Definicija plohe

Definicija 1. Podskup S C R? je ploha ako za svaku tocku p € S postoji otvorena okolina
V C R3 i preslikavanje x : U — V NS s otvorenog skupa U C R? koje je glatko preslikavanje
© homeomorfizam otvorenih skupova.

Preslikavanje x : U — V NS se naziva kartom i parametrizacijom plohe S. Za
plohu kaZemo da je regularna ako je diferencijal preslikavanja x injektivan.

Diferencijal preslikavanja x je injektivan ako i samo ako su vektori z, := % 1 By = %

linearno nezavisni, $to vrijedi ako i samo ako je x, x x, # 0. Vidjeti |2, str. 37].
Nadalje, za preslikavanje ¢ : I — S na plohi S kazemo da je glatko, ako je za kartu x : U —
S,c(I) C x(U), preslikavanje x o c : I — U glatko.

Definicija 2. Krivuljom na plohi nazivamo svako glatko preslikavanje ¢ : I — S, I C R.

1.2 Operator oblika plohe
Neka je S regularna ploha, x : U — R? karta plohe S i p € x(U).

Definicija 3. Tangencijalni vektor karte x u tocki p = x(ug, vg) je vektor v, € RI?; za koji
postoji krivulja ¢ : I — S, ¢(I) C x(U) takva da je

c(0)=p, c(0)=nuvp,.
Sa T,,S oznacavat ¢emo skup svih tangencijalnih vektora u p.
Definicija 4. Potprostor T,,S se naziva tangencijalna ravnina plohe S u tocki p.

Ukoliko u tocki plohe postoji jedinstvena tangencijalna ravnina, tocka plohe je regularna.
Tangencijalna ravnina u regularnoj tocki p € S sadrzi tangente svih krivulja koje leze na
plohi S'i prolaze tockom p. S druge strane, tocke plohe u kojima takve tangente ne formiraju
ravninu, tj. tangencijalni vektori nisu linearno nezavisni, zovu se singularne tocke.
Definicija 5. Standarni jedini¢ni vektor normale karte x je vektor

Xy X X,
n=-————,
X0 X X, ||

Pri cemu su Xy 1 X, vektori koji razapinju tangencijalnu ravninu T,S plohe S u tocki p.
Definicija 6. Preslikavange S, : T,S — T,R? definirano s
Sp(vp) = _Dvpn(p)

nazivamo operatorom oblika plohe S u tocki p ili Weingartenovo preslikavanje.



1.3 Gaussova i srednja zakrivljenost

Operator S, je simetri¢an pa postoji ortonormirana baza 7,5 u kojoj ¢e njegov matri¢ni

prikaz biti upravo dijagonalna matrica. Oznacit ¢emo tu bazu s {e;, es} te ¢e vrijediti
Sp(e1) = ki(p)er, Splez) = ka(p)ea,

P = {klép) k2(gp)} '

Definicija 7. Funkcija K : S — R definirana s
K(p) = detS,

naziva se Gaussova zakrivljenost plohe S u tocki p.

Definicija 8. Funkcija H : S — R definirana s

1
H(p) = 5 trSp;

pri cemu je tr oznaka za trag matrice operatora S,, naziva se srednja zakrivljenost plohe

S u tadki

Primijetimo da su ki (p), k2(p) svojstvene vrijednosti operatora S, te ih zovemo glavne za-
krivljenosti plohe S u tocki p, dok vektore ey, e5 zovemo glavnim vektorima.

Sada imamo

K(p) = u(p)ke(p), H(p) = 3 (ha(p) + k().
Definicija 9. Za plohu S kazZemo da je:
e plosnata ako je K(p) =0 za svaku tocku p plohe,
e minimalna ako je H(p) = 0 za svaku tocku p plohe,
e ploha konstantne zakrivljenosti ako je K(p) =m,m € R za svaku tocku p plohe.

Ravnina, cilindri¢na ploha i tangentna ploha primjeri su plosnatih ploha. S druge strane,
primjeri ploha konstantne zakrivljenosti su sfera i pseudosfera, dok su primjeri minimalnih
ploha upravo helikoid i katenoid.

1.4 Prva i druga fundamentalna forma plohe

Definicija 10. Prva fundamentalna forma plohe S u tockip € S je simetrican, bilinearan
funkcional I : T,S x T,,S — R definiran s

T, ) =, » 1, = W+ a0

Prvom fundamentalnom formom nazivamo @ pridruzenu kvadratnu formu I : T,S — R,

I(vp) = vp - vp



Djelovanje prve fundamentalne forme na tangencijalni vektor v, mozemo zapisati pomocu
karte plohe. Neka je x : U — x(U) C S karta i v, € T,,S. Prema definiciji tangencijalnog
vektora, postoji krivulja ¢ : I — S takva da je ¢(0) = p i ¢/(0) = v,. Neka je p = x(ug, ),
c(t) = x(u(t), v(t)) te vrijedi v, = /(0) = xy(uo, vo)u'(0) + Xy (ug, vo)v’(0). Dobivamo,

I(v,) = vp - v, = X2 (ug, vo) (' (0))* 4 24 (g, V) - Xy (g, vo)u’ (0)v' (0) + X2 (g, vo) (v'(0))*.

Definirat ¢emo funkcije E, F,G : U — R na nac¢in: £ =x2, F =x, -X,, G = x>
Upravo te funkcije E, F' i G nazivamo fundamentalnim veli¢inama prvog reda plohe S
u karti x : U — R3.

Definicija 11. Druga fundamentalna forma plohe S u tocki p € S je simetrican, biline-
aran funkcional I1 : T,S x T,S — R definiran s

I1(vp, wp) = Sp(vp) - wp.
Pridruzena kvadratna forma
IT:T,5 =R, IT(y,) = Sp(vy) - 1y
takoder se naziva drugom fundamentalnom formom.

Analogno kao za prvu fundamentalnu formu, za drugu fundamentalnu formu dobivamo slje-
deci zapis pomocu karte plohe
II(vp) = S(vp) - vp

= Sp(xu(uo, v0)) - Xu (o, v0) ('(0))?
+Sp (Xy (1o, v0)) * Xy (g, vo)u'(0)0'(0) 4+ x4y (uo, vo) + Sp(Xw(uo, vo))u'(0)v'(0)
+S, (% (0, Vo)) + Xy (w0, v9) (v'(0))2.

Definirat ¢emo funkcije L, M, N : U — R na nacin:
L= Sp(xu(uo, ’Uo)) 4 XU(Uo, Uo),

M = Sp(xu(u0,v0)) - Xu (10, v0) = Xu(tto, Vo) * Sp(Xu(u0, v0)),

N = Sp(XU(Uo,Uo)) . XU(U(), Ug).

Upravo te funkcije L, M i N nazivamo fundamentalnim veli¢inama drugog reda plohe
S u karti x.
Mozemo pisati
I1(v,) = Lu/'(0)% + 2M/(0)v'(0) + Nv'(0)?
ili
I1(v,) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv>.

Pomocu fundamentalnih veli¢ina prvog i drugog reda dolazimo do sljedeceg rezultata:



Propozicija 1. (Vidjeti [2, Propozicija 3.5.1] Neka je x : U — R3 karta za plohu S te neka
su B, F,G,L,M i N fundamentalne velicine prvog, odnosno drugog reda s obzirom na kartu

x. Tada su Gaussova i srednja zakrivljenost dane formulama
LN — M?
~ EG-F?’

_ EN—-2FM+GL
~ 2(EG - F?)

K

i



2 Helikoidalne plohe

U ovom poglavlju detaljnije ¢emo se baviti helikoidalnim plohama. Tocnije, promatrat
njihovu éemo parametrizaciju, navesti primjere takvih ploha, iskazati i dokazati formulu po
kojoj se racunaju zakrivljenosti helikoidalnih ploha te se ukratko osvrnuti na specijalnu klasu
helikoidalnih ploha - plosnate helikoidalne plohe. Sve definicije i teoremi u ovom poglavlju
preuzeti su iz [1].

2.1 Definicija helikoidalnih ploha

Najpoznatiji predstavnici helikoidalnih ploha su helikoidi i odredene rotacijske plohe kojima
se detaljnije bavio njemacki matemati¢ar Minding. *

Definicija 12. Neka je I ravnina u R3, | pravac iz ravine 11 te ¢ krivulja u I1. Pretpostavimo
da krivulja c rotira oko pravca | u ravnini R3 i istovremeno se translatira paralelno s pravcem
[ tako da je brzina translacije proporcionalna brzini rotacije (simultano gibanje). Tada se
na taj nacin dobweni skup tocaka M naziva helikoidalna ploha. Pravac | nazivamo os
rotacije, dok krivulju koja rotira oko | nazivamo generatrisa.

Definicija 13. Gibanje nastalo simultanom rotacijom i translacijom nazivamo helikoidalno

gibanje.

Slika 1: Helikoid

Definicija 14. Omgjer brzine translacije i brzine rotacije naziva se nagib helikoidalne plohe.

Ernest Ferdinand Adolf Minding (1806.-1885.) bio je njemacki profesor, kasnije dekan Sveucilista u
Tartu, Estonija. Bio je jedan od onih matemati¢ara koji su se o matematici poducavali sami, tj. bio je
samouk.



2.2 Parametrizacija helikoidalne plohe

Kako helikoidalne plohe nastaju odgovaraju¢im gibanjem krivulje u prostoru, opisujuci takvo
gibanje matematickim funkcijama, mozemo eksplicitno izreéi parametrizaciju helikoidalnih

ploha.

Definicija 15. Neka je c(t) = (p(t), ¢ (t)) ravninska krivulja. Helikoidalna ploha generirana

krivuljom ¢ nagiba n je dana parametrizacijom

M (u,v) = (¢(v) cosu, p(v) sinu, nu + 1 (v)). (1)

Kako su helikoidalne plohe odredene i rotacijom generatrise, slicno kao za rotacijske plohe,
mozemo definirati meridijane i paralele helikoidalne plohe. 1z tog razloga mozemo definirati

sljedece:

Definicija 16. Neka je ¢ krivulja u ravnini II C R? te neka je M|c,n] helikoidalna ploha
generirana rotacijom krivulje ¢ oko pravca | C 11 te simultanom translacijom duz pravca l
nagiba n. Meridijan helikoidalne plohe Mc,n| je presjek same helikoidalne plohe M|c,n]
s bilo kojom ravninom koja sadrzi pravac l. Paralela helikoidalne plohe M|c,n] je presjek

same helikoidalne plohe M|c,n] s bilo kojom ravninom koja je ortogonalna s pravcem l.

Za opcenitu definiciju meridijana i paralele vidi [1, str. 463|. Kako krug ima ulogu paralele
za rotacijske plohe, tako za helikoidalne plohe istu ulogu ima helikoidalna krivulja, to¢nije
cilindri¢na spirala. Dakle, kod helikoidalnih ploha v-parametarske krivulje su meridijani,
dok su w-parametarske krivulje upravo cilindri¢ne spirale. U odnosu na rotacijske plohe,
meridijani i paralele kod helikoidalnih ploha nisu medusobno okomiti.

Slika 2: Slika prikazuje redom paralelne cilindri¢ne spirale, samu helikoidalnu
plohu i meridijane helikoidalnih ploha. Slika je preuzeta iz [1].

2.3 Zakrivljenost helikoidalnih ploha

Helikoidalne plohe su regularne plohe, stoga im je moguée odrediti Gaussovu i srednju zakriv-
ljenost. Sljedeé¢a lema nam daje upravo formule kojima lako mozemo izrac¢unati Gaussovu i

srednju zakrivljenost, te fundamentalne veli¢ine prvog i drugog reda.



Lema 1. (Vidjeti [1, Lema 15.18])Neka je M C R3 helikoidalna ploha u karti X zadana pa-
rametrizacijom M (u,v) = (p(v) cosu, p(v) sinu, nu+1(v)). Tada su fundamentalne velicine
prvog reda

E=p*+n® F=ny, G=¢?+9"

Stoga, x je reqularna ako je
EG — F2 = g2(¢ + 0?) + n2p? £ 0.

Uzimajuéi D = v EG — F?, imamo

2,0,/ 12 1,0 NN
—¢%Y ng p(e"Y — 'P")
l; — ]»47 = ]\[ = "
Z:) ) li) b} ]:)
Nadalje,
7 _n2(pl4 + ¢3¢/(_¢,¢H + Q0,¢”)
= i ,
I — _2n2¢/2¢/ _ 802¢,<90/2 4 ,¢/2) o S0(n2 e 902)(¢190” _ gD/w//)
213 )

Dokaz: Helikoidalnu plohu parametrizirali smo s x(u, v) = (¢(v) cosu, p(v) sinu, nu+1(v)).

Iz propozicije 1 znamo da je

_LN-M?> _ EN-2FM+GL

= EG-F2’ = 2(EG-F?)

To uz oznaku D =/ EG — F? zapisujemo

LN — M? EN —-2FM +GL
— — 5 ‘]2[. = .
D? 208

K

Radi jednostavnijeg zapisa, oznacit ¢emo ¢ = p(v), ¥ = ¥ (v) te znamo da je
E =x2 = p?*sin®u+ p?cos®u + n? = ¢ + n?,

F=x%x, %X, = (—psinu,pcosu,n) - (¢ cosu, ¢ sinu, ') = ny)’,

G =x2 = ¢?sin*u+ p?cos®u+¢? = ? + ¢,

1 |~¥pcosu —psinu 0 — gy
L= Edet(xuu,xu,xv) =D —psinuy  pcosu n|= 5
Y cosu  ¢'sinu P
1 1 —psinu  @cosu 0 9
M = Edet(xuvyxuaxv) = = —QOSiIl’U/ pcosu n| = ng ,
¢ cosu  ¢'sinu @
/! VP /!
1 1 ¢'cosu Y sinu P P
N = Edet(xw,xu,xv) = = |—psinu pcosu n|= e = ©'Y")

@'cosu  ¢'sinu P

Uvrstavajuéi dobivene izraze za E, F,G, L, M i N u izraze za K i H, dobijamo

(—wa’)(w(@;’w’—w’w”)) _ n2902’4
_ D D
K= fo




B —n2g0’4 +¢3¢/(_¢1/¢/+¢/¢//)

D4
te ( l/w/_ /w//) 12 2 17
B (902 m n2)90 ® D‘P + (_inp/) nsg + (<,0’2 + 1/1’2) —90D¢
D2
_ —2n2¢/g0’2 _ ¢2¢/(90l2 i ¢/2) £ <802 i n2)g0(g0//¢/ _ 90/¢/I)
D3 '

2.4 Primjeri helikoidalnih ploha

U samoj definiciji helikoidalne plohe spominje se generatrisa kao krivulja koja generira plohu.
Znamo da krivulja moze biti raznih oblika. Od pravca, preko sinusoide pa sve do krivulja
drugog reda Sto je, na primjer, kruznica. Upravo na taj na¢in mozemo podijeliti helikoidalne
plohe. One koje su generirane pravcem kao generatrisom, nazivamo plosnate helikoidalne
plohe. Razlog tome jest Sto je njihova Gaussova zakrivljenost jednaka je upravo nuli. Pre-
ostale plohe, one koje nisu generirane pravcem, imaju svojstvo da je njihova Gaussova za-
krivljenost razli¢ita od nule. Na slikama 3 i 4 prikazani su primjeri helikoidalnih ploha ¢ija

generatrisa nije pravac.

Slika 3: Helikoidalna ploha nagiba ¢ generirana kruznicom radijusa b parametarske
jednadzbe x(u,v) = ( (a + bcosv) cosu, (a + bcosv) sinu, bsinv + %) ,a €R.

Slika 4: Helikoidalna ploha nagiba c¢ generirana dijelom parabole parametarske
jednadzbe x(u,v) = ((a + v) cosu, (a + v) sinu, cu + v?), a > 0.
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2.5 Plosnate helikoidalne plohe

U ovom dijelu posebno ¢emo se osvrnuti na plosnate helikoidalne plohe. To¢nije, to su plohe
u kojima je krivulja koja se rotira oko osi, tj. generatrisa, pravac. Sljedeé¢i teorem govori

nam nesto vise o "plosnatosti" plohe.

Teorem 1. (Vidjeti [1, Teorem 15.24]) Helikoidalna ploha zadana parametrizacijom (1) je

plosnata ako 1 samo ako je njena generatrisa parametrizirana kao c(t) = (t,p(t)), gdje je

n? n
+ o(t) =t\/a? — — + narcsin —.
p(t) =14/ 2 T -

Dokaz: Ploha je plosnata ako Gaussova zakrivljenost iscezava u svakoj njezinoj tocki, tj.
K = 0, sto povlaci (lema 1) da je helikoidalna ploha plosnata ako i samo ako generatrisa

c(t) = (p(t),¢(t)) zadovoljava diferencijalnu jednadzbu
903((P/¢,¢,/ _ ¢/2§0H) _ n2(p/2 — 1

Generatrisa moZe bit parametrizirana tako da je ¢(t) =t pa tada gornji izraz prelazi u

t3,¢/,¢// o n2 — [
Sredivanjem dobijemo
B,y 0P
EW ) = e

Integriranjem po t dobijemo

vt = +yfa - .

gdje je a > 0 integracijska konstanta te ponovnom integracijom dolazimo do kona¢nog izraza

za 1(t) koji je oblika
n? .n
Y(t) =t4/a® — = + naresin—.

Lad

w [

-2 -1 1 2 3

Slika 5: Generatrisa plosnate helikoidalne plohe. Slika je preuzeta iz [1].



LE

Na slici 5 mozemo vidjeti da je pravac udaljen od y-osi $to bi znacilo da je generatrisa
udaljena od osi rotacije. Upravo na taj nacin mozemo razmotriti tri slucaja:

e pravac je paralelan s osi gibanja - generirana ploha je kruzni cilindar,

e pravac sijeCe ortogonalno os gibanja - generirana ploha je helikoid,

e pravac je mimoilazan (i ortogonalan) s osi gibanja - generirana ploha je poopceni
helikoid.

{

Slika 8: Helikoid
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2.6 Helikoidalne plohe oko nas

U nastavku ¢emo prikazati primjere helikoidalnih ploha koji se nalaze svuda oko nas, a nismo

ni svjesni, sve od kruznih stepenica do dijelova djec¢jih igralista.

Slika 10: Kruzne stepenice zamisljamo kao heliko-
idalnu plohu ¢ija je generatrisa takoder duzina, no
os rotacije dira tu duzinu u jednoj krajnjoj tocki
te je isto tako okomita na os rotacije. Slika je pre-
uzeta iz [5].

Slika 9: DNA zamisljamo kao helikoidalnu plohu
Cija je generatrisa duZina koju raspolavlja os ro-
tacije te je okomita na nju. Slika je preuzeta iz

14].

Slika 12: Tobogan je tipi¢an primjer helikoidalne
plohe generirane dijelom parabole koja nema ni
jednu zajednicku tocku s osi rotacije. Slika je pre-
uzeta iz [7].

Slika 11: Propeler plovila zapravo je dio heliko-
idalne plohe generirane sa viSe generatrisa ¢iji je
nagib jednak te svaka od njih ima jednu zajed-
nicku tocku s osi rotacije. Slika je preuzeta iz [6].




13

Literatura

[1] A. GrAY, E. ABBENA, S. SALAMON, Modern Differential Geometry of Curves and
Surfaces with Mathematica, CRC Press, 2006.

[2] 7. MILIN Sipus, S. VIDAK, Uvod u diferencijalnu geometriju, skripta, Sveuciliste u
Zagrebu, Zagreb, 2016.

(3] Z. SEPAROVIC, Geometrijski oblici u arhitekturi, diplomski rad, Sveugiliste u Zagrebu,
Prirodoslovno-matematicki fakultet, Zagreb, 2015.

[4] URL:https://hr.m.wikipedia.org/wiki/Datoteka:DNA _simple. svg.

[5] URL:https://www.tavanskestepenice.rs/artikl /unutrasnje-kruzne-stepenice-venezia-crna-

konstrukcija-gazista-od-bukovine-sa-efektom-orahovine /.
|6] URL:https://adriaprop.hr/problemi-primjer,/.

[7] URL:Attp://www.lesena-igrala.si/izdelek/tobogani/tobogani-102/spiralni-tobogan-kss-
210-360-11285.



