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Polinomi u jednoj varijabli

Uvod

Tema ovog rada su polinomi u jednoj varijabli. Polinomi su prve funkcije s kojima se
ucenici susrecu tijekom svog obrazovanja i to u prvom razredu srednje skole uceci o linearnoj
funkciji koja je polinom prvog stupnja. Kasnije se znanje o polinomima siri putem kvadratne
funkcije koja je polinom drugog stupnja. Tek u ¢etvrtom razredu srednje Skole ucenicima se
definira pojam polinoma. To su funkcije koje imaju vaznu ulogu u matematici, ali i u njenoj
primjeni.

U prvom poglavlju definirat ¢emo polinome n-tog stupnja, objasniti postupak zbrajanja
1 mnozenja polinoma te kako to utjece na stupanj polinoma. Nakon toga ¢emo dokazati da
je skup svih polinoma s tako definiranim operacijama prsten. Dokazat ¢emo i teorem koji
govori kada je neki polinom jednak nul-polinomu kako bi mogli dokazati teorem koji govori
o tome kada su dva polinoma jednaka.

U sljede¢em poglavlju definirat ¢emo kada su polinomi djeljivi te iskazati i dokazati
Teorem o dijeljenju s ostatkom. Na primjeru éemo pokazati postupak dijeljenja polinoma.
Kako bi jednostavnije podijelili polinom linearnim polinomom (x — «), objasnit ¢emo taj
postupak koriste¢i Hornerov algoritam i pokazati ga na primjeru. Nakon toga, definirat ¢emo
najvecu zajednicku mjeru dvaju polinoma te dokazati da ona postoji i da je jedinstvena.
Postupak trazenja najvece zajednicke mjere opisat ¢emo Euklidovim algoritmom te takoder
pokazati na primjeru.

Jos jedan bitan pojam su nultocke polinoma pa ¢emo ih u tre¢em poglavlju definirati
i dokazati teoreme vezane uz njih i faktorizaciju polinoma. Potom ¢emo dokazati Vieteov
teorem koji nam je koristan kako u nekim slucajevima ne bi morali odredivati nultocke
polinoma. Koristenje Vieteovih formula pokazat ¢emo na primjeru.

U cetvrtom poglavlju definirat ¢emo algebarske jednadzbe jer svakoj od njih mozemo
pridruziti polinom, pa je njeno rjesenje nultocka pripadnog polinoma. Zatim é¢emo dati kratki
povijesni pregled proucavanja algebarskih jednadzbi. Za lakse trazenje rjesenja algebarskih
jednadzbi opisat ¢emo i prikazati postupke trazenja cjelobrojnih, racionalnih i kompleksnih
rjesenja.

Sljedece svojstvo polinoma, koje ¢emo objasniti u petom poglavlju, je reducibilnost i
ireducibilnost polinoma. Iskazat ¢emo i dokazati teoreme o ireducibilnosti nad R i C te
reducibilnosti nad Q.

U posljednjem, Sestom poglavlju, definirat ¢emo derivaciju polinoma i dokazati njena
svojstva. Na primjerima ¢emo pokazati trazenje derivacije polinoma i koristenje njenih
svojstava.
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1 Pojam polinoma

U ovom poglavlju definirat ¢emo polinome i iskazati i dokazati osnovna svojstva vezana
uz njih koja ¢e biti prikazana na primjerima. Definicije i tvrdnje iz ovog poglavlja mogu se
pronadi u [1] i [6].

Definicija 1.1. Funkciyju p: R — R danu s
p(z) = apnx™ + ap_12" -+ a1z + ag {110

gdje su ag,a,...,a, € R pri cemu je a, # 0 i n € N zovemo polinom n-tog stupnja
(nad R).
Zapis (1.1) zovemo kanonski zapis polinoma p, a polinom n-tog supnja mozZemo jos§

zapisati kao
n

Zaixi. {1.2)

1=0

Brojeve a;,i = 0,1,...,n zovemo koeficigenti polinoma.

Koeficijent ag zovemo slobodni ¢lan polinoma p, a koeficijent a,, vodeéi koeficijent
polinoma p.

Ako je p # 0 onda broj n zovemo stupanj polinoma i to zapisujemo kao st p = n.

Ako je a, =1 onda polinom p zovemo normiran polinom.

Ako je p(x) =0 za sve x € R onda polinom p zovemo nul-polinom i zapisujemo p = 0.
Stupanj nul-polinoma se ne definira.

Polinom oblika p(x) = a, gdje je a € R\ {0}, zovemo konstantni polinom ili kons-
tanta i zapisujemo p = a. Stupanj konstantnog polinoma je 0. Skup svih polinomap : R — R
oznacavamo sa R]z].

Ako imamo dva polinoma p i ¢ onda su oni funkcije definirane na istom skupu brojeva,
Sto znaci da operacije zbrajanja i mnozenja definiramo kao pripadne operacije na funkcijama
na sljedec¢i nacin:

p(z) + q(z)

p(x)q(x).

(p+q)(x) =
(pg)(x) =

Zapisemo li polinome p i q kao

n
p(x) = an2™ + angz" -t @ tag =Y aa,
=0

() = bpa™ + b1z 4 bz by = > bt
=0

mozemo pokazati da su p+ g i pq takoder polinomi. Uzmimo da je na primjer n > m. Tada
vrijedi:
P+g)(@) = ant" +ap 12" o A 8™ 4 (G + b )™
+-+ (a1 + b))+ ag + by

n

= Z a;r' + Z(ai + b))
i=0

i=m-+1
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(pg)(z) = (anz" + an 12"+ + 17 + o) (bnt™ + by 1™ + -+ + bz + by)
= @bz 2™ + (anbm_1 + Gn_1by)z"2™ 1 + - - + (a1by + agh1 )z + aghy
= anbmxn+m + (anbm—l ol an—lbm)mn+m_1 Tl S (albO + anl)x v aObO

n—+m
= Z( Z arb;)z’.
=0 ktj=i

Dakle, dva polinoma se zbrajaju tako da se zbroje ¢lanovi istog stupnja, a mnoze tako da se
svaki ¢lan jednog polinoma pomnozi sa svakim ¢lanom drugog polinoma i dobiveni umnosci
zbroje. Uocavamo da su zbroj i umnozak polinoma takoder polinomi.

Nadalje, uz pomo¢ osnovnih svojstava operacija zbrajanja i mnozenja polinoma dokazat
¢emo tvrdnje u nastavku.

Propozicija 1.1. (Vidjeti [1, Propozicija 7.3]) Funkcija st : Rlz] \ {0} — Ny zadovoljava
sljedeca svojstva:

1. st(pq) = stp + stq
2. st(p + q) < max{stp, stq}
3. st(poq) = stp - stq.

Dokaz. Prva jednakost je posljedica izraza za pq. Pretpostavimo da su a, i b,, vodeéi ko-
eficijenti polinoma p i q. Tada je vodeci ¢lan od pq jednak a,b,z" ™™, pa je potencija tog
polinoma jednaka zbroju stupnja polinoma p i polinoma q.

Druga nejednakost je posljedica izraza za p 4+ q. Neka je stupanj polinoma p jednak n, a
stupanj polinoma ¢ jednak m. Ovdje razlikujemo tri slucaja:

1. slucaj: n >m

Zbrajanjem polinoma dobijemo da je vodedi ¢lan zbroja p + ¢ jednak a,x™ pa je stupanj
zbroja jednak n.

2. slucaj: n <m

Zbrajanjem polinoma dobijemo da je vodeéi ¢lan zbroja p + q jednak b, 2™ pa je stupanj
polinoma jednak m.

3. slucaj: n=m

Zbrajanjem polinoma dobijemo da je vodeéi ¢lan zbroja p + ¢ jednak (a, + b,)z"™. Vidimo
da je stupanj zbroja jednak n ukoliko koeficijenti a,, i b, nisu suprotni brojevi. Ako su ko-
eficijenti a, i b, suprotni brojevi onda je stupanj zbroja manji od n.

Da bi dokazali tre¢u jednakost pogledajmo izraz za p o q:

n

(pog)(z) = (ai(z bﬂﬁj)i>

1=0
= ap(bpx™ 4+ -+ 4+ b)" + @i (™ + -+ b))+
_|_..._|_a1(bmxm_|_..._|_b0)_|_a0

Vidimo da je vodeéi ¢lan od p o ¢ jednak a,(b,,)"z™™ pa iz toga slijedi tvrdnja. O

Na sljede¢im primjerima pokazat ¢emo zbrajanje, mnozenje i odredivanje kompozicije
polinoma.
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Primjer 1.1. Odredite zbroj polinoma p(z) = 4z* + 5z — 3 i q(z) = z* + 22 + 6.

(p+q)(z) = plz)+qz)
= 42 + 52 -3+ z2*+22°+6
!+ 622 +52+3
Vidimo da je st p=2ist ¢ =4, ast (p+ ¢q) = 4. Dakle, zbrajanjem polinoma dobili smo

polinom ¢iji je stupanj jednak stupnju polinoma ¢ koji je veéeg stupnja.

Primjer 1.2. Odredite umnozak polinoma p(x) = 22? + 3x — 2 1 q(z) = 23 + 322 + 5.

(pg)(x) = plz)q(z)
= (2% 4+ 3z — 2)(z® 4+ 32° + 5)
= 2z%(z® 4+ 32 + 5) 4+ 3z(x® + 32% + 5) — 2(z® 4+ 32° + 5)
= 22° 4+ 62" + 102? + 32 + 92° + 115z — 22° — 62° — 10
= 22° +9z% + 723 + 422 + 152 — 10
Ovdje vidimo da je st p = 2 i st ¢ = 3 te da smo mnozenjem polinoma p i ¢ dobili polinom

¢iji je stupanj jednak zbroju stupnjeva polinoma koje mnozimo.

Primjer 1.3. Odredite kompoziciju polinoma p(x) = 5z* + v +4 i q(z) = x + 1.

(pog)(z) = plg(z))
= 5(z+1)2+(z+1)+4
= B(z*+2z+1)+x+1+4
= 5224+ 10c+5+z+5
= 5x? 411z 410

Kompozicijom danih polinoma dobili smo polinom ¢iji je stupanj jednak umnosku stupnjeva
polinoma p i gq.
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1.1 Prsten polinoma

Nakon sto smo definirali zbrajanje i mnozenje polinoma, iskazat ¢emo i dokazati propoziciju
koja govori da je skup polinoma s tako definiranim zbrajanjem i mnozenjem prsten.

Propozicija 1.2. (Vidjeti [5, Teorem 2.1.2]) (R[z],+,) je komutativni prsten s jedinicom
glz) =1

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da je skup svih polinoma p : R — R prsten polinoma u jednoj
varijabli z nad R.

Elemente skupa p zapisat ¢emo pomoc¢u nizova koeficijenata polinoma (ag, a1, as, . .. ) takvih
da je a; = 0 za sve osim za kona¢no mnogo ¢lanova niza.

1. Asocijativnost zbrajanja
Neka su p,q,r € Rlz| takvi da je p = (ap,a1,a9,...),q = (bo,b1,be,...) 1 7 =

(co,c1,C2y .- )-
p+(qg+T7) (ag, a1, as,...)+ ((bo,b1,ba,...) + (co,c1,Ca,...))
(ag,ay,as,...)+ (byg+ co, by + 1,00 + o, .. .)
= (ag+ (bg+ co),ar + (by +¢1),as + (by + ¢3),...)
(p+q)+r ((ag, a1, az,...)+ (bo,by,ba,...)) + (co,c1,Ca,...)
= (ag+bg,a1 +by,a0+by,...)+ (co,c1,Co,...)
= ((ag+bg) +co, (a1 +by) +c1, (ag + b)) + o, . ..)

Kako vrijedi asocijativnost elemenata iz prstena R, dobiveni izrazi su jednaki.

2. Neutralni element
40 € R[z] tako da je 0+p=p+ 0 =p.

((),(),0,...)—l—(ao,al,ag,...)

(ao,al,ag,...)+((),0,0,...) =

(

= (agp,a1,0az,-..)
(
(

Qp, A1,0Q9, ... )
Dakle, postoji neutralni element za zbrajanje.

3. Suprotni element
Vp € Rlz], 3 - p € R[z] tako da je p+ (—p) = (—p) +p =0

p+(—=p) = (ag,a1,as,...)+ (—ag,—ay, —as,...)
= (ag—i—(—ao),a1+(—a1),a2—|—(—a2),...)
(0,0,0,...)

4. Komutativnost zbrajanja
p+q=q+p, Vp,q€R[z]

p+q (a07a17a27"')+(b07bl7b2>"')
= (a0+b0,a1—|—b1,a2—|—b2,...)
q_'_p = (b07blab27"')_'_(a()aal?a?v"')

= (b0+a0abl+a17b2+a27"')

Kako vrijedi komutativnost elemenata iz prstena R, dobiveni izrazi su jednaki.

5
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5. Asocijativnost mnozenja

p(qr)z(pq)r, \V/p,q,T'GR[J)]
Neka je (p-q) -7 =e-r = f. Tada imamo:

n
€n = E ag bn—k
k=0
n

fn = Zeicn—i

1=0

= Z (Z akbi—k> B
i=0 \ k=0

n 1
= E E @pb;_1Cn s

1=0 k=0

Neka je p-(q-7) =p-g = h. Tada imamo:

gn = Zbkcn—k
k=0
hn = Zaign—i
1=0 .
— Zai (ch—i—k>
1=0

k=0

n n—i

= D) abicni

1=0 k=0

Pogledajmo je li f,, = hy,.

fn = Zzakbi—kcn—i

1=0 k=0

n n
= E E 078 TR Y
k=0 i—k

n n—k

= Z Z akbiCh—(h14)

k=0 i=0

Dakle, za k = ¢ vrijedi da je f, = hp.
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6. Distributivnost slijeva i zdesna

p-(g+r)=p-q+p:r,(p+q)-r=pr+q-7,Vp,gqr € Rz]
p-(g+71) = (ap,a1,az,...)  ((by,b1,bs,...)+ (co,c1,Ca,...))
= (ag,a1,az,...) (bo+co, by +c1,by +ca,...)
= (ag- (bg+co),ay - (bg+co) +ag-(by+c1),...)
= (ap-bo+ap-co,a1-bop+ai-co+ag-by+ap-ci,...)
p-q+p-r = (ag,a1,as,...) (bg,b1,ba,...)+ (ag,a1,aq,...) - (co,c1,¢0,...)
= (ag-bo,a; -bg+ag-by,...)+ (ag-co,a1-co+ap-cy,...)

= (ao'b0+a0'60,a1'b0+a0'b1+a1'Cg+a0'01,...)

Kako za elemente iz prstena R vrijedi komutativnost obzirom na operaciju +, dobiveni
izrazi su jednaki, odnosno vrijedi distributivnost slijeva.

(p+q)-r = ((ap,a1,a9,...)+ (bo,b1,ba,...)) - (co,c1,C2,...)

(ap + bo,a; + by as + by, ...) - (co,c1,¢0,...)

((ag + bg) - co, (a1 + b1) - g+ (ag + by) - c1, .. .)
(ag-co+bo-co,a1-co+by-co+ag-ci+by-cyy...)

(ag, a1, as,...) - (co,c1,¢C,...) + (bg, b1, ba,...) - (co,c1,C0,...)
(

ag - Co,@1-Co+ag-ci,...)+ (bo-cobi-co+by-ca,y...)

p.r+q.r =

= (ap-co+bo-co,a1-co+apg-cr+bi-co+by-c,...)
Ovdje takoder vrijedi da su dobiveni izrazi jednaki zbog komutativnosti elemenata iz
prstena R obzirom na operaciju +.

Nadalje, da bi R[z] bio komutativan prsten, za p,q € R|[x] treba vrijediti p-q¢ = ¢ - p.

p-q = (ag,a1,a9,...)" (b, b1,ba,...)
= (ag-bo,a;-bg+ag-by,...)
qg-p = (bg,b1,ba,...)" (ag,a1,as,...)
= (bo-ag,by-ag+by-ay,...)
Kako su elementi iz R komutativni obzirom na operacije + i -, dobiveni izrazi su jednaki pa
je R[z] komutativan prsten.

Da bi R[z] bio prsten s jedinicom mora postojati jedinstveni element e € Rz| takav da
vrijedie-a=a-e=a.

a-e=a < (ag,a1,as,...)- (eg,e1,€a,...) = (ag,as,as,...)

(ap - €g,a1-eg+ag-ep,a9-€9+ay-e+ag-eg,...)=(ag,a,a,...)
ag-eyg=ay N ai-ey+ay-eg=a N ags-eyg+ai-ep+ayg-ea=ay AN
eo=1 AN e =0 A e=0 A

= (1,0,0,...)
(60,61,62,...)'(ao,al,az,...):(ao,al,ag,...)
(eo-a0,61-a0+60-a1,62-a0+61-a1+€0-a2,...):(ao,al,ag,...)

€ Qg = Qo A 61-a0+€0-a1:a1 A 62-a0+61-a1+60-a2:a2 AN
60:1 N 61:0 VAN 6220 N
= (1,0,0,...)

I
(R
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Dakle, e = (1,0,0,...) je neutralni element u R[z].
Time smo pokazali da je (R[z],+, -) komutativni prsten s jedinicom e(x) = 1. O

Napomena 1.1. MozZe se wociti da prethodne definicije i tvrdnje imaju smusla i ako R
zamijenimo opcéenitim komutativnim prstenom s jedinicom P. Specijalno, imamo prsten
polinoma Z[z| nad cijelim brojevima Z, prsten polinoma Q[z] nad poljem racionalnih brojeva
Q ¢ prsten polinoma Clz| nad poljem kompleksnih brojeva C.

1.2 Jednakost polinoma

U ovom potpoglavlju definirat ¢emo kada su polinomi jednaki te iskazati i dokazati Teorem
o nul-polinomu kako bi mogli dokazati Teorem o jednakosti. Definicija i tvrdnje u nastavku
mogu se pronaéi u [1] i [6].

Definicija 1.2. Polinomi p,q € R[z] su jednaki ako su jednaki kao funkcije, odnosno ako
vrijedi p(x) = q(x),Vx € R.

Teorem 1.1. (O nul-polinomu) (Vidjeti [1, Teorem 7.6]) Polinom p(x) = Zaixi, gdje su
i=0

ag, ay, . ..,a, € R jednak je nul-polinomu ako i samo ako sua; =0,1=0,1,... n.

Dokaz.

< Ako su svi a; = 0 onda je ocito da je p(x) = 0,Vz € R.

= Pokazimo sada obrat tako sto ¢emo dokaz svesti na kontradikciju. Pretpostavimo da
je p(x) = 0, z € R i da nisu svi koeficijenti jednaki nula te da je a,, najmanji takav
koji je razli¢it od nule. Tada vrijedi ag = a1 =ay =+-- = a1 =01 a,, # 0. Uzmimo

dajep=n—miby = am,b1 = amt1,...,bp = @myp = a,. Sada polinom p mozemo
zapisati na sljede¢i nacin:

p(z) = boz™ + by - + b =0, z R (1.3)
Kada (1.3) podijelimo sa ™ (z # 0) dobivamo:
bp by 4~ - -+ bpu? =1 (1.4)

Sada ¢emo ocijeniti koeficijent |bg| i pokazati da je by manji od proizvoljnog pozitivnog
realnog broja. Definirajmo

M := max{|bo|, [Ba],. .., [B,]} > 0.
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Uzmimo za vrijednosti z € (0, 3). Tada vrijedi:

bo| = |—biz—-—bya?|
= |byxb- -+ bya?|
< balz A+ [bol2® 4 - - -+ [bp|2P
< Mz(l+z+---+2P7)
1 1 1
< M:U(l—l—i—l—?-i-"'"f‘ﬁ)
_ L
2P
= Mz {_1I
2
1
= 2Mz (1 — —>
9P
< 2Mz
Dakle, zakljuéujemo da za svaki z € (0, 5) vrijedi |by| < 2Mz. Odnosno % < z. Kako
je |bo] < M imamo % < 1 < 3. Slijedi da gornja nejednakost vrijedi za z = %.

Uvrstavanjem tog izraza dobivamo |by| < 3|bg| iz cega slijedi da je by = 0 Sto je u
kontradikeiji s pretpostavkom da je by = a,, # 0.

0

Napomena 1.2. Prethodni teorem vrijedi i na Z[z], Q[z] i C[z]. Razlika je u dokazivanju
za Z|x] jer ne postoje x € Z takvi da je x € (0, %) Tada imamo:

bo| = |brz + - -+ + bpa?| = || by + - - + bpaP Y], T EZ

€z
Dakle, za svaki x € Z vrijedi da je |by| djeljiv s |x| pa iz toga slijedi da je by = 0.

Teorem o jednakosti polinoma dokazat ¢emo koriste¢i Teorem o nul-polinomu.

n

Teorem 1.2. (O jednakosti polinoma) (Vidjeti [1, Teorem 7.8]) Polinomi p(x) = Zaixi i

i=0
q(x) = Zbl-wi za koje vrijedi m,n € Ny, ag,ay,...,0n,b0,b1,...,b; €R, a, #0,b,, # 0 su
=0
jednaki ako 1 samo ako vrijedi m =n 1 a; =b;, 1 =0,1,...n.

Dokaz.

< Akojem=mnia; =b;zasvei=0,1,...n, onda je ocito p(x) = q(z), Vz € R.

= Obratno, pretpostavimo da je je p = q. Tada je p—q nul polinom i vrijedi da je m = n,
o; =y masvei=0,1,...n.
Pretpostavimo suprotno, odnosno n # m i neka je bez smanjenja opéenitosti n > m.
Tada vrijedi:

(p—q)(x) :anx"+---+am+1xm+1—|—(am—bm)azm—|—---—|—(a0—bo) =0, zeR

Prema Teoremu o nul-polinomu dobivamo da je a, = a,—1 = -+ - = @yme1 = 0, a4y, = by,
m—1 = bm_1,..., a1 = by, ag = by, sto je u kontradikciji s pretpostavkom da je
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a, # 0. Dakle, dokazali smo da je m = n. Preostaje jos pokazati da su a; = b; za sve
t=20,1,...n. Imamo

(p_Q)(x):(an_bn)$n+"'+(a0—bo):0

iz cega po Teoremu o nul-polinomu slijedi da je a; = b; zasve 1 =0, 1,...n.

Primjer 1.4. Odredite p(x) € R, ako je p(z + 3) = z® + 4z* — 3.

Zbog teorema o jednakosti polinomima, slijedi da polinom p(z) mora biti stupnja 3. To
znaci da postoje a, b, c,d € R takvi da je

p(z) = az® + ba® + cx + d.
Dalje dobivamo sljedece:

p(z+3) = al@+3*+bx+3)+c(x+3)+d
a(z® +92° + 272 +27) + b(x® + 62+ 9) +c(z +3) +d
= az® + (9a+b)x® + (27a + 6b+ c)x +27a + 9 + 3c + d

Po teoremu o jednakosti polinoma izjednacavamo koeficijente pa slijedi:

a=1
9a+b=4 = b=-5
27Ta+6b+c=0 = c=3
27a+9%+3c+d=-3 = d=6

Dakle, trazeni polinom je p(z) = z* — 522 + 3z + 6.

10
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2 Djeljivost polinoma

Do sada smo u prstenu polinoma uveli zbrajanje i mnozenje, a sada ¢emo uvesti pojam
djeljivosti polinoma. Proucit ¢emo kada je jedan polinom djeljiv drugim i opisati postupak
dijeljenja dvaju polinoma te pripadna svojstva dobivenog ostatka. Sljedeca definicija i teorem
preuzeti su iz [1].

Definicija 2.1. Polinom p € R[z| je djeljiv polinomom q € R\ {0} ako postoji polinom
r € R[z] takav da je st r >0 i p = qr.

Teorem 2.1. (O dijeljenju s ostatkom) (Vidjeti [1, Teorem 7.11]) Neka su p,q € Rlz],
q # 0. Tada postoje jedinstveni polinomi k,l € R[zx] takvi da je p = gk +1, pri cemu jel =0
il 0 <stl <staq.

Dokaz. Da bi dokazali prethodni teorem, potrebno je dokazati egzistenciju i jedinstvenost
polinoma k£ i [ s trazenim svojstvima.
Dokazimo prvo egzistenciju. Razlikujemo dva slucaja:
1. slucaj st p < st g

U ovom slucaju jednakost p = gk + [ zadovoljavaju samo polinomi £ = 0 il = p pa je
oCito da vrijedi da je st [ < st gq.
2. slucaj stp > stq

Tvrdnju dokazimo indukcijom po st p.

Ako je st p = 0 onda slijedi da je i st ¢ = 0. Iz toga slijedi da su p i ¢ konstantni polinomi.

2

Dakle, jednakost p = ¢k + [ zadovoljavaju polinomi k = o F =il

Neka je st p=m i p(z) = @™ + apm_12™ 1 + -+ + a1 + ag, a, # 0. Tada definiramo

ko=
) : = pla)~ 3 a(a)
= (amz™ + -+ ao) —Z—m(bmxm+---+bo)
(Gmy — Z—:bm_l)xm‘l T s I iy — Z—:bo).

Slijedi da je st ] <m =st ¢ i p=qk + [. Time je dokazana baza indukcije.
Pretpostavimo da postoje polinomi [ i k takvi da je st | < st ¢ i da vrijedi p = gk + (.
Zapisimo polinome p i g na sljede¢i nacin:

(&) = ant™ + an_12" 4 - + 1T + ag, an £ 0

q(2) = bp™ + bp_1™ -+ 4+ bz + by, by £ 0

i neka je n > m.
Definirajmo polinom p:

p(z) = plx) — o "g(x)

bm
an n—m m
= (anm"—l—---—i—alx—i—ao)—b—:p (b ™ + -+ -« + bz + by)
= — & n—1 N _ a’_n n—m—1
= il b By ) + o+ (anom b by + O 15 + -+ ag).
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Iz ovoga slijedi da je st p < n — 1. Ako na polinom p primijenimo pretpostavku, postoje
polinomi ki [, st [ < st ¢, takvi da je

a(@) - F(2) + U(2) = plx) = pl(x) — 22" ().

Odavdje slijedi da je

Vidimo da polinomi

l(z) = I(z)
zadovoljavaju jednakost p(z) = q(x)k(x) + l(x) pri ¢emu je st [ < st g i time smo dokazali
egzistenciju.
Dokazimo i jedinstvenost.
Pretpostavimo da za dane polinome p i g postoje polinomi k, [, ky,l; takvi da za svaki
z € R vrijedi

p(z) = q(z)k(z) + ()
uz l=01ilistl <stqi
p(x) = q(x)ki(z) + li(z)

uz [y = 01ili st [; < st g. Oduzimanjem tih jednakosti slijedi

4(@) (k(z) — k(@) + (I(x) — Li(2)) = 0.

Vidimo da, ako je

to znaci da je i

pa iz toga slijedi jedinstvenost.
Analogno, ako je

slijedi da je

Pretpostavimo da je k(z) — ki(z) # 01 l(z) — l1(z) # 0. Tada po Propoziciji 1.1 imamo

stq < stq+st(k—k)
st q(k — k1)

st (1 —1)
max{st [,st [}
st q.

A IA
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Slijedi da je st ¢ < st ¢ Sto je kontradikcija, pa smo time dokazali da je

a iz toga slijedi da je

Dakle, slijedi jedinstvenost. O

Ako je | # 0 onda polinom k zovemo nepotpuni kvocijent polinoma p i ¢, a polinom [
ostatak pri dijeljenju polinoma p sa q.

Ako je | = 0 onda polinom k zovemo kvocijent polinoma p i q. Tada kazemo da je p
djeljiv sa ¢ i pisemo ¢ | p.

Napomena 2.1. Prethodni teorem vrijedi i za Q[z| i Clz]|, ali ne i za Z[x] jer ako su
P, q € Z[x] ne mora znaciti da ée i k,l biti v skupu Zx).

.1‘2022

Primjer 2.1. Koliki je ostatak pri dijeljenju polinoma p(x) = — 2x 4+ 5 polinomom

qg(z) =22 —-17?

Po prethodnom teoremu postoje jedinstveni polinomi k, [ takvi da je p = qk+[, st [ < st q.
Slijedi da je st [ < 2 pa je [ oblika [(z) = ax + b. Imamo

p@) = q@@k(z)+az+b
(22 — D)k(z) + ax + b

Uvrstavanjem z = 1 i z = —1 dobivamo

r=1 = a+b=4
r=-1 = —a+b=38

Iz toga slijedi da je a = —2 i b = 6, odnosno [(x) = —2z + 6.

Primjer 2.2. Podijelite polinom p(x) = 2° — 2z* — 423 + 2* +  — 3 polinomom q(z) =
% — 22 4+ 1.

Postupak dijeljenja polinoma provodi se sli¢no kao i dijeljenje cijelih brojeva. Razlikuje
se jedino u tome S$to u ovom postupku osim brojeva imamo i varijable.

—122 + 6

5_2 4_43 2 —3) = 2_2 1) = 3_5 -9 .
@ x P = <+ & ) (:U :E—i-) T T +1‘2—21‘—|—1

— %+ 22t — B
— b5z +1? +x
523 — 1022 + 5z

— 92> 4+62—3
922 — 18z + 9
— 12z +6

Vidimo da je kvocijent pri dijeljenju polinoma p sa ¢ jednak 2° — 5z — 9 dok je ostatak
—12% 1-6.
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2.1 Hornerov algoritam

Hornerov algoritam nam omogucava dijeljenje polinoma linearnim polinomom ¢(z) = z — a.
Takoder je koristan i za izracunavanje vrijednosti polinoma u nekoj tocki te se koristi i u
numerickoj matematici.
Neka je
p(z) = apz" + ap_12" '+ ax+ag, TER, a, #0

glz) =z —a.

Prema Teoremu o dijeljenju s ostatkom, postoji jedinstveni polinom k(z) = b, 2" 1 +
bn_ox" 2+ -+ byx+ by i konstanta l € R (jer jel =0ilistl =0 <stq).
Uvrstavanjem dobivamo

X 4+ Q12" izt ay = (2— )b+ by o™ 2 -+ by 4 by)
= bp12" + (bp—2 — Oébn—1)$n_1 + -+ (bo —aby)r +

Po Teoremu o jednakosti polinoma vrijedi

ap = bn—17
Qp—1 = bn—2 - Odbn—lv
p—2 = bn—S - a/bn—2;
ap = by — aby,
ag = [ — Oéb()7

te iz dobivenog racunamo koeficijente polinoma k£ i konstantu [,

bn—l = Qn,
bn—2 = Qp-1+ abn—b
bn—S = Qp-2+ abn—27
b = ai+ab,
[ = ag + Ojbo.

Na dobivenim formulama se temelji Hornerov algoritam. On se moze prikazati kao u
Tablici 2.1 tako da u prvi redak upisemo redom koeficijente polinoma p, a na prvo mjesto
drugog retka upisemo slobodni ¢lan polinoma ¢(z) = x — « sa suprotnim predznakom. Na
drugo mjesto upisujemo a,, a na sljede¢e o pomnozimo s a, = b,_; i dodamo a,,_;. Time
smo dobili b,_5. Zatim dobiveni b,_5 mnozimo s a i umnosku dodajemo a,_. Time smo
dobili b,,_3. Postupak nastavljamo sve dok ne dobijemo konstantu [ koju zapisujemo ispod
ay.

14



Polinomi u jednoj varijabli

‘ Qp, ‘ Qp—1 ‘ Ap—2 ‘ T ‘ 3] ‘ )
al| a, | G, +ab,_1| ap_a+ ab,_o a; + aby | ag + aby
v (. ~ (. R J/ w—/ w—/
bn,1 bnfg bn,3 bO l

Tablica 2.1: Hornerov algoritam
Vise o Hornerovom algoritmu moze se naéi u [8], a sljedeéi primjer prikazuje dijeljenje
polinoma pomoc¢u Hornerova algoritma.

Primjer 2.3. Hornerovim algoritmom podijelite polinom p(x) = bx* — 2% + 22 — 3z + 1
polinomom q(x) = x — 4 1 izracunajte p(4).

Dakle, imamo

pa iz tablice mozemo iscitati da vrijedi

p(z) = (z — 4)(52° + 182® + 73z + 289) + 1157.

Vidimo da iz dane jednakosti za x = 4 dobivamo p(4) = 1157. Iz toga zaklju¢ujemo da
Hornerov algoritam mozemo koristiti za ra¢unanje vrijednosti polinoma u tocki « jer vrijedi
da je p(a) = L.
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2.2 Najveca zajednicka mjera

U ovom potpoglavlju navest ¢emo definiciju i teorem o zajednickoj mjeri polinoma te algo-
ritam za njeno racunanje koji se mogu pronadi u [1] i [6]. Nakon toga, na primjerima ¢emo
pokazati nalazenje najveée zajednicke mjere polinoma.

Definicija 2.2. Najveéa zajedni¢ka mgjera polinoma p,q € R[z] \ {0} je normirani
polinom d € Rlz] \ {0} takav da su p i q djeljivi sa d. PiSemo d = M(p, q).

Teorem 2.2. (O najvecoj zajednjicko]j mjeri) (Vidjeti [1, Teorem 7.18]) Za sve polinome
p,q € R[z] \ {0} postoji jedinstvena najveca zajednicka mjera.

Dokaz. Dokazimo prvo egzistenciju koriste¢i Euklidov algoritam. On se sastoji od uzas-
topne primjene Teorema o dijeljenju s ostatkom.

Pretpostavimo da je st p > st q. Prema Teoremu o dijeljenju s ostatkom postoje jedins-
tveni polinomi k; i l; takvi da je

p=qki+ 11, st <stgq.

Sada taj teorem primijenimo na polinome ¢ i l; pa dobivamo da postoje jedinstveni polinomi
k’z 1 lg takvi da je
q = lle + lQ, st lg < st ll.

U sljedeéem koraku dobivamo da postoje k3 i I3 takvi da je
ll = lgkg + lg, st l3 < st lg.

Primjenjujuci dalje ovaj postupak dolazimo do niza ostataka [y, ls, [3, ... ¢iji stupnjevi strogo
padaju pa jednom dolazimo do ostatka [; # 0 tako da je u sljedeéem koraku,

lio1 = Likipq + liga,

ostatak [;1; = 0. Iz posljednje dobivene jednakosti vidimo da [; dijeli /;_1 pa iz toga dalje
slijedi da l; dijeli [;_5 i tako dalje. Zatim dolazimo do druge jednakosti gdje zaklju¢ujemo da
l; dijeli ¢ i do prve gdje [; dijeli p. Dakle, [; dijeli polinome p i q.

Neka je a,, # 0 vodeéi koeficijent polinoma [;. Tada normiranjem polinoma [; dobivamo
normirani polinom

i= ili
an

takav da d dijeli p i q.

Potrebno je jos dokazati da je d polinom najveceg stupnja koji dijeli p i ¢. Neka je
s € R|z] takav da dijeli polinome p i q. Iz prve jednakosti slijedi {; = p — ¢k; pa s dijeli
l;. 1z druge jednakosti slijedi lo = ¢ — l[1k2 pa s dijeli i ls. Analogno nastavljajuéi postupak
zakljucujemo da s dijeli i [;, odnosno d. Dakle, d je najveca zajednicka mjera polinoma p i
q.

Nakon egzistencije, dokazimo i jedinstvenost.
Neka je s € R[z] najveca zajednicka mjera. Tada vrijedi da je st s = st d. Veé¢ smo pokazali
da s dijeli d. Slijedi da postoji r € R[z] takav da je d = rs. Kako znamo da su d i s normirani
polinomi, po Teoremu o jednakosti polinoma vrijedi da je r = 1, tj. d = s. U

Definicija 2.3. Ako za p,q € R[z] vrijedi da je M(p,q) = 1 onda kaZemo da su polinomi p
1 q relativno prosti.
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Napomena 2.2. Dokaz prethodnog teorema daje nam spomenuti Euklidov algoritam koji se
sastoji od toga da, ukoliko je st p > st q, prvo podijelimo p sa q. Tada dobiwamo ostatak Iy
te q diyjelimo sa l; 1 dobivamo ostatak ly. Zatim [y dijelimo sa ly i dobivamo l3. Postupak
nastavljamo dok ne dodemo do prvog l; takvog da je l;11 = 0. Normirani l; je tada najveca
zajednicka mjera polinoma p i q.

Primjer 2.4. Neka su p,q € Rx] takvi da je p(x) = —2x* — 223 + 62> + 8z + 2 i q(z) =
—2x3 — 2% + 2x + 2. Odredite M(p, q).

Za pocetak je potrebno podijeliti polinome p i gq.

4a? + 62 + 2
(—22" —22° +62° + 82 +2) + (—22° — 22> + 20+ 2) =2 + 23x '52“2 2
2t 4 2z% — 2% — 2 —23 — 222 4 22 +

472 + 62 + 2

Vidimo da je ostatak pri dijeljenju l; = 4z* + 6z + 2. Sada je potrebno polinom ¢ podijeliti
polinomom [;:

3 3
_x+_
(—2m3—2m2+2m—|—2)+(4x2+6x+2): —%x—i—i—l—#
23 2 4$2+6$+2
° +3r° +«x
22 4+ 3z +2
o]
3 3
2T+ 3

Dobili smo ostatak [y = %x + % pa dijelimo [; sa [y:

( 42 +62+2)+ (Ba+2)=2z+14

—4x? — Az
2z + 2
— 2 —2

0

Vidimo da smo posljednjim dijeljenjem dobili da je ostatak jednak 0. Dakle, potrebno je
normirati polinom Iy da bi dobili najve¢u zajednicku mjeru. Dijeljenem [ sa % dobivamo da
je M(p,q) =2+ 1.

Primjer 2.5. Neka su p,q € R[z] takvi da je p(x) = 223 — 52° + 9z — 9 i q(z) = 2> —x + 3.
Odredite M(p, q).

Dijeljenjem polinoma p i ¢ dobivamo:

2x3—5m2+9x—9)+(x2—37+3):256—3
— P33 4 92 G

— 2 4+%2—9
322 —3x+9
0

Vidimo da polinom ¢ dijeli poliom p pa je M(p,q) = ¢ = z* — x + 3.
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3 Nultocke polinoma

Dosad smo proucavali polinome iz skupa R[z], ali ista svojstva vrijede i za polinome iz
Clz], pa ¢emo odsad promatrati polinome iz prstena Clz]. U ovom poglavlju navest ¢emo
definicije i teoreme vezane uz nultocke polinoma, algebarske jednadzbe i trazenje rjesenja
algebarskih jednadzbi.

Definicija 3.1. Nultoc¢ka polinoma [ € Clz| je kompleksan broj o € C za koji vrijedi
fla) = 0.

Napomena 3.1. Ako je o € R onda kaZemo da je o realna nultocka.
Iskazimo i dokazimo Bézoutov teorem za polinome.

Teorem 3.1. (Bézoutov teorem za polinome) (Vidjeti [1, Teorem 7.22]) « je nultocka poli-
noma p € Clx] ako i samo ako je p djeljiv polinomom q(z) = x — «.

Dokaz.

= Neka je a nultocka polinoma p, tj. f(a) = 0. Po Teoremu o dijeljenju s ostatkom
postoje k € R[z] i [ € C takvi da je

ple) = (¢ — a)k(x) + 1.

Uvrstavanjem x = « dobivamo p(a) = [, a kako znamo da je p(a) = 0 slijedi da je
[ = 0. Dakle, polinom g = z — « dijeli polinom p.

< Pretpostavimo da je polinom p djeljiv polinomom ¢ = x —a. To znaci da postoji k € C
takav da je p(z) = (z — a)k(x). Uvrstavanjem x = a dobivamo da je p(a) = 0 §to
znaci da je a nultocka od p.

0

Definicija 3.2. Ako je p € Cz] djeljiv polinomom (x — «)", ali nije djeljiv sa (x —a)™, za
neki o € C v r € N onda kazemo da je a r-struka nultocka od p ili nultocka kratnosts r.

Odredivanje kratnosti nultocke prikazat ¢emo sljede¢im primjerom.
Primjer 3.1. Odredite kratnost nultocke x = —3 polinoma p(z) = x*+ 723 + 1322 — 3z — 18.

Podijelimo p sa (x 4+ 3) koristeéi Hornerov algoritam:

[1]7]18]-3]-18 |
3[1[4[1]-6]0 |

Dakle, p(z) = (z + 3)(23 + 422 + = — 6) pa ponovno koristimo Hornerov algoritam:
-6 ‘
0 |

Iz toga slijedi da je p(z) = (z + 3)%(z? + =z — 2) = (z + 3)%k(x). Kako je k(—3) # 0 onda po

Bézoutovom teoremu slijedi da (z + 3) ne dijeli polinom k pa je x = 3 dvostruka nultocka
od p.

1
3l1]1]-2]
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3.1 Faktorizacija polinoma

Da bi iskazali i dokazali teorem o faktorizaciji polinoma nad C potreban nam je Osnovni
teorem algebre ¢iji dokaz se moze pronaéi u [9], a ostale tvrdnje koje ¢emo navoditi mogu se
pronadi u [1] i [6].

Teorem 3.2. (Osnovni teorem algebre) (Vidjeti [1, Teorem 7.25]) Neka je p € Clzx], st p >
1. Tada postoji o € C takav da je p(a) = 0.

Napomena 3.2. Prethodni teorem ne vrijedi na R[z| jer polinomi s realnim koeficijentima
ne moraju imati realnu nultocku. Na primjer, polinom p(x) = z* + 2 nema realnu nultocku.
Zato kazemo da je polje C algebarski zatvoreno, a Q,Z i R nisu algebarski zatvorena polja.

Teorem 3.3. (Vidjeti [1, Korolar 7.26]) Svaki polinom p € Clz] n-tog stupnja moze se na
jedinstven nacin prikazati kao produkt m polinoma prvog stupnja. Tocnije, ako je a € C
vodeci koeficijent polinoma p, onda postoje o; € C,i =1,2,...,n takvi da

p(z) =a(z —ar)(x —ag) - (x — ay).

Dokaz. Dokazimo prvo egzistenciju koriste¢i matematicku indukciju po stupnju polinoma p.
Baza: Za n = 1 imamo
ag
p(z) = a1x 4+ ag = a1 (x — —).
ay
Pretpostavka: Pretpostavimo da se za n € N polinom stupnja n moze prikazati kao produkt

n polinoma prvog stupnja, tj.
p(z)=a(zr —ar)(x —ag) - (x — ay).

Korak: Neka je p polinom stupnja n + 1. Tada po Osnovnom teoremu algebre postoji o,
takav da je p(any1) = 0. Dalje, po Bézoutovom teoremu slijedi da (z—ay,11) dijeli p, odnosno
postoji k € C|z] takav da je

p(z) = (z — ans1)k(z), x € C.

Vrijedi da je st £ = n pa iz pretpostavke indukcije slijedi da postoje o; € C,2 =1,2,...,n
takvi da je
k(z) =a(lz —oy)(z — ag) -+ (z — ap).

Uvrstavanjem u p(x) dobivamo

p(x) = ale — ar)(x — az) - (2 — an) (& — Qns1): (3.1)

Sada dokazimo i jedinstvenost.
Pretpostavimo da postoje B; € C,i =1,2,...,nib € C takvi da je

p(z) = a(z —n)(z — ag) -+ (z — ag) = b(z = fi)(z = B2) -~ (x = Bn).

Po Teoremu o jednakosti polinoma vrijedi a = b. Ako bi neka nultocka «; bila razli¢ita od
nultocke 3; onda bi lijeva strana jednakosti bila jednaka nuli, a desna razlic¢ita od nule. Iz
toga slijedi da je svaki «; jednak nekom f;.
Treba jos pokazati da se kratnosti nultocaka podudaraju.

Pretpostavimo suprotno. Neka je o; = f3;, ali ; je r-struka nultocka dok je §; t-struka
nultocka i vrijedi r > t. Tada vidimo da (z — «)" dijeli lijevu stranu jednakosti 3.1, a desnu
ne. Analogno i pretpostavka r < t vodi kontradikeciji. Dakle, kratnosti se podudaraju i
jedinstvenost je dokazana. O
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Teorem 3.4. (Vidjeti [6, Teorem 11]) Svaki polinom p € C[z] stupnja n > 1 ima toéno n
nultocaka, pri cemu svaku nultocku brojimo onoliko puta kolika je njezina kratnost.

Dokaz. 1z prethodnog torema slijedi da se svaki polinom p € C[z] moze zapisati u obliku
p(x) = an(r — )™ (x — ag)™ -~ (. — ay)", (3-2)

gdje su ai,as,...,o; medusobno razlicite nultocke od p, a r; kratnost nultocke «;, j =
1,2,...,t. Pri tome vrijedi
T +7Tog+ - +Tg=n.

Kada bi kratnost nultocke o; bila jednaka c;, tada bi vrijedilo r; < ¢;. U slucaju r; < ¢;
bismo imali

p(x) = (x — a;)% - p(z),
gdje p ne sadrzi faktor p;(x) = x—a;. Rastavljanjem polinoma p i uvrstavanjem u prethodnu
jednakost nec¢emo dobiti rastav 4.1 tako da mora biti r; = ¢;. O

Teorem 3.5. (Vidjeti [6, Teorem 12]) Ako su polinomi p i q stupnja koji nije veéi od n i
podudaraju se u barem n + 1 tocaka, onda je p = q.

Dokaz. Razlika polinoma p i ¢ ¢iji stupanj nije veéi od n je
s(z) = p(z) — q(z)
te njegov stupanj takoder nije veéi od n. Ako za x1,x9,...,x., ¢ > n vrijedi

p(z1) = q(71), p(22) = q(x2), ..., p(xc) = q(zc),

to znaci da su brojevi x;,7 = 1,2,..., ¢ nultocke polinoma s. Tada bi s imao vise od n
nutocaka. Dakle, h je konstantan polinom, a kako ima nultocku, on mora biti nul-polinom.
O
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3.2 Vieteove formule

U ovom potpoglavlju iskazat ¢emo i dokazati teorem o Vieteovim formulama koje nam daju
vezu izmedu nultocki i koeficijenata nekog polinoma. One nam ponekad mogu biti korisne
za racunanje s nultockama polinoma kao sto ¢e biti prikazano na primjerima u nastavku.

Teorem 3.6. (Viete) (Vidjeti [7, Teorem 3.3.1]) Neka je p(x) = Zaix”, a; € C, a, #0,

i=0
te neka su xq,xq, ..., x, njegove nultocke. Tada vrijede Vieteove formule:

n
o o Ap—1
m = T = — )
= an

i
n il Qp—2
§ : J a, )

1<i<j<n
o o Ap—3
Ny = TiTjTp = — e
1<i<j<k<n n

i=1 "
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti koriste¢i matematicku indukciju.
Baza: Za n = 1 imamo polinom prvog stupnja p(z) = a1z + ay. Neka je x; njegova
nultocka. Tada je x; = —Z—(l’. Iz toga slijedi da tvrdnja vrijedi za n = 1.
Pretpostavka: Pretpostavimo da Vieteove formule vrijede za polinom p € C[z] stupnja
n. Neka je p oblika

2

p(.T) = bnxn + bn—lxn_l it bn—2xn_ = wse bll' + b07

pri ¢emu su x1, Za, . .., T, njegove nultocke. Tada vrijedi
bn—l
771 = - bn )
bn—2
2 = b, )
_ _bn—S
773 bn Y
bn—k
= f—11*
T]k ( ) bn ?
bo
= Ry,
7 (=1

Korak: Dokazimo da Vieteove formule vrijede i za polinom p € C[z] ¢iji stupanj je jednak
n+ 1.
p(z) = CLnJrlﬂUnJrl + apz™ + - + a1z + ag,

pri ¢emu su zy, T, ..., Ty, Tyy1 nultocke polinoma p. Prema Osnovnom teoremu algebre
slijedi da polinom p ima barem jednu nultocku z,,, 1. Dalje, po Bézoutovom teoremu, polinom
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p je djeljiv s  — .1 pa postoje by, by, . .

nacin

., b, takvi da polinom p mozemo zapisati na sljedeci

p(l‘) = (Z‘ - xn—i—l)(bnxn + bn—lxn_l R bll' —+ bo)

Uvrstavanjem p(z) dobivamo

12" " + -+ a1+ ag = (T — Tpg1) (Bpz™ + bp_1z™

L4 bz + by).

Po Teoremu o jednakosti polinoma slijedi

an+17
= a,+ bnxn—i—la
- Ap—k+1 - bn—k—i—lxn—’rl)

Qo

xn—i—l

Iz tako dobivenih jednakosti i pretpostavke indukcije slijedi

B+ g ¢ oo B

T1To T+ Tn—kt1 " Tk

T1Tg - Tpy1

M + Tnt1
bn—l
by,

(07 Sk an+1xn+1

+ xn—!—l

+ mn—i—l
an+1
Gy,

an—i—l

...+xn_k+2...mnxn+1 =
Mk + Tng1Mk—1

(_1)k+1 . b £ (_1)13 . bn—k—i-l
bn

Tpt1
b, T

(_1)k+1 (an—k+1 + bn—k+1mn+1) + (—1)k$n+1bn_k+1
by

(_ 1)k+1 . An—k+1
an—l—l

nnmn—i-l

(1

(—1)"-

Dakle, Vieteove formule vrijede za polinom bilo kojeg stupnja. U

U sljede¢im primjerima pokazat ¢emo kada je mogucée koristiti Vieteove formule i kako

nam to olaksava rjeSavanje nekih zadataka.

Na taj nac¢in ne moramo racunati nultocke

polinoma, ali pomoc¢u njih znamo koliko iznose izrazi koji sadrze nultocke polinoma.

22



Polinomi u jednoj varijabli

Primjer 3.2. Neka su x1, x5 nultocke polinoma p(x) = 3z% + 4x + 1. Izracunajte v, + x5 1
x1 - 9 bez odredivanja nultocki polinoma.

Vidimo da se radi o polinomu stupnja 2 pa je as = 3,a7 = 4,a9 = 1. Tada, koristeéi
Vieteove formule imamo

+ @ 1
x €T = _—— = ——
1 2 % 3
ag 1
T1 X =— —1 2 - —_— = —
. . ( ) Qo 3

Primjer 3.3. Neka su xq, x5, 23 nultocke polinoma p(x) = bz + 22 — 3z + 2. Izracunajte
i + é -+ é bez odredivanja nultock: polinoma.

Raspisivanjem trazenog zbroja imamo

1 1 1 . ToX3 + 13 + T1X2

I T2 T3 T1T2T3

te vidimo da za racunanje brojnika trebamo koristiti formulu 7, za n = 3, a u nazivniku

formulu 73 iz Vieteovih formula. Pri tome vrijedi da je a3 = 5,a2 = 1,a; = —3, a9 = 2. Tada
imamo o .

11 1 smamtmn % F 3

I To T3 T1T2T3 (—1)3 ? ZJnl —% 2

Primjer 3.4. Neka su x1, x5 nultocke polinoma p(z) = 62%—2x+12. I[zracunajte x3xi+z3xd

bez odredivanja nultock: polinoma.

Raspisimo dani izraz kako bismo mogli koristiti Vieteove formule.
8.9, 5.8 5.5 _ 2
Ty + 21Ty = Tix5(T1 + T2) = (T122)* (21 + 22)

Vidimo da je as = 6,a; = —2, a9 = 12 pa vrijedi

Qg 12
Ti1 * X — _— — =

1° %2 o G
4 aq -2 1
T X = _—_ = —— = —
P as 6 3

Uvrstavanjem u trazeni izraz dobivamo
1

Q| =~

3.2 2.3 _ o2 —
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4 Algebarske jednadzbe

Da bismo mogli navoditi svojstva algebarskih jednadzbi za pocetak ¢emo navesti definiciju
algebarske jednadzbe koja je preuzeta iz [1].

Definicija 4.1. Jednadzbu oblika

—1

apx" + ap_12" "+ -+ ax +ag =0, (4.1)

gdje sun € N, ag,ay,...,a, € C, a, # 0, zovemo algebarska jednadzZba n-tog stupnja.
Ako je a, =1 onda za jednadzbu kaZemo da je normirana.
Broj xg zovemo korijen ili rjesenje jednadzbe 4.1 ako vrijeds

1
AnXy + Gn-12y  + -+ 4+ a1xo + ap = 0.

Jednadzbi 4.1 pridruzujemo polinom p(x) = Z a;x’.
i=0
Svako rjesenje jednadzbe je nultocka pripadnog polinoma.
Kazemo da je xy r-struki korijen od 4.1 ako je xy r-struka nultocka od p.

Kako smo Teoremom 3.4 dokazali da svaki polinom n-tog stupnja ima tocno n nultocki,
tako jednadzba 4.1 ima n rjesenja, pri ¢emu svako rjesenje brojimo onoliko puta kolika mu je
kratnost. No, vidimo da nam Teorem ne daje metodu za nalazenje rjesenja neke jednadzbe.

Proucavanjem algebarskih jednadzbi ovog tipa matematicari se bave jos od oko 2000. go-
dine prije Krista u egipatskoj i babilonskoj matematici. Jednadzbe prvog stupnja (linearne
jednadzbe) spominju se u najstarijim matematickim izvorima - Rhindovom i Moskovskom
papirusu. U njima se nalaze zadaci koji su uglavnom posveceni rjesavanju prakticnih pro-
blema koji se svode na rjesavanje linearnih jednadzbi. RjeSenje takvih jednadzbi je trivijalno,
tj. ako je a1z + ap = 0 onda je rjesenje dano sa zp = —¢2.

Za razliku od egipatske, babilonska matematika je blla naprednija jer su znali rjesavati
neke jednadzbe drugog stupnja (kvadratne jednadzbe) i treceg stupnja (kubne jednadzbe).
Svoje zapise zapisivali su na glinenim ploc¢icama te se tako na njima nasla tablica rjesenja
jednadzbi z*(z + 1) = a za razli¢ite a. Linearne i kvadratne jednadzbe proucavale su se i
u antickoj Grckoj, ali su problemu pristupali geometrijski koristeéi konstruktivne metode.
Nalazenje rjesenja kvadratnih jednadzbi nije trivijalno, ali prvu opéenitu metodu za njihovo
rjesavanje dao je indijski matematicar Brahmagupta u obliku formule izrazene rije¢ima.

Formule za rjeSenja jednadzbi treceg i ¢etvrtog stupnja poznate su od 16. stoljeca. Tada
je formulu za rjesenje opée jednadzbe treceg stupnja otkrio talijanski matematicar Gerolamo
Cardano, a formulu za rjesenje jednadzbe cetvrtog stupnja njegov uc¢enik Lodovico Ferrari.

Nakon tih saznanja nametalo se pitanje postoje li formule za nalazenje rjesenja jednadzbe
stupnja veceg od 4. Tek pocetkom 19.stoljec¢a, norveski matematicar Niels Henrik Abel do-
kazuje da za opéu jednadzbu petog stupnja ili vise ne postoji algebarsko rjesenje. Dakle,
rjesenje takvih jednadzbi ne mozemo pronadi koristeéi algebarske operacije (zbrajanje, odu-
zimanje, mnoZenje, dijeljenje) i potencije s racionalnim eksponentima.
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4.1 Cjelobrojna rjesenja algebarske jednadzbe

U ovom potpoglavlju spomenut ¢emo neka svojstva cjelobrojnih rjesenja algebarske jed-
nadzbe. Za pocetak je iskazan i dokazan teorem koji nam govori kako odrediti cjelobrojna
rjesenja, ako postoje, jednadzbe s cjelobrojnim koeficijentima.

Teorem 4.1. (Vidjeti [1, Propozicija 7.31]) Neka je dana jednadzba an,x™ +an 12" '+ -+
a1z + ag = 0, gdje su ag,aq,...,a, € Z, te a € Z \ {0} rjesenje jednadzbe. Tada o dijeli
slobodni élan ag.

Dokaz. Kako je a korijen algebarske jednadzbe, tada vrijedi
Tl - Gy @ L o @y g = D

Iz toga dobivamo

n—2

ag = —0(ana" ' 4+ ap_10" 2+ -+ asa + ap).

[zraz unutar zagrade nalazi se u skupu Z, pa iz toga slijedi da « dijeli ay. 0

Prethodni teorem nam olaksava trazenje rjesenja algebarskih jednadzbi pa pokazimo sada
na primjeru kako je moguce pomocu njega pronaci cjelobrojna rjesenja jednadzbe, ukoliko
postoje.

Primjer 4.1. Rijesite jednadzbu x* + x3 — 8x* — 2z + 12 = 0.

Po prethodnom teoremu, ukoliko algebarska jednadzba ima cjelobrojna rjesenja, ona su
djelitelji slobodnog c¢lana. Dakle, kandidati za cjelobrojna rjesenja su:

—1,1,—2,2,—8,3,—4 4, —6,6,—12, 12

Neka je p(z) = x* + 23 — 8% — 2z + 12 polinom pridruZen danoj algebarskoj jednadzbi.
Provjerimo redom dobivene kandidate:

p(—l) = 67 p<1) = 4a p(_2) = _8a p(2) = 07 p(—3) = 07 p(3) = 427 p(_4) = 847 p(4) = 1967

p(—6) = 816, p(6) = 1224, p(—12) = 17892, p(12) = 21300.

Vidimo da su a3 = 2 i ay = —3 cjelobrojne nultocke polinoma p. Po Bézoutovom teoremu
slijedi da polinomi (z — 2) i (z 4 3) dijele polinom p.
Podijelimo polinome koriste¢i Hornerov algoritam:

111(-8|-2]12
21113|1-2]-6|0
-3(1170(-2]0

Dakle, p(x) = (x — 2)(z + 3) (2* — 2), pa su preostala rjesenja jednadzbe nultocke polinoma
(z)
q(z

q, tj. a3:\/§ia4:—\/§.

U Primjeru 4.1 vidimo da je slobodni ¢lan imao mnogo djelitelja, pa smo za mnogo
brojeva ispitivali jesu li oni rjesenja jednadzbe. Koristenjem sljedeteg teorema mozemo
skratiti taj postupak.
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Teorem 4.2. (Vidjeti [6, Teorem 14]) Neka je dana jednadzba a,z" +a, 12" ' +---+a;x+
ag =0, gdje su ag,ay,...,a, € Z, te « € Z\ {0} rjeSenje jednadzbe. Tada je za svaki k € Z
broj a — k djelitelj od p(k) gdje je p polinom pridruzen danoj algebarskoj jednadzbi.

Dokaz. « je rjesenje algebarske jednadzbe pa vrijedi
pla) = a,a” + ap_10™ P+ -+ aja+ag = 0.

Nadalje,
(k) = a k™ + ap 1 k" + - + a1k + ag.

Oduzimanjem ovih dviju jednakosti dobivamo:
—p(k) = an(0" — k") + an_1 (@™ —E" ) + -+ ai(a— k).
Vidimo da je svaki od binoma s desne strane jednakosti djeljiv s a — k, pa zakljuc¢ujemo da
je 1 lijeva strana jednakosti djeljiva s o — k. Dakle, p(k) je djeljiv s o — k. O
Rijesimo sada sljedeéi primjer koristec¢i prethodni teorem.
Primjer 4.2. Rijesite jednadzbu x3 — 8x2 + 25z — 26 = 0.

Kako je cjelobrojni koeficijent ag = —26, to znaci da su kandidati za cjelobrojna rjesenja

brojevi
a € {1,-1,2,—2,6,—6, 13, —13, 26, —26}.

Neka je p(z) = x® — 8x% + 25x — 26 polinom pridruzen danoj algebarskoj jednadzbi.
Uzmimo da je k = 1, tada je p(k) = p(1) = —8. Vidimo da broj 1 nije nultocka ovog
polinoma.

Tada je

(@—k) = (a—1) € {0,-2,1,-3,5,—7,12, —14, 25, —27}.
Kako je p(1) = —8, on nije djeljiv s 0, -3, 5, 7, 12, -14, 25 i -27, po prethodnom teoremu, «
nije jedan od brojeva 1, -2, 6, -6, 16, -13, 26 i -26.

Tada nam kao kandidati za cjelobrojne nultocke ostaju samo brojevi -1 i 2. Kako je

p(—1) = =60, a p(2) = 0, to znaci da je a; = 2 jedina cjelobrojna nultocka i vrijedi

p(z) = (z — 2)(z® — 6z 4 3).

Ostale nultocke su g =3 — 211 a3 = 3 + 21.
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4.2 Racionalna rjesenja algebarske jednadzbe

Nakon sto smo pokazali kako je moguce pronaci cjelobrojna rjesenja algebarske jednadzbe,
pokazat ¢emo kako se odreduju racionalna rjesenja algebarske jednadzbe s cjelobrojnim ko-
eficijentima. O tome nam govori sljede¢i teorem.

Teorem 4.3. (Vidjeti [1, Teorem 7.34]) Neka je dana jednadzba a,x™ + a, 1z ' + -+ +
ayx+ayg =0, gdje suag,ay,...,a, € Z, tea, #0. Ako je a = %, fe€Z, geN, M(f,g) =1,
rieSenje dane jednadzbe, onda f dijeli slobodni clan agy, a g dijeli vodeéi koeficijent a,.

Dokaz. Kako znamo da je a = g rjesenje jednadzbe, onda vrijedi

n n—1
an <i) + a, 1 <i> —|—---—|—a1i—|—a0:0.
g g g

Sada dobivenu jednakost mnozimo sa ¢" i dobivamo:
anf" + @1 f" g+ -+ a1 fg" T + agg™ = 0. (4.2)
Iz 4.2 slijedi
n __ n—1 n—2 n—2 n—1
aog" = —flanf"" +an1f" g+t axfg" +arg" ),

pa vidimo da f dijeli agg". Kako po pretpostavci teorema znamo da je najveca zajednicka
mjera brojeva f i g jednaka 1, znaci da f moze dijeliti samo ay. Takoder, iz 4.2 slijedi

anf" = —g(aog" " +arg" A f 4+ nag [T F [T,
Dakle, g dijeli a, f™ te analogno zaklju¢ujemo da onda mora vrijediti da g dijeli a,. O
Rijesimo sljedeéi primjer koristeéi prethodni teorem.
Primjer 4.3. Rijesite jednadzbu 3z — 8z — 3 = 0.
Po prethodnom teoremu imamo:
fef{1,-1,3,-3}, ge{1,3}.

Ako dana jednadzba ima racionalno rjesenje onda vrijedi

fE 1,—1,3 31 :
g 2 g 7373'

Neka je p(z) = 32? — 8z — 3 polinom pridruZen danoj algebarskoj jednadzbi. Tada imamo

1 16 |
P = =8, p(-1) =8, 53) = 0. p(=3) = 8. » (3 ) = =5 (5 ) =0
Dakle, oy =31 = —% su rjesenja dane jednadzbe.
Ako slobodni ¢lan i vodeéi koeficijent imaju mnogo djelitelja onda postupak trazenja
rjeSenja na ovaj nacin moze biti kompliciran. Primjenom sljedeteg teorema mozemo skratiti

taj postupak sto ¢e biti prikazano u primjeru nakon.
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Teorem 4.4. (Vidjeti [6, Teorem 16]) Ako je a = 5, f€Z,geN, M(f, g) =1, racionalno
riesenje jednadzbe a,x"™ + ap_12" 4 -+ a1z 4+ ag = 0, gdje su ag,ay,...,a, € Z, onda je
za svaki broj k broj f — gk djelitelj od p(k) gdje je p polinom pridruzen polaznoj algebarskoj
jednadzbi.

Primjer 4.4. Rijesite jednadzbu 25x* + 152 + 1622 — 9z + 1 = 0.
Po prethodnom teoremu imamo:
f = {17 _1}7 g€ {175725}

Ako dana jednadzba ima racionalno rjesenje onda vrijedi

f i 1 0 1

= &5 17_17_a_—7—a_— .

g 5° 5°25" 25
Neka je p(x) = 25z* + 1523 + 1622 — 92 + 1 polinom pridruzen danoj algebarskoj jednadzbi.
Uzmimo da je k = —1. Vrijedi p(—1) = 36 te tada imamo

f—gk=f+ge{2,0,6,—4,26, 24)}.

Vidimo da 0,26 i 24 nisu djelitelji od 36 pa iz toga slijedi
1 1
g 5 5

f—gk:f—QE{O,—4,—6}

iz ¢ega vidimo da jedino 0 nije djelitelj od 48 pa su nam jedini kandidati za racionalne

nultocke
(1 1
€, —=¢.
g 5 b5

Uzmimo sada da je k = 1.
p(1) = 48 te imamo

Uvrstavanjem u p(z) dobivamo

te je a; = % jedina racionalna nultocka.
Dijeljenjem f sa (z — 1) dobivamo

1
p(z) = <x — g) (252° + 2022 + 20z — 5).

Tada analogni postupak ponavljamo za jednadzbu 25x3 + 2022 + 20z — 5 = 0 te dobivamo
njena rjesenja:

1 —1+1i/3 -1-1iv3

-, 03 = —(——, Qg = ————.
5 2 2

Dakle, o = % je dvostruko racionalno rjesenje ove jednadzbe.

Qg = 4
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4.3 Kompleksna rjesenja algebarske jednadzbe

Kompleksni brojevi su oblika o + 37, gdje su a i B realni brojevi, a ¢ je imaginarna jedinica.
Mi ¢emo u ovom potpoglavlju iskazati kako se pronalaze kompleksna rjesenja algebarske
jednadzbe za koje su ac i 8 cijeli brojevi u navedenom obliku. Za pocetak é¢emo iskazati i
dokazati lemu koja ¢e nam kasnije biti potrebna.

Lema 4.1. (Vidjeti [1, Lema 7.87]) Neka sua; € R, i =0,1,...,n te neka je xg = a+pi € C
rjeSenje jednadibe a,x™ + ap_ 12"t + - +ayx + a9 = 0. Tada je i Tg = a — Bi takoder
rieSenje pripadne jednadzbe.

Dokaz. U ovom dokazu koristit ¢emo sljede¢a pravila za konjugiranje:

21tz = Z1+ 7y
2y = Z1 22
mn = n

gdjesu z1,20 € Cin € R.
Neka je zy kompleksno rjesenje jednadzbe, a p polinom pridruzen danoj jednadzbi. Tada
vrijedi p(zg) = 0. Izracunajmo p(Ty),

p(Tg) = auTo" + @ 1To" -+ a1To +ag

_ — o
= @uPf + 81X v aTg -+ ag

—— . — _
= @uZP + @12y + -+ 1% + G
= GuZ®t Op 2% L4 o Fayx -+ ay

p(z0)

Dakle, xy je takoder rjesenje jednadzbe. O

Pogledajmo sada sljedeéi teorem koji nam govori o svojstvu kompleksnih rjesenja alge-
barske jednadzbe.

Teorem 4.5. (Vidjeti [1, Teorem 7.38]) Neka sua; € R, i =0,1,...,n te neka je xy = a+pi
riesenje jednadibe anx™ + ap_ 12"t + - +ayx +ag = 0, pri demu su o, 3 € Z. Tada je
a? + 3?% djelitelj slobodnog ¢lana ay.

Dokaz. Neka je p polinom pridruzen danoj jednadzbi. Po prethodnoj lemi znamo da, ako je
pla+ pi) =0, onda je i p(a — Bi) = 0. Dalje, po Bézoutovom teoremu slijedi da je p djeljiv
s (x— (a+ fi)) i (x — (a — Bi)), odnosno s polinomom

gz) = (z—(a+pi))(z—(a—pi)) (4.3)
= 22 —2ax+ o’ + B2

Iz toga slijedi da je p(z) oblika

ple) — alE)kie) (44)
= (2% — 20 + & + B%) (bp_oz™ % + - - - + by).

Po Teoremu o jednakosti polinoma vidimo da za slobodni ¢lan ag vrijedi
Qg = (Oé2 + 62)[)0’

te iz toga slijedi tvrdnja. O
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Napomena 4.1. Pogledajmo izraz 4.4 @ primijetimo da ga mozZemo zapisati i na sljedeci
nacin:

g(z) = ((z—a)+pBi)((z—a)— pi)
= (z—a)*—(Bi)
= (z—a)*+p%

Dakle, specijalno za x =k u 4.4 vidimo da (k — «)? + 32 dijeli p(k) $to nam moZe olaksati
potragu za cjelobrojnim kompleksnim nultockama.

Primjer 4.5. Rijesite jednadzbu x* — 423 4 112 — 142 + 10 = 0.
Broj 10 je slobodni ¢lan ove jednadzbe, pa iz toga slijedi da je
(® + 6% € {1,2,5,10}.
Prikazivajuci te brojeve u obliku zbroja kvadrata dobivamo:

— 024+12=1240?2
— 12+12
_ 22+12:12+22
i = P+1P=01213%

Dakle, kandidati za kompleksna rjesenja ove jednadzbe su
(a+Bi) € {1,446, 144, 144,244, 2441452, —1+£2 344 —3+£4,143i, —1 & 34).
Uzmimo k = 1. p(1) =4, pa je

(k—a)?+ 5% €{0,2,4,5,8,9,10,13,17}.
Kako 0,5,10,8,9,13 i 17 nisu djelitelji broja 4, preostaje nam da je

(a+ Bi) € {—1,4i,144,2+4,1+2i}.
Uzmimo da je sada k = 2. p(2) = 10, pa je
((k—a)?+p%) €{1,2,5,9}.
Kako 9 ne dijeli broj 10, slijedi
(a+ Bi) € {&i,1 44,2 4,1+ 2i}.

Sada imamo manje kandidata pa uvrStavanjem u danu jednadzbu dobivamo da su njena
rjesenja r19 = 14171234 = 1% 24.
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5 Reducibilni i ireducibilni polinomi

U ovom poglavlju definirat ¢emo reducibilnost i ireducibilnost polinoma te iskazati i
dokazati teoreme koji govore o ireducibilnosti nad R i C koji se mogu pronaéi u [1] te o
reducibilnosti nad Q koji se mogu pronaci u [6].

Definicija 5.1. Neka je P neko od polja R,Q ili C. Polinom p € P[x] je reducibilan nad
P ako postoje polinomi f,g € Plx], st f > 1, st g > 1, takvi da je p = fg. Ako p nije
reducibilan onda kazemo da je ireducibilan.

Napomena 5.1. Uoc¢avamo da reducibilnost polinoma ovisi o polju P. Na primjer, pogle-
dajmo polinom p = z*> +4 = (x — 2i)(z +21). O¢ito je da je reducibilan nad C, a ireducibilan
nad R. Razlog tomu je sto p nema realnu nultocku pa se po Bézoutovom teoremu p ne moze
podijeliti nijednim polinomom stupnja 1.

Teorem 5.1. (Vidjeti [1, Teorem 7.42]) Neka je p € Clz] ireducibilan. Tada je st p < 1.

Dokaz. Neka je p € Cx]. Pretpostavimo suprotno, odnosno da je st p > 2.

Po Osnovnom teoremu algebre postoji zq € C koji je nultocka polinoma p, tj. p(zg) = 0.
Dalje, po Bézoutovom teoremu slijedi da (x — z) dijeli polinom p. Dakle, postoji k € C[z],
st £ > 1 takav da je

p(e) = (& — 20)k(z).

Time smo dosli do kontradikcije s ireducibilnos¢u od p, pa je time dokazana tvrdnja. O

Napomena 5.2. Kvadratna jednadzba nad R je oblika
asx® + a1z + ag = 0
gdje su as,a1ay € R 1 ay # 0. Tada vrijedi

aq Qg
0 = 22+ —z+—
a2 a2

1z toga slijedi

Dakle, rjesenja jednadzbe su

Iz ovoga zakljucujemo da je polinom p = asx® + ayx + ag ireducibilan nad R ako i samo ako
je a} — 4asagy < 0.

Teorem 5.2. (Vidjeti [1, Teorem 7.43]) Ako je p € R[z] ireducibilan, onda je st p < 2. Svi
normirani ireducibilni polinomi su oblika 1,x —a za a € R i 2°> + a12 4+ ag za ay,ag € R takvi
da je a? < 4ay.
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Dokaz. 1z prethodnog teorema i napomene je ocito da su navedeni polinomi ireducibilni.
Potrebno je jos dokazati da su svi ireducibilni polinomi iz R[z] tog oblika.

Neka je p € R[z]. Pretpostavimo da je st p > 3. Vidimo da je p € C[z], pa po Osnovnom
teoremu algebre postoji o € C koji je nultocka polinoma p, tj. p(zo) = 0. Tada postoje
dvije mogucénosti.

a) rg € R

Tada po Bézoutovom teoremu slijedi da (x — zg) dijeli polinom p. On je tada oblika

p(z) = (z — zo)k(x),
gdje je k € R[z] i st k > 2. Iz toga slijedi da je p reducibilan.

b) Tg € C \ R
xg = a+ P, pri ¢emu su o, 8 € R, 3 # 0. Prema Lemi 4.1 je i Ty = o — 3¢ nultocka
polinoma p. Dakle, polinom p mozemo faktorizirati na sljede¢i nacin

p(x) = (¢ —x)(z —To)k(z)
£x2 — 20z +a? + ﬁQZk(x),

E]l%r[:t]

pa je p reducibilan.
]

Teorem 5.3. (Vidjeti [6, Teorem 19]) Ako je p € Q|z], st p = 2, onda je p reducibilan ako
1 samo ako tma barem jednu racionalnu nultocku.

Dokaz. Neka je p(z) = asx® + ayx + ag, a; # 0 i x; racionalna nultocka polinoma p. Iz
Vieteovih formula slijedi da je tada i druga nultocka, zo, racionalna. Dakle, p mozemo
faktorizirati na sljedeéi nacin:

p(x) = ax(x — 1) (T — 13),

pa zakljucujemo da je p reducibilan.
Obrnuto, neka je p € Q[z] reducibilan. Tada je oblika

p(z) = (az + b)(cx 4 d),
gdje su a,c # 0, a,b,c,d € Q. Dakle, z; = —g iy = —g su racionalne nultocke polinoma
p- O

Teorem 5.4. (Vidjeti [6, Teorem 20]) Polinom p € Q|x], st p = 3, reducibilan je ako i samo
ako ima barem jednu racionalnu nultocku.

Dokaz. Neka je p € Q[z] takav da je st p = 3. Ako p ima racionalnu nultocku xy = %, gdje
je f € Z, g € N, onda p mozemo rastaviti u obliku

plz) = (a: - g) k(z).

Iz Euklidovog algortima slijedi da je k € Q[z]. Dakle, p je reducibilan.
Obrnuto, neka je p € Q[z] reducibilan. Tada je oblika

p(z) = (az + b)(caz® + dzx + e),

gdjesua,c#0, a,b,c,d,e € Q. Vidimo da je zy = —g racionalna nultocka polinoma p. [
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Primjer 5.1. Ispitajte je li polinom p(z) = 1023 — 192% + 622 — 8 reducibilan nad Q.

Prema prethodnom teoremu, dovoljno je provjeriti ima li polinom p racionalnu nultocku.
Koristeci opisani postupak trazenja racionalnih rjesenja algebarske jednadzbe dobivamo da
je x; = % racionalna nultocka polinoma p. Dakle, p mozemo rastaviti na sljede¢i nacin

p(z) = (bz — 2)(22* — 3z + 4).

Iz toga slijedi da je p reducibilan nad Q.
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6 Derivacija polinoma

Polinom je funkcija, a derivacije funkcija opéenito se definiraju analiticki, koriste¢i limes.
No, derivacije polinoma mogu se definirati algebarski kao sto ¢e biti prikazano u nastavku.

Definicija 6.1. Neka je p(x) = ap2" + ap12" 1 4+ -+ + ag2? + a1z + ag, a; € R, i =
0,1,2,...,n polinom. Derivacija polinoma p je polinom p' definiran kao

F e 4 Da - 1.

p(z) = napz™ ' + (n — 1ap_12™
P’ nazivamo jos i prva derivacija ili derivacija prvog reda.

Primjer 6.1. Odredite prou derivaciju polinoma p(z) = 42 + 32% + 5z + 6.

Iz definicije vidimo da je potrebno stupanj svakog ¢lana pomnoziti s koeficijentom te
stupanj smanjiti za jedan. Dakle, imamo

435311 8. 921 35T
1222 + 62 + 5.

plx) =

Napomena 6.1. Vidimo da, ukoliko deriviramo polinom p koji je n-tog stupnja, dobit cemo
polinom p' (n—1)-vog stupnja. Dakle, i prva derivacija ima derivaciju. Nju nazivamo druga
derivacija ili derivacija drugog stupnja. Postupak mozZemo nastaviti do n-te derivacije

(@) = (" V(@)

Primjer 6.2. Odredite derivacije polinoma p(x) = 22° + x* + 323 + 22 + 8.

Vrijedi
p'(z) = 10z*+ 42® + 92 + 8¢z,
p'(z) = 402 +122° + 18z + 8,
p"(z) = 1202+ 24z + 18,
pW(z) = 240z + 24,
p®(z) = 240,
p©® () = p(7)(33) —mwn =,

Iskazimo i dokazimo svojstva derivacije polinoma koja se mogu pronaéi u [6].

Teorem 6.1. Neka su p ¢ q polinomi. Tada vrijedi

(ap + Bq) ()
(pq)'(x)
(")

ap'(z) + B4 (z),

Va,B € R, p,q € Rlz],

p,q € R[z],

p'(x) - q(x) + p(x) - ¢'(2),

r-p

1

p,Vr €N, p € Rlz],

gdje je p" produkt p-p---p od r faktora.
Dokaz. Neka su

1+---—|—a2w2—|—a1x+a0,
P boa® + bz + by,

a,z"” + a, 12"~

bpx™ 4+ by 1™

p(z)
q(z) =
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gdje su a;,b; € R, i =0,1,...,n, j =0,1,...,m. Dokazimo prvo svojstvo. Pretpostavimo

da je n > m. Tada, za o, f € R, imamo

(ap+ Bq)(z) = aa,z™ + aa, 12"+ + (aay, + Bby)x™ + - - - (aay + Bby)x + (cag + Bby).

Derivirajmo pripadni izraz prema definiciji derivacije.

(Oép + BQ)/(I') = naanx”_l -+ (n — 1)aan_11‘"—2 Aas 5
+ m(aay + Bby)z™ ! + -+ (aay + Bby).

S druge strane,
ap'(z) + B¢ () = ama,z™ '+ (n—1)ap_12" 2+ +a1) +
+ Bmbpz™ 4+ (m — Dbp_1g™ 2+ 4+ by).
Sredivanjem dobivenog izraza imamo

ap'(z) + B¢ (z) = naa,z" ' + (n — Dap_12" 2 + - - + (ay + Bby).

Dakle, prvo svojstvo je dokazano.
Dokazimo sada drugo svojstvo. Proucit ¢emo tri slucaja:

1. Ako imamo dane funkcije p(z) = 2" i ¢(x) = 2™, onda vrijedi

Dakle, dobivamo

p(z) qlz) +p(x) ¢(x) = nz" 2™+ z"ma™"

Derivirajmo sada izraz (pq)(x) = z"+™:
(pg)'(z) = (n+m)z™ ™

Iz toga dobivamo
p'(x) - q(z) + p(z) - ¢' () = (pg) (),

pa zakljucujemo da za ovaj slucaj vrijedi drugo svojstvo.

2. Neka je p(z) = @nz™ + @1z ' + - -« + a92® + ayz + ag i g(z) = z™. Sada je
jep

(pg)'(z) =

(anl,n—f—m sy s S a1$m+1 P aol'm),
= (n+m)a 2"+ 4+ (m+ Daxs™ + magzs™
= mapx" + -+ 012 + ag)z™ ! + (napz™ "t + - - - 4 2097 + ay)z™

= p(z) - ¢'(x) +p'(2) - g(2),

1

pa drugo svojstvo vrijedi i za ovaj slucaj.
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3. Neka je
p(z) = apx™ + - - - + agx® + a1 + ag

q(2) = bpx™ + - - - + by + bz + by.

Tada vrijedi
(rq)(x) = by p(x) + - - - + bizp(w) + bop(2).

Iz prvog svojstva i prva dva slucaja slijedi
(pq)'(x) = mbya™ 'p(x) + - - + 2byap(x) + bip(z) +
+ bpx™p (x) + -+ - + bizp'(z) + bop ()
P(2) (M x™ ™ + -+ 4 2002 + b)) + P/ (@) (bpx™ + - - + bz + by)
= p(x)-qd(z) +p'(z) - q(2),

pa je time dokazano drugo svojstvo.

Treée svojstvo dokazat ¢emo indukcijom. Primijetimo da, ukoliko u drugom svojstvu stavimo
p = q, onda dobivamo
@) = p-p+p-p
= 2p-p,

a to je upravo trece svojstvo za r = 2.
Pretpostavimo da svojstvo vrijedi za prirodni broj r, odnosno

Imamo
@ = @ -p
@) -p+p P
— T'pr 1 p/ p+pr p/
- r. pT . p/ +p?" p/
= (r+1)-p" ¢
i time je dokazano i trece svojstvo. U

Primjenu ovih svojstava pokazat ¢emo na primjerima u nastavku.
Primjer 6.3. Derivirajte polinom p(x) = (23 + 422)(T2* + 2z + 3).
Vidimo da je u ovom primjeru moguce primijeniti drugo svojstvo, pa imamo

p(x) = (2 +42%) - (72* + 20 +3) + (2 + 42?) - (72* + 22 + 3’
= (32 +12z) - (72 + 22 + 3) + (2° + 427) - (142 + 2)
= 35z* +120z® + 33z% + 24z
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Primjer 6.4. Derivirajte polinom p(x) = (2 4+ 1)?(5x + 6).
U ovom primjeru ¢emo koristiti drugo i trece svojstvo. Dakle, imamo

p) = 2-(@*+1)-(z*+1) -5z +6)+ (2 +1)* - (52 4 6)’
2. (22 4+1)-(2z)- (5 +6) + (22 +1)? - (52)
= 25z* 4 242 + 3022 + 242 4 5.

Sljedeci teorem govori nam o vezi nultocke polinoma i njegove derivacije.

Teorem 6.2. (Vidjeti [6, Teorem 6]) Ako je a nultocka polinoma p kratnosti r > 2, onda je
a nultocka prve derivacije polinoma p, 1 to kratnosti r — 1.

Dokaz. Ako je a nultocka polinoma p, onda znamo da ga mozemo zapisati u sljede¢em obliku
p(z) = (z — a)'k(z),

pri ¢emu je k(z) polinom koji nije djeljiv s (z — ), k(a) = 0. Deriviranjem polinoma p
dobivamo

p(z) = r(z—a) k(@) + (z— o)k (z)
= (z— ) '[rk(z) + (z — a)¥ (2)]

iz cega vidimo da je o nultocka od p/, kratnosti r — 1. U
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Sazetak

U ovom radu proucavani su polinomi u jednoj varijabli. Nakon njihova definiranja, pri-
kazane su racunske operacije s polinomima te je dokazano da skup svih polinoma ¢ini pr-
sten. Zatim je, pomoc¢u Teorema o nul-polinomu, dokazan i Teorem o jednakosti polinoma.
Opisano je kada su polinomi djeljivi i Hornerov algoritam za dijeljenje polinoma linearnim
polinomom. Definirana je najveca zajednicka mjera dvaju polinoma te je Euklidovim algorit-
mom prikazan postupak trazenja iste. Proucavane su i nultocke polinoma, njihova svojstva
i faktorizacija polinoma nakon koje je dokazan Vieteov teorem. Potom su definirane alge-
barske jednadzbe i objasnjeni su postupci trazenja cjelobrojnih, racionalnih i kompleksnih
rjesenja. Za kraj, definirana je reducibilnost i ireducibilnost polinoma te derivacija polinoma
i njihova svojstva.

Kljuéne rije€i: polinomi, Hornerov algoritam, Euklidov algoritam, Vieteov teorem, al-
gebarske jednadzbe, reducibilnost, derivacija polinoma
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Polynomials in one variable

Summary

In this work, polynomials in one variable were studied. After defining them, compu-
tational operations with polynomials were presented and it was proved that the set of all
polynomials forms a ring. Then, using the Zero polynomial theorem, the Theorem of polyno-
mial equality was also proved. It is described when polynomials are divisible and Horner’s
algorithm for dividing a polynomial by a linear polynomial is given. The largest common
measure of two polynomials is defined, and the procedure for finding it using the Euclidean
algorithm is presented. Zeros of polynomials, their properties and factorization of polyno-
mials were also studied, afterwards Viete’s theorem was proved. Algebraic equations are
then defined and the procedures of searching for integer, rational and complex solutions are
explained. Finally, the reducibility and irreducibility of polynomials and the derivation of
polynomials and their properties are defined.

Keywords: polynomials, Horner’s algorithm, Fuclid’s algorithm, Viete’s theorem, algebraic
equations, reducibility, polynomial derivation
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