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Sazetak

U ovom zavr$nom radu je opisan problem trgovackog putnika. To je problem
kombinatorne optimizacije u kojem je cilj pronadi najkrac¢u rutu koja ée svaki od n
gradova iz zadanog skupa posjetiti to¢no jednom i vratiti se u pocetni grad. Do-
datno je objasnjena heuristicka metoda lokalnog pretraZzivanja koja se koristi za
rjeSavanje optimizacijskih problema. Naglasak je stavljen na algoritmu lokalnog
pretrazivanja poznatom pod nazivom 2-opt. Izraden je i prakti¢ni dio rada u ko-
jem je moguce vizualizirati instance problema te njihovo rjeSavanje.

Kljuéne rijeci

problem trgovackog putnika, lokalno pretrazivanje, 2-opt algoritam



Solving travelling salesman problem
using local search 2-opt algorithm

Summary

This paper explains travelling salesman problem. It is a combinatorial optimiza-
tion problem in which the goal is to find the shortest route that will visit each
of the n cities from the given set exactly once and return to the starting city. In
addition, the local search heuristic method, which is used to solve optimization
problems, is also explained. For solving the travelling salesman problem, the 2-
opt local search algorithm is mentioned. There is also a practical part of the paper
where it is possible to visualize problem instances and their solving.

Keywords

travelling salesman problem, local search, 2-opt algorithm
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1 | Uvod

Problem trgovackog putnika problem je velike vaZznosti s kojim se svatko od nas
susreée u svakodnevnom Zzivotu. S obzirom na moderan i ubrzan nacin Zivota,
svi tezimo $to boljem rasporedivanju vremena i sto efikasnijem obavljanju dnev-
nih zadataka. Trebamo li posjetiti odredeni broj lokacija, svatko od nas ¢e gledati
da ih posjecuje odredenim redoslijedom kako ne bi imao neZeljenih vraéanja koja
bi samo produzila put i vrijeme. Upravo se tim problemom odredivanja redosli-
jeda posjeta lokacija bavi problem trgovackog putnika. U drugom e se poglavlju
rada opisati problem trgovackog putnika te ¢e se navesti njegove inacice. Trece po-
glavlje se bavi algoritmima lokalnog pretraZivanja, nekim njihovim prednostima
i nedostacima te primjenama. U cetvrtom ée se poglavlju detaljnije opisati 2-opt
algoritam, koji se, uz jos neke algoritme, koristi za rjeSavanje problema trgovac-
kog putnika te ée se navesti primjer i pseudokod algoritma. U petom je poglavlju
objasnjena implementacija i vizualizacija prakti¢nog dijela rada.



2 | Problem trgovackog putnika

Problem trgovackog putnika je problem pronalaZenja najkrace rute koja ¢e svaki
od n gradova iz zadanog skupa posjetiti to¢no jednom i vratiti se u pocetni grad.
To je jedan od najpoznatijih problema kombinatorne optimizacije. Vrijeme nas-
tanka formulacije problema nije tocno zabiljeZeno. Priru¢nik za trgovacke putnike
iz 1832. spominje problem i primjere putovanja kroz Njemacku i Svicarsku, ali u
priru¢niku problem nije matematicki formuliran. Prvi put ga je matematicki raz-
matrao 1930.-ih godina Merrill M. Flood koji je Zelio rijesiti problem odredivanja
najkrace rute Skolskog autobusa. Najranija publikacija koja je koristila izraz "pro-
blem trgovackog putnika" bilo je izvjeS¢e RAND Corporation-a Julije Robinson
iz 1949., "O Hamiltonijevoj igri (problem trgovackog putnika)".[10] U narednim
godinama, pa sve do danas, ovim se problemom bave znanstvenici iz razlicitih
podrudja: matematike, fizike, kemije, informatike i sl.

Slika 2.1: Skica rjeSenja problema trgovackog putnika s 10 gradova

Kako bismo lakse mogli vizualizirati problem, on se moZze razmatrati kao tezin-
ski graf. Graf G = (V, E) uredeni je par ¢vorova (engl. vertices) i bridova (engl.
edges). Tezinski graf je graf u kojem je svakom bridu dodijeljena teZina. Kod ovog
problema ¢vorovi predstavljaju gradove, bridovi puteve, dok se teZina odnosi na
udaljenosti izmedu gradova.
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2.1 Simetri¢an problem trgovackog putnika

Tezinske grafove prema usmjerenosti dijelimo na usmjerene i neusmjerene. Kod
usmjerenih, bridovi imaju smjer te ako izmedu dva ¢vora postoje bridovi u oba
smjera, njihova teZina ne mora biti jednaka. Kod neusmjerenih grafova, izmedu
dva ¢vora postoji samo jedan brid kojim ¢vorove moZemo posjecivati u oba smjera
i kojem je pridruzena samo jedna teZina.
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Slika 2.2: Primjer neusmjerenog tezinskog grafa (lijevo) i usmjerenog (desno)

Zbog toga, probleme trgovackog putnika dijelimo na simetri¢ne i asimetric¢ne.
Kod simetri¢nih problema, udaljenosti izmedu gradova jednake su u oba smjera
te tvore neusmjeren teZinski graf. Kod asimetri¢nih problema, udaljenosti ne mo-
raju postojati u oba smjera, ako i postoje, mogu biti razlicite. Te udaljenosti tada
tvore usmjeren tezinski graf. U nastavku ¢e naglasak biti stavljen na rjeSavanje
simetri¢nog problema trgovackog putnika.

Jedna od metoda rjesavanja bila bi isprobavanje svih moguéih permutacija kako
bismo vidjeli koja bi dala optimalno rjeSenje. Ta se metoda naziva potpuno pre-
traZivanje (engl. brute-force search). Problem ove metode je Sto je njeno vrijeme iz-
vrSavanja O(n!), odnosno faktorijel od broja gradova pa i za samo 20 gradova ova
metoda postaje neprakti¢na [10]. 1z tog razloga, moZemo koristiti neke heuristicke
algoritme. Heuristicki algoritam je algoritam koji je dizajniran za rjeSavanje pro-
blema na brzi i u¢inkovitiji na¢in od odredenih tradicionalnih metoda, medutim
da bi to postigao, mora Zrtvovati optimalnost, to¢nost, preciznost ili potpunost.
Najcesce se koriste kada su dovoljna pribliZzna rjeSenja ili kao dobra osnova koja se
tada nadopunjuje optimizacijskim algoritmima.[9] Neki od primjera heuristickih
algoritama su: pohlepni algoritam, algoritam najblizeg susjeda, algoritam nasu-
micnog umetanja, 2-opt, 3-opt... Popis jos nekih heuristickih algoritama i njihova
vizualizacija moZze se vidjeti u [7].



3 | Lokalno pretrazivanje

Lokalno pretrazivanje heuristicka je metoda koja se koristi za rjeSavanje optimi-
zacijskih problema. Algoritmi lokalnog pretrazivanja pokusavaju pronadi opti-
malno rjeSenje pretraZujudi cijeli prostor rjeSenja. Zapocinju s pocetnim rjeSenjem
koje je dobiveno nasumicno ili nekom drugom metodom. Zatim iterativno primje-
nom lokalnih promjena poboljSavaju rjeSenje sve dok ne dodu do nekog kriterija
zaustavljanja. Kriteriji zaustavljanja mogu biti rjeSenje koje smatraju optimalnim,
odreden broj iteracija bez promjena, istek zadanog vremenskog ogranicenja i dr.
Usprkos tome $to lokalno pretrazivanje kroz iteracije poboljSava rjeSenje, ne jamci
da ¢e krajnje rjeSenje biti optimalno. Ono moZze ostati u lokalno optimalnom rjese-
nju, koje moze biti razli¢ito od globalnog, iz razloga Sto algoritam radi odredene
promjene dok se god rjeSenje poboljsava. Dakle, algoritam nece napraviti pro-
mjene koje bi trenutno pogorsale rjeSenje iako bi te promjene mogle dovesti do
globalno optimalnog rjeSenja. 1z tog se razloga opisani postupak naziva lokalno
pretraZivanje.

Slika 3.1: Lokalno i globalno optimalno rjeSenje
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Pseudokod opéenitog algoritma lokalnog pretraZivanja glasi:

Algoritam 1 Lokalno pretrazivanje

1: Procedura LOKALNO-PRETRAZIVAN]E

% Generiraj pocetno rjeSenje Sy

3 Sve dok kriterij zaustavljanja nije ispunjen ¢ini

4: Pronadi S € ProstorRjesenja sa svojstvom f(S) < f(Sp)
5 So <+ S

6 Vrati S()

Ako nismo zadovoljni s rjeSenjem koje nam je dao neki od algoritama lokalnog
pretraZivanja, moZzemo ga ponovno pokrenuti s drugacijim pocetnim uvjetima te
na taj nac¢in mozda dobiti bolje rjeSenje.

3.1 Tipovi lokalnog pretraZivanja

Postoje razliciti tipovi lokalnog pretrazivanja, neki od njih su: metoda uspona na
vrh (engl. Hill-climbing Search), simulirano kaljenje (engl. Simulated Annealing),
pretrazivanje snopom zraka (engl. Local Beam Search), itd. Kod metode uspona
na vrh cilj je pretraZivanje brda i pronalazak najvise tocke (vrha) tog brda koja
predstavlja optimalno rjeSenje danog problema. Temelji se na tehnici heuristic-
kog pretraZivanja u kojoj osoba koja se penje na brdo procjenjuje smjer koji ¢e ju
dovesti do najviseg vrha.[8] Ova metoda relativno brzo pronalazi rjeSenje, medu-
tim ima odredena ogranicenja. Jedno od njih je ve¢ spomenuto lokalno optimalno
rjeSenje. Dakle, nadi e rjeSenje (vrh) koje je najbolje od svih susjednih, ali to rje-
Senje ne mora uvijek biti i globalno optimalno. Isto tako mogu postojati ravna
podrudja u kojima je teSko odluditi kojim se smjerom treba nastaviti kretati. MozZze
se dogoditi da problem ima dva ili viSe lokalno optimalna rjeSenja pa je takoder
teSko odluciti kada se treba zaustaviti. Simulirano kaljenje slicno je metodi uspona
na vrh, ali umjesto da svaki put odabere najbolji iduéi potez, ova metoda radi i na-
sumicne poteze. Ako taj potez vodi do poboljSanja trenutnog rjeSenja, prihvatimo
ga. U suprotnom, algoritam ¢e napraviti i potez koji pogorsava trenutno stanje, ali
s vjerojatno$¢u manjom od 1. Vjerojatnost da ¢emo posti¢i optimalno rjeSenje eks-
ponencijalno se smanjuje sa svakim krivim potezom. PretraZivanje snopom zraka
odabire k nasumi¢no generiranih stanja i prosiruje ih u svakom koraku. Ako je
neko od stanja optimalno, metoda se zaustavlja s uspjehom. U suprotnom, oda-
bire k najboljih nasljednika i ponavlja postupak. [8]
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3.2 Primjene lokalnog pretrazivanja

Algoritmi lokalnog pretrazivanja imaju Siroku primjenu u matematici, inZenjer-
stvu, bioinformatici te rac¢unalnoj znanosti. Navedimo neke od primjera gdje se
koriste. U radu Lokalno pretrazivanje u kombinatornoj optimizaciji [ 1] u poglav-
lju 6 pod nazivom Genetski algoritmi glavna je svrha proucavanje uc¢inaka muta-
cije, krizanja i selekcije na evoluciju genotipova u slu¢aju nelinearnih funkcija cilja.
Ovdje se koristi racunalno eksperimentiranje, izmedu ostaloga i algoritmi lokal-
nog pretrazivanja, u kombinaciji s teoretskom analizom. [4] Nadalje, problem mi-
nimalno povezanog dominantnog skupa vrlo je znacajan problem kombinatorne
optimizacije. Za njegovo rjeSavanje koristi se algoritam lokalnog pretraZivanja s
viSe pokretanja. Jedna od znacajki tog algoritma je da moZe izbjeéi zaustavljanje u
lokalno optimalnom rjeSenju. [5] Jo$ jedan primjer primjene algoritama lokalnog
pretrazivanja je lokacijski problem ogranicenih kapaciteta. Problem se sastoji od
odabira lokacija na kojima ¢e se postaviti pogoni, skladista i distribucijski centri.
Algoritam koji rjeSava taj problem kombinira lokalno pretraZivanje i matematicko
programiranje. [3] Izmedu ostalog, algoritmi lokalnog pretraZivanja koriste se za
rjeSavanje problema trgovackog putnika.



4 | 2-optalgoritam

2-opt algoritam jedan je od algoritama koji koristi metodu uspona na vrh. Nje-
gova generalizacija je k-opt algoritam. Glavna ideja k-opt algoritma je zamjena
k bridova kako bismo dosli do optimalnog rjeSenja. Svaka iteracija u tom algo-
ritmu zahtjeva O(n¥) vremena. Dakle, 2-opt algoritam razmatra sve moguce za-
mjene dva brida te primjenjuje onu zamjenu koja rezultira najve¢im poboljSanjem
rjegenja. Njegovo je vrijeme izvrSavanja O(n?) po iteraciji. Taj je algoritam prvi
razmatrao Flood 1956., a formulirao ga je Croes 1958. godine [11].

Inicijalni problem:

Duljina puta: 93.5

1. iteracija:

Duljina puta: 87,5

2. iteracija:

Duljina puta: 86,5

Slika 4.1: Primjer rada 2-opt algoritma



Primjenjuje se na problem trgovackog putnika, ali i mnoge druge povezane pro-
bleme. Sto se ti¢e rjeavanja problema trgovackog putnika koriste¢i ovaj algoritam,
on se moZe pokrenuti nakon nekog algoritma koji je ve¢ odredio rutu, kao sto je,
na primjer, algoritam najblizeg susjeda, kako bi ju pokuSao poboljsati. Moze se
pokrenuti i na nasumi¢no generiranoj ruti. U praksi ovaj algoritam daje lokalno
optimalno rjeSenje koje je, ovisno o problemu, najcesce dosta blizu globalno opti-
malnog.

procedure 2optSwap(route, vi, v2) {
1. take route[®] to route[vl] and add them in order to new_route
2. take route[vi+1l] to route[v2] and add them in reverse order to new_route
3. take route[v2+1] to route[end] and add them in order to new_route
return new_route;

Slika 4.2: Pseudokod 2-opt zamjene [11]

repeat until no improvement is made {
best distance = calculateTotalDistance(existing route)
start_again:
for (i = @; i <= number of nodes eligible to be swapped - 1; i++) {
for (j =i + 1; j <= number of nodes eligible to be swapped; j++) {
new_route = 2optSwap(existing route, i, j)
new distance = calculateTotalDistance(new route)
if (new _distance < best distance) {
existing_route = new_route
best distance = new distance
goto start_again

Slika 4.3: Pseudokod 2-opt algoritma [11]

Moguce je napraviti i efikasniju implementaciju algoritma. Buduéi da 2-opt ukla-
nja dva brida i dodaje dva nova, moZemo samo pogledati je li zbroj duljina posto-
je¢a dva brida vedi od zbroja duljina nova dva. Ako je, napravimo 2-opt zamjenu.
Dakle, ne trebamo raditi novu rutu i ra¢unati njenu duljinu u svakoj iteraciji.
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4.1 2-opt algoritam za Euklidski problem trgovackog
putnika

Euklidski problem trgovackog putnika koristi se u slu¢ajevima iz stvarnog Zivota
jer su u njemu tocke, odnosno koordinate, iz skupa R?, a za izra¢un udaljenosti
koristi se Euklidska mjera. Njega takoder moZzemo rijesiti koriste¢i 2-opt algori-
tam. Unato¢ jednostavnosti algoritma, nije poznat njegov tocan aproksimacijski
omjer za Euklidski problem trgovackog putnika. Godine 1999. dokazano je da

logn
loglogn

gornja O(log n). Dakle, imamo prazninu od O(loglogn) izmedu poznate gornje
i donje granice za problem od n gradova. [2]

je donja granica aproksimacijskog omjera c - za neku konstantu ¢ > 0, a



5 | Implementacija i vizualizacija

Projektni dio ovog rada obuhvaca implementaciju i vizualizaciju rjeSavanja pro-
blema trgovackog putnika koristeéi algoritme najblizeg susjeda, pohlepnog pre-
trazivanja te 2-opt. Naglasak ¢e biti stavljen na implementaciju i vizualizaciju 2-
opt algoritma. Za implementaciju koristen je programski jezik Python, dok je za
vizualizaciju koristen viSeplatformski skup Python modula Pygame.

5.1 Instance problema

TSPLIB je biblioteka koja sadrzi primjere instanci za problem trgovackog putnika
i povezane probleme iz razli¢itih izvora. ViSe o njoj moze se vidjeti u [6]. Oda-
brano je 6 instanci za koje implementirani algoritmi rjeSavaju problem: eil51, eil76,
eil101, kroA100, kroC100, kroD100. Svaki od tih problema dodatno sadrzi i dato-
teku s optimalnim rjeSenjem koje je matematicki dokazano. Ono korisniku omo-
gucava da usporedi rjeSenje dobiveno nekim od algoritama s optimalnim rjeSe-
njem. Uz ve¢ navedene probleme, dodatno je moguce generirati problem od 25
gradova s nasumi¢no generiranim koordinatama kako bi se na relativno malom
problemu lakSe mogao razumjeti rad algoritama.

5.2 Racunanje udaljenosti

Jednostavnim regularnim izrazom (engl. regex) iz instanci problema uzimamo
gradove i pripadne koordinate te ih spremamo u rje¢nik pomoéu kojeg zatim ra-
¢unamo medusobne udaljenosti izmedu svaka dva grada. To moZemo napraviti
na dva nacina. Pomoc¢u L; i L, mjere. L; mjera je Manhattan mjera i racunamo ju
na sljededi nacin:

di((x1,¥1), (x2,¥2)) = [x1 — x2| + |y1 — 12

Euklidsku, odnosno L, mjeru, ra¢unamo na sljedeéi nacin:

da((x1, 1), (12,92)) = /(11 — 22 + (31 — o)
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5.3 Implementacija 2-opt algoritma

Sama implementacija napravljena je po uzoru na pseudokod sa Slike 4.3. Prije
samog pokretanja 2-opt algoritma, prvo se pokrene algoritam najblizeg susjeda
kako bi se napravila pocetna ruta koju zatim poboljSsavamo ovim algoritmom. Al-
goritam najbliZzeg susjeda krece od nekog grada te ga spaja s najblizim sljede¢im.
Ponavlja taj postupak dok nisu spojeni svi gradovi. Naposlijetku zadnji grad spoji
s pocetnim. Dakle, 2-opt uzima rutu dobivenu algoritmom najbliZeg susjeda te
dok se god rade promjene bridova, on iterira po ruti uklanjaju¢i dva brida i doda-
juci dva nova kojima se smanjuje ukupna udaljenost rute.

5.4 Korisnicko sucelje

Slika 5.1: Korisnicko sucelje

Korisnik treba odabrati koja od tri implementirana algoritma Zeli koristiti za rje-
Savanje problema, zatim Zeli li koristiti L ili L, mjeru za izracun udaljenosti te na
kraju treba odabrati instancu problema. Sve su tri opcije prikazane u obliku pa-
dajuceg izbornika. Pristikom na gumb START zapocinje rjeSavanje i vizualizacija
odabranog problema.
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5.5 Primjer vizualizacije 2-opt algoritma

Solving 51 point problem
Algorithm in use : LOCAL SEARCH 2-OPT

Solving 51 point problem
CAL SEARCH 2-OPT

Slika 5.3: Ruta nakon djelovanja 2-opt algoritma

Za ovaj primjer odabran je 2-opt algoritam, L, mjera te instanca problema eil51.
Na Slici 5.2 prikazana je inicijalna ruta koja je dobivena algoritmom najblizeg su-
sjeda, dok je na Slici 5.3 prikazana ruta koju dobijemo nakon $to 2-opt algoritam
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zavrsi. Dogodilo se ukupno 14 zamjena bridova. Nakon $to algoritmi zavrse, na
sucelju se pojavljuju udaljenosti dobivene odabranim algoritmima te optimalne
udaljenosti. Udaljenost koju dobijemo pokretanjem algoritma najblizeg susjeda
na ovom problemu iznosi 511, dok se pokretanjem 2-opt algoritma dobije udalje-
nost 438. Optimalna je udaljenost 426. Dakle, rjeSenje dobiveno 2-opt algoritmom
vtlo je blizu optimalnog.

5.6 Spremanje rjeSenja

Kako korisnik ne bi ostao samo s vizualnim prikazom rjeSenja, svaki put kada
se pokrene odredeni problem, automatski se svi podaci vezani za taj problem i
za samo rjeSenje problema spremaju u tekstualnu datoteku Route.txt. Ona sadrzi
sljedece podatke o problemu: odabranu rutu, udaljenost dobivenu odabranim al-
goritmom, optimalnu udaljenost, odabrani algoritam, odabranu mjeru, broj gra-
dova, koordinate gradova te rutu kojom treba posjeéivati gradove kako bi postigli
dobivenu udaljenost.
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