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SazZetak

Cilj ovog rada je prikazati jednu klasu obi¢nih diferencijalnih jednadzbi drugog reda i
njihove primjene. Toc¢nije, prikazat ¢emo linearne obi¢ne diferencijalne jednadzbe dru-
gog reda s konstantnim koeficijentima i njihovu primjenu na neke fizikalne probleme.
Najprije ¢emo uvesti pojam obicne diferencijalne jednadzbe i navesti definiciju rjeSenja.
Dati éemo oblik linearne obi¢ne diferencijalne jednadZbe drugog reda s konstantnim ko-
eficijentima i reéi sto je Cauchyjeva zadaca. Zatim éemo uvesti definicije i teoreme koji
su nam potrebni za rjeSavanje homogenih linearnih diferencijalnih jednadzbi drugog
reda s konstantnim koeficijentima. Ovim radom ée biti prikazano kako je primjena di-
ferencijalnih jednadzbi drugog reda s konstantnim koeficijentima nezamjenjiva u raznim
granana. Navest ¢emo problem ravnoteZe napete Zice i problem harmonijskog oscilatora
kao dvije primjene linearnih diferencijalnih jednadZbi. Za navedene probleme biti ¢e
dana teorijska pozadina te krajnji zapis matematickog modela pomocu diferencijalnih
jednadzbi i njegovo rjeSenje, uz primjere primjena modela.

Kljuéne rijeci: linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koefici-
jentima, ravnoteZa napete Zice, harmonijski oscilator.

Applications of second order linear ordinary differential equations with
constant coefficients

Abstract

The aim of this paper is to present a class of the second order ordinary differential
equations and their applications. More specifically, we will show the second order lin-
ear ordinary differential equations with constant coeflicients and their application to
some physical problems. First, we will introduce the concept of an ordinary differen-
tial equation and state the definition of a solution. We will provide the form of the
second order linear ordinary differential equation with constant coefficients and tell
what Cauchy’s problem is. Then, we will introduce the definitions and theorems we
need to solve the second order homogeneous linear differential equations with constant
coeflicients. This paper will show how the application of the second order differential
equations with constant coeflicients is irreplaceable in various branches. We will men-
tion the equilibrium of tension wire problem and the harmonic oscillator problem as
two applications of linear differential equations. For the mentioned problems, the the-
oretical background will be provided, as well as the final notation of the mathematical
model using differential equations and its solution with examples of model applicatioons.

Keywords: second order linear ordinary differential equation, equilibrium of tension
wire, harmonic oscillator.
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1 Uvod

Uvodenjem pojma derivacije kao mjere promjene u 17. stolje¢u postavljeni su temelji
diferencijalnog rac¢una. Temeljni fizikalni zakoni opisani su diferencijalnim ra¢unom, koji je
osnova matematicke analize. U primjenama funkcija predstavlja neku fizikalnu veli¢inu, dok
derivacija predstavlja brzinu promjene te veli¢ine. Diferencijalne jednadzbe ¢esto primjenju-
jemo za matematicko izrazavanje problema u diferencijalnoj geometriji, fizici, inzenjerstvu
te brojnim drugim znanstvenim disciplinama. Primjerice, obi¢na diferencijalna jednadzba
povezuje struju i promjenu elektri¢nog naboja u nekom vremenskom intervalu; opisuje zakon

radioaktivnog raspadanja i sl.

Diferencijalne jednadzbe su jednadzbe u kojima imamo sadrzanu vezu izmedu nepoznatih
funkcija i njihovih derivacija po nezavisnoj varijabli ili nezavisnim varijablama. Red diferen-
cijalne jednadzbe definiran je kao red najvisSe derivacije koja se nalazi u jednadzbi. Glavni
cilj ovog rada je proucavanje i primjena linearnih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi drugog
reda s konstantnim koeficijentima. Prije same analize navedene jednadzbe reé¢i éemo sto je to
obi¢na diferencijalna jednadzba, kako glasi definicija rjeSenja i Sto su to homogene linearne
diferencijalne jednadzbe drugog reda. Navest ¢emo osnovne definicije i teoreme koji nam
pomazu u njihovom rjesavanju. Nadalje ¢emo govoriti o primjeni ovog tipa linearnih jed-
nadzbi konkretno na ravnotezi napete zice te harmonijskom oscilatoru prvo bez prigusenja,
zatim s priguSenjem, i na kraju s dodanom vanjskom silom. Harmonijsko titranje je titranje
fizikalnog tijela ili ¢estice pod djelovanjem sile opruge. Sustav koji pri utjecaju sile opruge
oscilira nazivamo harmonijski oscilator. Uocit ¢emo da kod harmonijskog oscilatora giba-
nje mase uvijek na kraju nestane ako postoji prigusenje u sustavu. Odnosno, svaki pocetni
poremecaj sustava se rasprsuje prigusenjem koje je prisutno u sustavu. Jedan od razloga
zaSto su ovakvi modeli korisni u mehanickim sustavima je jer se mogu koristiti za prigusiva-
nje nezeljenih smetnji. Neki od primjera takvih pojava su amortizeri na automobilima koji

prenose neravninu na cesti ili cijev pistolja koja ublazuje trzaj pri pucnju.



2 Obicna diferencijalna jednadzba

Diferencijalne jednadzbe mozemo klasificirati po broju varijabli o kojima ona ovisi ili
po redu diferencijalne jednadzbe. Diferencijalna jednadzba u kojoj nepoznata funkcija ovisi
samo o jednoj varijabli naziva se obi¢na diferencijalna jednadzba (ODJ). Ukoliko nepoznata
funkeija ovisi o vise varijabli, govorimo o parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi (PDJ). Nada-~
lje, ako se u jednadzbi pojavljuje najvise prva derivacija nepoznate funkcije tada jednadzbu
nazivamo obi¢na diferencijalna jednadzba prvog reda, a ukoliko se pojavljuje najvise druga
derivacija nepoznate funkcije u jednadzbi onda se ona naziva obi¢na diferencijalna jednadzba

drugog reda i dalje induktivno.

Implicitni oblik ODJ n-tog reda glasi

Flz,y,4,y", - ¥™) =0,
gdje je x nezavisna varijabla, a y nepoznata funkcija varijable z. Ovdje F' oznac¢ava poznatu

funkciju vise varijabli.

Prisjetimo se i eksplicitnog oblika ODJ n-tog reda:

y™ () = f(z,y(2), ¥ (@), ..,y D (2)), (2.1)
gdje je f poznata funkcija koja je neprekidna na nekom intervalu I.
Rijesiti diferencijalnu jednadzbu znaci odrediti sve funkcije i njihove derivacije koje ju iden-

ticki zadovoljavaju. Slijedi definicija rjeSenja obi¢ne diferencijalne jednadzbe. Sve definicije,
teoremi i dokazi ovoga poglavlja mogu se pronaci u [2, 3, 4, 7|.

Definicija 1. Neka je Q C R"*! otvoren skup i f : Q — R dana funkcija. Za funkciju
u: I — R kaZemo da je rjesenje ODJ (2.1) ukoliko vrijedi:

1) I C R je otvoren interval
2) ue C™(I)
3) (Vz € I) (z,u(z), v (z),...,u»V(z)) € Q
4) (Vz € I) u™(z) = f(z,u(z),...,u™V(x)).
Skup svih rjesenja neke diferencijalne jednadzbe nazivamo njenim opéim rjeSenjem, a

jedno rjesenje te iste jednadzbe nazivamo partikularno rjesenje.

Podjelu diferencijalnih jednadzbi jos moZemo napraviti na linearne i nelinearne dife-
rencijalne jednadzbe. U ovom radu bavit ¢emo se linearnim diferencijalnim jednadzbama.

Ozna¢imo s C'(I) prostor svih neprekidnih funkcija na intervalu 1.



Definicija 2. Obicnu diferencijalnu jednadzbu oblika

an(2)y™ (@) + an-1(@)y" 0 (@) + .+ ar(@)y (@) + ao(@)y(2) = f(2), (2.2)

gdje je I C R otvoren interval, f € C(I), a; € C(I), i = 0,1,...,n — 1 nazivamo linearna

obicna diferencijalna jednadzba n-tog reda.

2.1 Linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda s konstantnim
koeficijentima

Linearna diferencijalna jednadzba je vrsta diferencijalne jednadzbe u kojoj se nepoznata
funkcija i njezine derivacije pojavljuju u linearnom obliku. Upravo linearne diferencijalne
jednadzbe drugog reda imaju znac¢ajnu ulogu u raznim podrué¢jima matematicke fizike i po-

trebne su pri proucavanju provodenja topline, gibanja fluida, gibanja valova, itd.

Diferencijalnu jednadzbu (2.2) za n = 2 nazivamo linearna diferencijalna jednadzba
drugog reda. Preciznije, njezin op¢i oblik zapisujemo kao

a(z)y” + b(x)y’ + c(x)y = f(x), (2.3)

gdje su a, b, c¢i f neprekidne funkcije na nekom intervalu I.

Ako je a # 0 te a, b, ¢ € R, tada govorimo o linearnoj diferencijalnoj jednadzbi drugog reda
s konstantnim koeficijentima
ay” +by' +cy = f(z). (2.4)

Ukoliko su uz jednadzbu (2.4) zadana i dva pocetna uvijeta y(xy) = yo, ¥'(z9) = y1, za neki

xg € I, tada zadacéu
ay” +by +cy = f(z)

y(wo) = Yo (2.5)
Y (w0) = 41

nazivamo Cauchyjeva zadaca.

Definicija 3. Funkciju u : I — R3 nazivamo rjesenjem Cauchyjeve zadaée (2.5) ukoliko je

u rjesenge jednadzbe (2.4) i zadovoljava pocetne uvjete.

2.1.1 Homogena linearna diferencijalna jednadZzba drugog reda

Jednadzbu (2.3) nazivamo homogenom ako je f(z) =0, Vx € I, to jest ako je
a(z)y" +b(x)y + c(x)y = 0.

U suprotnom, jednadzbu nazivamo nehomogenom.



Ukoliko su a, b, c € Ria # 0, to jest ako je
ay”" + by +cy =0, (2.6)
govorimo o homogenoj diferencijalnoj jednadzbi drugog reda s konstantnim koeficijentima.
RjeSenje jednadzbe (2.6) trazimo u obliku y(z) = €**, gdje je A € C. Bududi da je y"(z) =
N2eA i o/ (z) = AeM, uvrStavanjem u (2.6) dobivamo
e (ad? + b\ +¢) = 0. (2.7)

Polinom

P(A\) =aX +b) +c

nazivamo karakteristi¢ni polinom, a jednadzbu
aX +bA+c=0

karakteristicna jednadzba jednadzbe (2.6). To je kvadratna jednadzba gdje je A nepoz-

—b+ Vb? — dac

nanica. Njezina rjeSenja Ao = nazivamo karakteristi¢nim korjenima. Skup

a
svih rjeSenja jednadzbe (2.6) nalazimo u ovisnosti o karakteristicnim korjenima A;, Ay. O

tome nam govori sljedec¢i teorem:

Teorem 1. Neka su \; i Ay rjesenja karakteristicne jednadzbe al? + b\ + c = 0.

1) Ako su Ay i Ay medusobno razliciti i realni brojevi, tada je rjeSenje homogene diferen-
cijalne jednadzbe dano s y(z) = C1eM® + Cye’?®, gdje su Oy i Cy realne konstante.

2) Ako su A\ i Ay jednaki (A = Ay = A) i realni brojevi, tu je rjesenje homogene diferen-
cijalne jednadzbe dano s y(x) = e)‘x(Cl + Coz), C1,Cy € R.

3) Ako su Ay i Ay kompleksni brojevi, tada vrijedi \y » = o= 31, B # 0 i rjesSenje homogene
diferencijalne jednadzbe dano je s y(x) = e (Cy cos(fx) + Coysin(Bx)), C1,Cy € R.

U svim slucajevima, konstante C; i Cy su jednoznaéno odredene pocetnim uvjetima y(xg) =
Yo, ¥' (o) = y1-

Kako bismo dokazali Teorem 1 nuzno je uvesti pojam linearne nezavisnosti funkcija, defini-
rati determinantu Wronskog i iskazati teorem kojim mozemo provjeriti linearnu nezavisnost
funkcija.

Definicija 4. Za funkcije y; i yo kaZemo da su linearno nezavisne ako iz
Ciyr + Coyz = 0,

pri cemu su Cy 1 Cy realne konstante, nuzno slijedi C, = Cy = 0.



Definicija 5. Neka su yy,ys : I — R derivabilne funkcije. Funkciju

=y (2)a(z) — 1 (2)ye(2) (2.8)

nazivamo determinanta Wronskog ili Wronskijan funkcija y; @ ys.

Teorem 2. Ako su funkcije y; i yo linearno zavisne, onda je njihov Wronskijan jednak nuli.

Dokaz:
Ako je Ciyp + Cyys = 0, gdje je na primjer Co # 0, onda je yo = Ay; za A = —%.
Uvrstavanjem vy, yo u (2.8) slijedi da je W = 0. O

Za homogene linearne jednadzbe opcenito vrijedi princip superpozicije rjeSenja koji glasi:
Teorem 3. Neka su yy i yo 1jesenja jednadzbe (2.6). Tada je

y=Ciy +Coy, (1,05 €R
takoder njeno rjesenje.

Dokaz:
Tvrdnja se lako pokaze uvrstavanjem Ciy; + Coyo u (2.6). Vrijedi:

a(Ciyr + Cayz)" + b(Cryr + Coya)' + ¢(Chys + Caya) =
Ci(ayy + by, + cyn) + Calayy + bys + cyz) = 0.

~~
=0 =0

O

Prethodnim teoremom smo pokazali da ukoliko imamo dva rjeSenja, u moguénosti smo ge-
nerirati beskona¢nu familiju rjeSenja jednadzbe (2.6). Linearno nezavisan skup rjeSenja jed-

nadzbe (2.6) zovemo fundamentalan skup rjeSenja.

Vratimo se sada na dokaz Teorema 1.

Dokaz:

1) Prvi korak je provijeriti jesu li y; = eM?®, yp = 2% rjesenja jednadzbe (2.6):

ayy + by, + cyy = ar2eM® + bAeMT + ce’M® = eMT(ard + A +¢) =0
ayy + byy + cyp = aX3e™” 4+ bAae™” + ce?' = e (aX] + bAy + ¢) = 0.

Drugi korak je provjeriti linearnu nezavisnost y; i yo. UvrStavanjem u (2.8) slijedi

W (z)| = lzi zZ‘, odnosno za = 0 je |[W(0)| = /\11 )\12‘ = Ay — A1 # 0 pa dobivamo

da su y; 1 Yo linearno nezavisni. Tvrdnja slijedi iz Teorema 3.



2) U ovom slucaju je A = —%. Prvi korak je provijeriti jesu li y; = e**, yy = 2’ rjesenja
jednadzbe (2.6):
za y; analogno kao i pod 1), pogledajmo ys:

ayy + by, + cys = Dake™® L ghime™™ |- b(e” 4 )\we/\x) 1 epe™® —

e 2a\ + b+x(ad® + b\ +¢)] = 0.

Drugi korak je provjeriti linearnu nezavisnost y; i yo. UvrStavanjem u (2.8) slijedi

_ Y b2 Y 10
\W(a:)|—’y,1 yé‘,odnosnozaac—()Je |[W(0)| = y 1

linearno nezavisni. Tvrdnja slijedi iz Teorema 3.

‘ = 1 pa dobivamo da su y; i ¥,

3) Prvi korak je provjeriti jesu li y; = €*® cos Sz, yo = €** sin Sz rjeSenja jednadzbe (2.6).
Ovaj dio ide analogno kao u prethodna dva slucaja, raspis je tehnicke prirode pa ga

izostavljamo. Drugi korak je provijeriti linearnu nezavisnost y; i yo. UvrStavanjem u

1
(2.8) slijedi |[W(x)| = ‘z} Z?', odnosno za = = 0 je |[W(0)| = 2 = f = 0 pa
1 Y
dobivamo da su y; i y, linearno nezavisni. Tvrdnja slijedi iz Teorema 3.
O

Na kraju ovog poglavlja pogledajmo primjere na kojima ¢emo primijeniti Teorem 1.

Primjer 1. Odredimo opce rjesenje sljedecih diferencijalnih jednadzbi koje zadovoljavaju

pripadajuce pocetne uvjete:
a) 2y"(z) —y'(x) — 3y = 0,y(0) = 2,4'(0) =
b) y"(x) + 6y (z) + 9y(z) = 0,y(0) = 2,/(0) = 0,

¢c) y"(x) +2¢'(z) + 2y = 0,4(0) = 0,4/(0) = 3.

?

N[

Rjesenje:
a) Karakteristicna jednadzba je oblika
22 =X —=3=0
1 njena rjesenja su Ay = % 1 Ay = —1. Iz toga slijedi da je opce rjesenje oblika
@y = C’le%‘t + Che™™, (1,05 € R.
Iz pocetnih uvjeta odredimo konstante C i Cy:

y(O) = Cl —|—Cg = 2,

B 1
y(0)2501—02=§,

odakle dobivamo da je Cy =1 = Cy. TraZeno partikularno rjesenje je

#a) = e?? 7%,

6



b) Karakteristicna jednadzba je oblika
P rgii9=[143%=0
i wma jedno dvostruko rjesenje A = —3. Iz toga slijedi da je opce rjesenje oblika
y(z) = e 3 (Cy + Cox), C1,Cy €R.
1z pocetnih uvjeta odredimo konstante C i Cy:

y(O) = Cl = 27
y/(O) = —301 + Cg = 0,

odakle dobivamo da je Cy =2 1+ Cy = 6. TraZeno partikularno rjesenje je
y(x) = e5(2 + 62).
c) Karakteristicna jednadzba je oblika
N 4+20+2=0

i@ njeno rjesenje je kompleksno-konjugirani par Ay o = —1 £ 1. Iz toga slijedi da je opce

rieSenje oblika
y(x) = e *(Cy cos(x) + Cysin(x)), Cp,Cy € R.
Iz pocetnih uvjeta odredimo konstante Cy i Cy:

y(O) = Cl = Oa
y'(O) = —Cl + Cg = 3,

odakle dobivamo da je Cy =0 @ Cy = 3. TraZeno partikularno rjesenje je
y(x) = 3sin(z)e™".
2.1.2 Nehomogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda

Jednadzbu oblika (2.4) nazivamo nehomogena linearna diferencijalna jednadzba drugog
reda s konstantnim koeficijentima ukoliko je f(z) # 0, Vx € I.
Funkcija f(x) zove se funkcija smetnje. Taj naziv dolazi iz primjena jer f opisuje vanjsku
silu nekog elektrickog ili mehanickog sustava.

Kako bismo nasli sva rjeSenja nehomogene linearne jednadzbe s konstantnim koeficijentima,

potrebno je pronaéi rjeSenje pripadne homogene jednadzbe,
! /
ay +by +cy=0
i njeno partikularno rjeSenje, o ¢emu govori sljedeci teorem |[4].

7



Teorem 4. Opée rjesenje jednadzbe (2.4) na otvorenom intervalu I, gdje su a, b, ¢ € R, je
suma opceq rjesenja pripadne homogene jednadzbe yy(x) = Ciyy(z) + Coye(x), C1,Co € R 4

jednog partikularnog rjesenja yp(x) nehomogene jednadzbe, odnosno

y(r) = yu(v) + yp(2).

U nastavku ¢emo navesti teoreme koji opisuju pronalazak partikularnog rjesenja nehomo-
gene jednadzbe. Teoremi su poznati pod nazivom Metoda varijacije konstanti i Metoda

neodredenih koeficijenata.

Teorem 5. (Metoda varijacije konstanti)
Neka je {y1,y2} fundamentalan skup rjeSenja homogene diferencijalne jednadzbe (2.6). Neka
su C1,Cy € C*(I) funkcije takve da vrijedi sljedeéi sustav Vx € I:

Ci(@)yi(z) + Co(@)ya(x) = 0
Ci(@)y(x) + Co(z)ys(2) = f(2).

Tada je s
yp(z) = Ci(z)y1(z) + Co(2)y2(), C1,Cy €R (2.9)

dano partikularno rjeSenje nehomogene linearne jednadzbe (2.4).

Dokaz: Ako vrijede gornje pretpostavke, tada je

Yyp = Clyl + C2y2
yp = C19 + Cayh + Ciyn + Chys = Cuyfy + oy
yp = Cry) + Coyy + C1y; + Coyy = Cryy + Cays + f.

Slijedi,
yp +yp +yp = C1yff + Cayy + f + Cryy + Coys + Crys + Coya
=Ciyl + i +y) + Gy +ya +12) +f = f.
Dakle, yp je zaista rjeSsenje nehomogene jednadzbe. O

Napomena 1. Uocimo da je determinanta matrice sustava iz prethodnog teorema jednaka
Wronskijanu. Znamo da je ona razlicita od nule sto znaci da imamo jedinstveno rjesenje.

Dakle, funkcije Cy @ Cy su jedinstvene.

Primijenimo sada Teorem 5 u rjeSavanju sljedec¢eg primjera.

T

Primjer 2. Odredimo opce rjesenje jednadzbe y" — y = %.

Rjesenje: Karakteristicna jednadzba pripadne homogene jednadzbe je oblika

N —1=0,



a njeni korijeni su A o = £1. Slijedi da je njeno opce rjesenje oblika
yr(z) = Cre” + Coe™, C1,Cy € R.
Pomocu metode varijacije konstanti nalazimo partikularno rjesenje dane jednadzbe:

Ci(z)e® + Co(z)e ™ =0
Ci(z)e” — Cylw)e™ = -

?.
Rjesenje sustava je
Ci=3 = C=3z
Ch=-2 = Cp=—1e*
pa je pripadno partikularno rjeSenje prema (2.9) dano s yp(r) = %mew — ée“g.

Prema Teoremu 4 opce rjesenje polazne jednadzbe dano je s

1 1
y=yg +yp =C1e"+Coe™ + gxex — ﬁe”, Ci,Cy € R.

Za razliku od metode varijacije konstanti, metoda neodredenih koeficijenata opisuje kako
rjeSavamo nehomogene jednadzbe kada je funkcija smetnje posebnog oblika [4].

Teorem 6. (Metoda neodredenih koeficijenata)
Neka je \g = ag+15y, pri cemu su oy, By € R, nultocka kratnosti ky karakteristicnog polinoma
jednadzbe

ay’ + by’ +cy = f(x), (2.10)

u kojoj su a,b,c € R. Ukoliko Ay nije nultocka, onda uzimamo kg = 0. Nadalje, neka je
f(z) = e*®[Py(z) cos(fox)+ Po(z) sin(Syx)] za neke polinome Py, Py s realnim koeficijentima.
Tada jednadzba (2.10) ima partikularno rjeSenje oblika

yp(z) = 2%e*[Q, (2) cos(Box) + Qa(z) sin(Fox)],
za neke polinome Qy i Qo Ciji je stupanj < max{degPy,degPs}.

Koeficijente polinoma )y i ()2 iz prethodnog teorema dobivamo uvrStavanjem rjesenja u
pocetnu diferencijalnu jednadzbu. Pogledajmo kako se metoda neodredenih koeficijenata

moze primijeniti na neke primjere.
Primjer 3. Odredimo opce rjesenje sljedecih jednadzbi:
a) y' — 3y’ = 2sin(3z),

b) y' — 2y +y = 6xe”.



Rjesenje:

9

b)

Karakteristicna jednadzba pripadne homogene jednadzbe je oblika
3% =0,
a njeni korijeni su Ay = 0, Ao = 3. Slijedi da je njeno opce rjesenje oblika
yu(z) = C1 + Coe™, C1,C €R.

Funkcija smetnje je oblika f(x) = 2sin(3z) pa moZemo primijeniti Teorem 6. Slijedi
da je g = 0, By = 3, Pi(x) =0, Py(z) = 2. Kako je N\g = 3i dobivamo da je ky = 0.

Tada je, uz Q1 = A = const., Qa2 = B = const. partikularno rjesenje oblika
yp(z) = Acos(3z) + Bsin(3x).

Deriviramo yp = —3Asin(3x)+3B cos(3x), ¥} = —9A cos(3z) —9B sin(3x) te uvrstimo

u polaznu jednadzbu:

—9A cos(3x) — 9B sin(3z) + 9A sin(3z) — 9B cos(3x) = 2sin(3z)
(—9A — 9B) cos(3z) + (9A — 9B) sin(3z) = 2sin(3z).

Dobivamo sustav:

—9A-9B=0
9A — 9B =2,
1z Cega slyjedi A = é 1 B = —% pa je
1

L.
yp(r) = 5 cos(3z) — 5 sin(3x).

Konacno, opce rjesenje polazne jednadzbe prema Teoremu 4 je oblika

1 1
y(z) = C) + Coe™® + g cos(3z) — 5 sin(3z), C1,Cy € R,

Karakteristicna jednadzba pripadne homogene jednadzbe je oblika
PP T =1,
a njeni korijeni su Ay o = 1. Slijedi da je njeno opce rjesenje oblika
ya(z) = Cie® + Coze®™, Cy,Cy € R.

Funkcija smetnje je oblika f(x) = 6xe™ pa moZemo primijeniti Teorem 6. Slijedi da je
ap =1, By =0, Pi(x) = 6x, Po(x) =0. Kako je \g = 1 dobivamo da je ky = 2. Tada
je, uz Q1 = Ax + B, Q3 = 0 partikularno rjesenje oblika

yp(x) = 2°e"(Ar + B) = Ae”x® + Be"a?

10



Deriviramo

yp = Ae“z® + (3A + B)e"z® + 2Be”x,
yp = Ae“2® + (6A + B)e®x® + (6A + 4B)e"z + 2Be”

te uvrstimo u polaznu jednadzbu:

Ae”r® + (6A + B)e"z® + (6A + 4B)e"x + 2Be” — 2Ae"x?
— (6A+ 2B)e"s? — 4Bez + Ae®x® + Be®x® = 6xe”.

Nakon ponistavanja dobivamo
6Ae”z 4+ 2Be” = 6xe”,
12 Cega slijedi A =11 B =0 pa je
ypla) =ez”.
Konacno, opce rjesenje polazne jednadzbe prema Teoremu 4 je oblika

y(z) = C1e” + Cyze® + 23¢®, C1,Cy € R.

11



U sljede¢a dva poglavlja bavit ¢emo se primjenama linearnih diferencijalnih jednadzbi
drugog reda s konstantnim koeficijentima. Preciznije, u poglavlju 3 proucavat ¢emo ravno-

tezni polozaj napete Zice, a u poglavlju 4 harmonijski oscilator. Slijedit ¢emo [1, 3, 7].

3 Ravnoteza napete Zice

U ovom poglavlju ¢emo proucavati kontinuum ili materijalno tijelo. Bavit ¢emo se uglav-
nom samo makroskopskim svojstvima. Osnovno svojstvo kontinuuma je da sila kojom dva
njegova komada djeluju jedan na drugog ne ovisi o samim komadima, nego samo o polozaju
njihovog kontakta; tu silu nazivamo kontaktna sila. Cesto ¢emo koristiti zakon ravnoteze
sila koji kaze da ako je tijelo u ravnotezi, onda je rezultanta svih sila koje na njega djeluju
jednaka nuli [1].

Neka je €2 = [0,1] na z-osi poloZzaj tanke Zice koja je napeta ¢ivijom, primjerice kao na gi-
tari. Kada govorimo o tankoj zici to znadi da je njena tezina zanemariva, dok kod teske Zice
tezina nije zanemariva. S a(x) ¢emo oznaciti kontaktnu silu u tocki z, to je sila kojom dio
(x,1) djeluje na dio (0, ), odnosno s desna na lijevo. Nazivamo ju napetost Zice i sila je
longitudinalna ili uzduzna, to jest paralelna je s z-osi. Onda je —a(z) sila kojom dio (0, z)

djeluje na dio (x,!).

Ako je (x1,x2) C [0,1], 21 < x2, onda je ukupna longitudinalna sila na komad (x1, z2) jednaka

a(xq) — a(zy), dok prema zakonu ravnoteze vrijedi

a(zs) — a(z1) =0,

odnosno

a(x) = const.

U ovakvom sluc¢aju dobivamo da je napetost zice konstantna i jednaka je longitudinalnoj sili
koja djeluje na desnom kraju = = [, odnosno jednaka je a(l) > 0.

Osim ¢ivijom, zicu mozemo napinjati horizontalno utegom tezine Tj, kako je i prikazano na

Slici 1. Nadalje ¢emo pretpostaviti da je Ty > 0. Tada je napetost a(z) = const. = a(l) = Ty,

0 /

CC(E . :

g = ubrzanje teze

Iy

Slika 1: Zica napeta utegom (preuzeto iz [1])
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Promotrimo sada tesku zicu koja slobodno visi i neka pri tome x-os ima smjer ubrzanja
sile teZe. Zica je napeta svojom teZinom. S T(zy, x3) oznadimo tezinu komada (z1, z5). Tada
je ukupna longitudinalna sila na taj komad jednaka a(zy) — a(xy) + T'(z1, z5), pa koristeci

zakon ravnoteze dobivamo
a(z2) — a(x1) + T'(x1,22) = 0.

Ako uvrstimo xy = x, x5 = [ i uzmemo pri tome u obzir da je lijevi kraj x = [ slobodan, $to
znadi a(l) = 0, dobivamo

alz) = T(z,1), (3.1)

iz ¢ega slijedi da je a(z) > 0 za x < L.

Ako u z = [ objesimo uteg tezine Ty, onda umjesto (3.1) dobivamo
a(zx) = T(z,l) + Ty,

iz cega slijedi da je a(x) > 0 za z <.

Uz dodatnu pretpostavku da je zica homogena, to jest da je konstantne gustoce, onda je
T(z,l) = pg(l — ), gdje p oznacava linijsku gustoéu mase, pa dobivamo

a(z) = pg(l — x) + To.

Opcenitije, ovaj slu¢aj mozemo zapisati na sljedec¢i na¢in: ako na zicu djeluje longitudinalna
linijska sila s gusto¢om sile ¢ : [0,]] — R, onda je ukupna linijska sila na komad (z1,z2)

jednaka

GG

1

Slijedi da je ukupna sila na taj komad uz primjenjen zakon ravnoteze

a@ﬁ—dm%+/mﬂ®ﬂﬂ=0

r1

Uvrstavanjem z; = z, £ = [ slijedi

Ako na zicu uz linijsku silu djeluje i kontaktna sila a(l) = Ty > 0, onda je

M@=%+/M&M>

Promotrimo dalje sluc¢aj kada je uzduzno napeta zica pod utjecajem vanjske poprecne ili
transverzalne sile gustoce ?, to jest sile koja je okomita na x-os, a paralelna nekoj fiksnoj
ravnini. Pretpostavimo da je vanjska sila slaba, odnosno puno manja od napetosti. Takoder

pretpostavljamo da se zica malo deformira kada je pod utjecajem slabe transverzalne sile.

13



Tocka z € [0,1] prilikom deformacije dode u tocku P(z) = (z,u(z)) € R?, gdje s u(z) ozna-
¢avamo progib tocke z.

Pretpostavka da mala deformacija zice povlaci da je onda progib puno manji od duljine Zice
zapisujemo kao
u(@)] < 1, (3.2)

o' (z)] <1, (3.3)

za svaki z € [0,1].

Lako se provjeri da je (3.2) posljedica (3.3): kako je Zica ucvriéena u lijevom kraju z = 0,
vrijedi u(x) = 0, pa je

pa iz gornje jednakosti i a(z) > 0 za x < [ slijedi

l
@) < [ W (@)ld(e) < - maxu| <1
0
Za element duljine luka deformirane Zice imamo

ds = /1+ (v(z))*dr =~ dx,

pa mozemo reé¢i da mala deformacija ne uzrokuje istezanje Zice.

Sa ¢ = (¢a, ¢y) oznacujemo kontaktnu silu u tocki P(z), odnosno silu kojom dio P(z)P(1)
djeluje na P/(Om Ovdje ¢emo koristiti zakon ponasanja koji odredujemo eksperimen-
talno: ako je deformacija napete Zice mala, kontaktna sila ¢ (z) u tocki P(z) po apsolutnoj
vrijednosti je jednaka napetosti a(z) i paralelna je tangencijalnom vektoru Zice u toj tocki.
Slijedi

q(z) = a(x)T (x),
gdje je f(w) jedini¢ni tangencijalni vektor na I';, u toc¢ki = koji je izraza

—

: i+d(@)] -
T(x) = ———=— =i+ u'(x)].
(1) = e T ()]
Uzduzna komponenta kontaktne sile je ¢,(z) = a(z), a popreéna je ¢ (x) = a(x)u/'(z). Zakon
L

ravnoteze za komad P(z1)P(zy) glasi
dles) —dlen) + [ Fle)d©) =0 (3.4)

iz Cega imamo rastav na uzduznu i popre¢nu komponentu 7 i j redom

2
=3

v qgc(xQ) - %c(xl) o fx(f)d(f) =

r1
2
-

& Qy(xQ) - Qy(ml) b fy(f)d(f) =0,

T

14



Sto jos zapisujemo kao

g (&) + £€)dE) =0

.|

: / “@© + £,©)dE) =o.

U nastavku ¢emo iskoristiti osnovnu lemu varijacijskog racuna [1].

Lema 1. (Osnovna lema) Ako je h € C(]0,1]) i (Vx1, 29 € [0,1]) fff h(€)d(&) = 0, onda
je h =0.

0

Prema navedenoj lemi zakon ravnoteze mozemo zapisati u diferencijalnom obliku jer su

funkcije f, fy, ¢; i g, redom neprekidne:

¢ () + fo(z) =0
q,(z) + fy(x) =0,
Sto vrijedi ako i samo ako je
¢ (z) + f(z) =0, (3.5)

a to je pak ekvivalentno s (3.4).

Uvrstavanjem uzduZne i poprecne komponente kontaktne sile u (3.5) dobivamo jednadzbe

d'(z) + fo(x)
(a(z)u(z))" + fy(x) =

0

Uoc¢imo da iz prve jednadzbe mozemo izra¢unati napetost, dok drugu jednadzbu nazivamo
jednadzba ravnoteze.

Kada se zica dodatno nalazi u elasti¢nom sredstvu koje se elasti¢no opire deformaciji,
tada na nju uz vanjsku silu f, takoder djeluje i linijska sila s gustocéom koja je u svakoj
tocki proporcionalna progibu, —b(z)u(z), gdje je b(z) koeficijent elasti¢nosti sredstva u ko-
jem se nalazi uzduzno napeta zica. U ovakvom slucaju vrijede standardne pretpostavke:

a € CY([0,1]), a(xz) > 01ibe C([0,1]), b(zx) > 0.

S obzirom da nema istezanja zice, gustoca djeluje samo u smjeru y-osi, pa uz oznake z; =0
i 29 = x slijedi
0/(@) = 00 + [ (5O ~ ) = 0.
0
Uvrstavajuéi zakon ponaSanja ¢,(x) = a(z)u/(z) u gornju jednadzbu, slijedi

ale) () — a(0)u(0) + / (4(6) — HO(E)(E) = 0.
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Iz gornje jednadzbe deriviranjem dobivamo
d (z)u'(z) + a(z)u"(z) — 0+ fy(z) — b(z)u(z) =0,

to jest
(a(z)v/(x)) — b(x)u(z) + f,(x) = 0. (3.6)
Jednadzba (3.6) je jednadzba ravnoteze, a ocito je to linearna obi¢na diferencijalna jed-

nadzba drugog reda za funkciju u(z) sa koeficijentima a i b za koje ¢emo u nastavku pret-

postaviti da su konstantni.
Ako je f = 0, jednadzba je homogena. Jednadzba (3.6) je linearna, pa ukoliko su funkcije

uy 1 uy rjeSenja homogene jednadzbe, za dane koeficijente a i b, odnosno

(au}) — buy =0,

(auy)" — bug = 0,
onda je takoder i njihova linearna kombinacija

U = C’lul + OQUQ,
za proizvoljne C7, Cy € R, rjeSenje homogene jednadzbe

(au') — bu = 0.

Svako rjeSenje jednadzbe oblika (3.6) nazivamo stacionarno ili ravnotezno stanje.
Postoje brojni drugi modeli iz matematicke fizike u kojima koristimo linearne obi¢ne diferen-
cijalne jednadzbe drugog reda s konstantnim koeficijentima, kao npr. uzduzna deformacija
tankog Stapa, torzija tankog kruznog stapa, provodenje topline kroz tanki stap, itd. Za dalj-
nje proucavanje istih pogledati [1].

3.1 Rubni uvjeti

Nas zanimaju rjesenja koja predstavljaju ravnotezno stanje sa zadanim uvjetima na kra-
jevima z = 0 (lijevi kraj) i = [ (desni kraj), a takve uvjete nazivamo rubni uvjeti i njih
¢emo ukratko prouditi u ovom potpoglavlju te dati jedan primjer kako bi pokazali rjesavanje
takvih zadataka. Odredivanje rjesenja koje zadovoljava rubne uvjete zove se rubna zadaca.

Prisjetimo se primjera poprecno opterec¢ene napete zice. Rubni uvjeti mogu biti:

a) DIRICHLETOV

Dirichletov uvjet zadaje vrijednost progiba. Imamo u¢vrséen kraj, bilo ¢ivijom ili ute-
gom. Kada je lijevi kraj u¢vrséen, tada je u(0) = 0. Kada je desni kraj ucévrséen, tada
je u(l) = ¢, gdje je c zadani broj i on je jednak nuli ukoliko je kraj uévrséen utegom.
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b) NEUMANNOV

Umjesto progiba, u ovom slucaju je zadana kontaktna sila. Pretpostavimo da imamo
Zicu napetu pomocu niti vezane kotafem za lijevi kraj (x = 0). Ako na taj kraj
objesimo uteg tezine C' imamo ¢, (0) = C' iz cega slijedi da je a(0)u'(0) = C, odnosno
' (0) = —. Ako pak je C'= 0 imamo samo kotac i vrijedi «/(0) = 0 te kazemo da je

a(0)

lijevi kraj slobodan.

¢) ROBINOV

Ako je zica napeta pomocu niti vezane za desni kraj x = [ i ako je taj kraj povezan

elasticnom oprugom konstante x > 0, rubni uvjet glasi

qy(1) = —ru(l)
a(D)u'(1) = —ku(l)

: R "
Ako oznacimo s k := ——, dobivamo

a(l)
u' (1) + ku(l) = 0. (3.7)

Opcenito, rubnu zadac¢u zapisujemo na sljedec¢i nacin

(a(z)u/(2)) — b(z)u(z) + f(z) =0
au’(0) — Bu(0) = ¢ (3.8)
yu'(1) + du(l) = d,

pri Cemusua, 8,7, 0 >0tea+8>0,v+d>0.

Primjer 4. Teska homogena Zica duljine l, linijske gustoce p, napeta je i ucvrséena na li-
jevom kraju utegom mase m, dok joj je desni kraj ucvrséen za kotac koji se moze slobodno
kotrljati po poprecnom Zlijebu. Za kotac je vezan uteg tezine C. Nadite ravnotezni progib ako

se Zica nalazi u polju sile teZe koja djeluje poprecno na nju.

Rjesenje:
U smjeru y-osi imamo kontaktnu silu q,(1) = —C, to jest a(l)u'(l) = —C' iz cega dobivamo
Neumannov rubni uvjet koji glasi v’ (1) = ﬁ
a
Kako je lijevi kraj ucvrséen, imamo Dirichletov rubni uvjet koji glasi u(0) = 0.
Nemamo vanjsku horizontalnu silu pa je f = 0.

Ako nemamo uzduzne sile, a(z) je konstanta i jednaka je teZini utega, odnosno a(x) = mg.
Uvrstavanjem u Neumannov rubni uvjet slijedi v’ (1) = —
m

Trebamo jos izracunati gustocu sile u smjeru y-osi, f,. Imamo silu linijske gustoce mase p
te dobiwvamo da je f, = —pg.
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Prema tome, iz jednadzbe ravnoteze (3.6) slijeds
(mgu'(2))" = pg =0,

-C

§to zajedno s rubnim wvjetima u(0) = 0 1/ (l) = — daje Cauchyjevu zadacu koju rjieSavamo
mg

u nastavku.

Sredivanjem jednadzbe ravnoteze dobivamo
" o ﬁ
w (z) = -
Integriranjem po varijabli x gornjeg izraza slijedi

U,(I') = ﬁl’ + Cl, Cl € R.
m

Uvrstimo v u prethodnu jednadzbu Neumannov rubni uvjet slijedi

) =Liro=-
m mg

12 cega dobijemo da je

—C — pl
C, = mgP g
Integriramo i sada izraz
C + pl
W)= Ly 2128,
m mg
slyjeds
2 C+pl
u(z) = sl +pgw—|—C’2, Cy e R.
m 2 mg

Uvrstavanjem Dirichletovog rubnog uvjeta dobivamo da je
Cy=0.
Dakle, pronasli smo ravnotezni progib za ovakav slucaj © on glasi

px2 C+plg
o) =g

B,
g
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4 Harmonijski oscilator

U ovom poglavlju ¢emo prouciti gibanje harmonijskog oscilatora. Pri promatranju ces-
tice objeSene na oprugu koja titra opazamo da se amplituda titranja sve viSe smanjuje,
¢emu je razlog gubitak energije u okolini. Amplituda se smanjuje sve dok titranje potpuno

ne prestane. Glavni uzrok gubitka energije je otpor medija u kojem promatrana cestica titra.
Promatramo tijelo mase m koje je pri¢vrséeno na oprugu koja je ucvrséena u fiksnoj tocki.

Tijelo se giba pod utjecajem elasti¢ne sile opruge, u viskoznom mediju koji se opire gibanju.
Koeficijent elasti¢nosti £ je pozitivna konstanta kojom je opisano kako se opruga rasteze.

Ravnotezni polozaj Gibanje

f =

‘ 666066666

viskozni medij

Slika 2: Harmonijski oscilator (preuzeto iz [6])

Na Slici 2 je prikazan opisani model. Pretpostavimo da se tijelo giba samo u smjeru z-osi te
da nema djelovanja gravitacijske sile u sustavu. Oznacimo s F, zbroj svih sila koje djeluju
na promatrano tijelo. Prema drugom Newtonovom zakonu vrijedi
dv d*x
Fo=ma=m— =

dr e

pri ¢emu je m masa, v brzina te a akceleracija tijela.

Sile koje djeluju na sustav su:

e Sila opruge, koju oznacavamo s F, i definiramo formulom F, = —kz, k > 0. Sila
je proporcionalna (prema Hookeovom zakonu) i suprotno usmjerena otklonu z (jer je
vektor sile suprotne orjentacije od vektora produljenja).

e
e Sila priguSenja, koju oznacavamo s Fj, i definiramo formulom £, = —E s gdje je
¢ > 0 konstanta prigusenja. Sila je proporcionalna i suprotno usmjerena brzini gibanja.

To je sila kojom se viskozni medij opire gibanju.
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e Vanjska sila, koju oznacavamo s f(¢) i definiramo kao sumu svih vanjskih sila koje

djeluju na sustav.

Kako vrijedi F,, = F,, + F, + f(t), uvrstavanjem u drugi Newtonov zakon dobivamo

d*x dx
to jest
d*x dx (1)
= o e =222 4.1
dt? + dt tw m’ 1)

= % Uo¢imo da je konstanta w? pozitivnog predznaka jer je k > 0,

pri cemu je I' = =, w
a masa ne moZe biti negativna. Jednadzba (4.1) je linearna diferencijalna jednadzba drugog

reda s konstantnim koeficijentima.

Pretpostavimo sada da nema djelovanja vanjske sile niti prigusenja, odnosno f(t) =0 i
¢ = 0. Onda je jednadzba (4.1) sljedeceg izgleda:
Cx 5
a to je homogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda. Njena karakteristi¢na jed-

nadzba je oblika A? + w? = 0, a rjeSenja te jednadzbe su \; o = twi.

Tada je prema Teoremu 1 s z(t) = C} cos(wt) + Cysin(wt), C1,Cy € R dano opce rjeSenje
jednadzbe (4.2). Moze se pokazati (|3]) da se funkcija z(t) = C} cos(wt) + Cy sin(wt) moze
zapisati u obliku

z(t) = Rcos(wt — ),

gdjeje R=+/C}+C3ip=tg™" (g—f)

Slika 3: Jednostavno harmonijsko gibanje (preuzeto iz [3])

Ovako opisano gibanje nazivamo jednostavno harmonijsko gibanje. Uoc¢imo da je gi-
banje periodi¢no s temeljnim periodom 7" = %’r, pri ¢emu je w vlastita frekvencija titranja
sustava, R amplituda te  fazni pomak. Prikaz gibanja je vidljiv na Slici 3, na kojoj vidimo

da funkcija x poprima vrijednosti na segmentu [—R, R].
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4.1 Harmonijski oscilator s prigusenjem

Kada u sustavu nema vanjskih sila ali je ukljuc¢eno prigusenje, to jest neki otpor jednadzba
(4.1) glasi:

d?z dx

Sto je homogena linearna diferencijalna jednadzba s konstantnim koeficijentima koju znamo

rijesiti. Pripadna karakteristi¢na jednadzba je
N 4+TA+w? =0,

a njeni korijeni su

—' 4 +/1T2 — 4w?

Alg = 5

U ovisnosti o diskriminanti, to jest o predznaku +/I'? — 4w?, dobivamo tri moguca slucaja
koja ¢emo pogledati u narednim potpoglavljima.

4.1.1 Jako (nadkriti¢no) priguSenje

U ovom sluéaju je I'? — 4w? > 0, to jest vrijedi I'? > 4w? §to nam govori da je konstanta
prigusenja c jako velika. Rjesenja A1 i A2 su negativna, Sto znaci da uteg ne oscilira, a opce
rjeSenje jednadzbe (4.3) glasi

zlt) = (et i C’ge)‘Qt, C1,Cy e R.

Cinjenicu da ¢ée se uteg nac¢i u ravnoteznom polozaju z = 0 nakon dovoljno dugo vremena

potvrdujemo time da z(t) — 0, kada t — oc.

Pogledajmo sada primjer ovakvog gibanja.

Primjer 5. Kugla mase 1kg rastegne oprugu za 5m. Treba odrediti diferencijalnu jednadzbu
gibanja ako je ono priguSeno viskoznim medijem konstante prigusenja 3 kg/s, uzimajuéi da

je g =~ 10m/s?. Opruga je istegnuta za 2 m, s pocetnom brzinom —1m/s.
Rjesenje: Uvrstimo sve poznate elemente u jednadzbu (4.3). Dobivamo
z" + 32’ + 2z = 0.
Njena karakteristicna jednadzba je oblika
X +3x+2=0,

12 Cega dobivamo da je \y = —2 1 Ay = —1.
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Rjesenje dane jednadzbe prema Teoremu 1 glasi x(t) = Cie™ + Che™t, C,,C, € R.

Iz pocetnih uwvjeta x(0) = 2 i 2/(0) = —1, slijedi da je C; = —1 i Cy = 3, pa je konacno
rjeSenje zadanog gibanja dano s

z(t) = —e % + 3e7".

Gibanje je prikazano na Slici 4.

Slika 4: primjer jakog prigusenja

4.1.2 Grani¢no (kriti¢no) prigusSenje

U ovom slucaju je I'? — 4w? = 0, to jest vrijedi I'? = 4w?. RjeSenja A\; i A2 su jednaka
i ozna¢imo ih s A = —4 < 0, §to znadi da uteg ne oscilira. Opce rjeSenje jednadzbe (4.3)

prema Teoremu 1 dano je s
l’(t) = (Cl + Cgt)eAt, Cl, 02 € R.

Primijetimo da x — 0 kada t — 0o $to nam govori da ¢e se uz ovakvo prigusenje uteg vratiti
u ravnotezni polozaj.

Primjer 6. Kugla mase 1kg rastegne oprugu za 2.5m. Treba odrediti diferencijalnu jednadzbu
gibanja ako je ono priguSeno viskoznim medijem konstante prigusenja 4 kg/s, uzimajuéi da

je g =~ 10m/s*. Opruga je istegnuta za 1 m, pa ispustena.

Rjesenje: Uvrstimo sve poznate elemente u jednadzbu (4.3). Dobivamo
2’ +4x' +4x = 0.

Njena karakteristicna jednadzba je oblika
M 4ar4+4=0,

12 Cega dobivamo da je A\ = Ay = —2.
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Rjesenje dane jednadzbe dano je s x(t) = e 2(Cy + Cyt), C;,Cy € R.

Iz pocetnih uvjeta x(0) =1 i 2'(0) = 0, slijedi da je C, =1 i Cy = 2, pa je konacno rjeSenje

zadanog gibanja dano s
z(t) = e 2 (1 + 2¢).

Gibanje je prikazano na Slici 5.

08

02

Slika 5: primjer grani¢nog prigusenja

4.1.3 Slabo (potkriti¢no) prigusenje

U ovom slucaju je I'> — 4w? < 0, to jest vrijedi I'? < 4w?, §to nam govori da je konstanta
prigusenja ¢ jako mala. RjeSenja A; i Ay su kompleksno konjugirani brojevi s negativnim

realnim dijelom. Slijedi da je opce rjesenje jednadzbe (4.3)

z(t) = e~ 7(Cy cos(nt) + Cysin(nt)), C,Ch € R,

gdje je n = /w? — T2

Slika 6: Graf funkcije z(t) = e~ 2* cos(nt — f3)
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Dobiveno rjeSenje mozemo zapisati u obliku
z(t) = Re™ 7! cos(nt — B), (4.4)

gdje je s Re™ 2! oznadena amplituda, a s 3 fazni pomak.

Kako je trigonometrijska funkcija kosinus definirana na segmentu [—1,1], funkcija z(t) je
5w _Ly _Ly 4 i3 i . . y
ograni¢ena na segmentu [—Re 2" Re”2'|. Preciznije, pomak x je kosinusoidalnog izgleda
¢ija se amplituda smanjuje s vremenom t $to nam je jasnije prikazano na Slici 6, pri ¢emu

su R=3,1=0.8,n=1te = 1.6 uvrsteni u jednadzbu (4.4). Dakle, lim;_,~(z(t)) = 0.

Primjer 7. Kugla mase 1kg rastegne oprugu za 2m. Treba odrediti diferencijalnu jednadzbu
gibanja ako je ono priguSeno viskoznim medijem konstante prigusenja 2 kg/s, uzimajuéi da

je g ~ 10m/s*. Opruga je istegnuta za 1 m, s pocetnom brzinom 1m/s.

Rjesenge: Uurstimo sve poznate elemente u jednadzbu (4.3). Dobivamo
z" + 22" + 5z = 0.
Njena karakteristicna jednadzba je oblika
12X+ 5=0,

12 cega dobivamo da je A\ = —1 4 2, Ao = —1 + 24.

Rjesenje dane jednadzbe prema Teoremu 1 glasi
z(t) = e *(Cy cos(2t) + Cysin(2t)), C1,Cy €R.

Iz pocetnih uvjeta x(0) =1 i 2'(0) = 1, slijedi da je Cy =1 i Cy = 1, pa je konacno rjeSenje

zadanog gibanja dano s
x(t) = e (cos(2t) + sin(2t)).

Gibanje je prikazano na Slici 7.

Slika 7: primjer slabog prigusenja
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4.2 Rezonancija

U prethodnom potpoglavlju smo imali uklju¢eno prigusenje, dok ¢emo sada ukljuciti
djelovanje neke vanjske sile f(¢) u sustavu. Radi jednostavnosti pretpostavit ¢emo da u
sustavu nema prigusenja (¢ = 0). Sada je nehomogena diferencijalna jednadzba koja opisuje

gibanje sustava oblika

d*z 9
gdje je w? = £ F(t) = % Rjesenje dobivene homogene jednadzbe glasi

xg = C; cos(wt) + Cysin(wt), C1,Cy € R.

Ukoliko je F' oblika F'(t) = Fjcos(wpt) jednadzba (4.5) glasi
d*z
Iz + w?z = Fy cos(wpt) (4.6)

pa je partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe (4.5) oblika
xp = A; cos(wot) + A sin(wpt),

pri ¢emu su A; i A; nepoznate konstante. Nakon uvrstavanja

r'h = —Ajw? cos(wot) — Agw} sin(wgt)

izp u (4.6) te izjednaavanja koeficijenata uz cos(wgt) i sin(wyt) dobivamo

A~k +u?) = R,
Az(—wi +w?) =0,

E
Slijedi da je A; = ﬁ, Ay = 0 te je opcCe rjeSenje jednadzbe (4.6) jednako
: Fo
z = C cos(wt) + Cy sin(wt) + P cos(wpt) = R cos(wt — f) + ey cos(wot),

F
pri demu je R = /C; + C3, tg 8 = % Konstanta rocﬂ ovisi o vanjskoj sili f(¢), dok
0

konstante R i S mozemo odrediti iz po¢etnih uvjeta.

Uocavamo da amplituda moze biti velika ako je w = wp, dok u slu¢aju w = wy dolazi do
pojave koju nazivamo rezonancija. U tom slucaju je frekvencija sustava jednaka frekvenciji
vanjske sile te je partikularno rjeSenje jednadzbe (4.6) dano s

zp = t(A; cos(wpt) + Ag sin(wpt)).

Postupamo kao i ranije u pronalasku konstanti A; i Ay te je Ay =0, Ay = % Dakle, u

ovom slu¢aju opce rjeSenje jednadzbe (4.6) glasi

Eot
T =2xg +xp = Rcos(wot — B) + 2—0 sin(wot). (4.7)
Wo
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Primijetimo da ¢e kada t — oo oscilacije biti neomedene pa ée za dovoljno veliki ¢ doéi do
razbijanja sustava. Iduca slika prikazuje pojavu rezonancije, pri ¢emu je u jednadzbu (4.7)
uvrSteno R=0, wy =10, =51 Fy = 5.

qﬁaAﬂAAAAA,
vvvvvvvv

Slika 8: pojava rezonancije
Pojava rezonancije moze uzrokovati velike katastrofe, najcesée se to dogada u gradi-

teljstvu pa se prilikom gradnje se u obzir trebaju uzeti vibracije. Jedan od najpoznatijih
slucajeva pojave rezonancije je urusavanje Tacoma Bridgea u Washingtonu.
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