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1 Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se modeliranjem u nastavi matematike. Konkretno, navest ¢emo
neke primjere i zadatake iz modeliranja namijenjene ucenicima osnovnih i srednjih skola.
Modeliranje mozemo definirati kao otkrivanje i testiranje matematickih prikaza ili modela
stvarnih predmeta ili procesa. Kao takvo, modeliranje je vazno jer matematiku u¢imo ponaj-
prije da bi ju mogli upotrijebiti u svakodnevnom zivotu, pri u¢enju drugih skolskih predmeta
ili u radu.

U prvom poglavlju rec¢i ¢emo sto je to model i nesto vise o samom procesu modeliranja te o
poteskoc¢ama s kojima se kao nastavnici mozemo susresti kod ucenika kada se radi o procesu
modeliranja. Takoder, navest ¢emo ¢etiri osnovna pristupa matematickom modeliranju te
dati odgovarajuce primjere.

U idué¢em poglavlju usredotocit ¢emo se na modeliranje u osnovnoj skoli te prikazati primjere
koji su namijenjeni osnovnoskolskom uzrastu i koji se mogu izvesti u nastavi matematike.
Neki od primjera su izvedeni, pa su uz njih navedene reakcije ucenika i iskustva nastavnika.
U posljednjem poglavlju ovoga rada, usmjerit ¢emo se na modeliranje u srednjoj skoli. Ana-
logno, kao i za osnovnu skolu, navest ¢emo odgovarajuce zadatke iz modeliranja te iskustva
s nastave ukoliko su zadatci radeni s u¢enicima na nastavi. U ovom poglavlju, usredotocit
¢emo se na modeliranje razlicitim funkcijama kao Sto su linearna, kvadratna, eksponenci-
jalna, logaritamska te trigonometrijske funkcije.



2 Matematicko modeliranje

U ovom poglavlju re¢i ¢emo sto je to model i matematicko modeliranje. Nabrojat ¢emo neke
probleme koji se mogu javiti u nastavi matematike kada govorimo o procesu modeliranja te
¢emo na kraju navesti osnovne pristupe matematickom modeliranju i poblize ih pojasniti
pomocu primjera.

2.1 Model i modeliranje

Prije nego krenemo govoriti o modeliranju, re¢i ¢emo sto je to model. Rije¢ model ima
razli¢ito znacenje ovisno o kontekstu u kojemu tu rije¢ promatramo. Kada govorimo o
matematickom modelu onda tu mislimo na nekakav uzorak ili obrazac koji koristimo kako
bi rijesili matematicki problem. Rije¢ model u matematici obi¢no oznacava simboli¢nu ili
konkretnu ilustraciju matematickog pojma.

Matematicko modeliranje je otkrivanje i testiranje matematickih prikaza ili modela stvarnih
predmeta ili procesa. Matematicko modeliranje se moze opisati kao proces od realne situacije
do matematickog modela i "natrag”. Cilj matematickog modeliranja jest da se pravi problem,
problem u kontekstu, opise na matematicki nac¢in (Slika 1.).

KONTEKST MATEMATICKO ZNANJE

Opisivanje Uporaba

e objekata e matematickih objekata

e odnosaiprocesa : e relacijaiprocesa

u svakida$njem Zivotu, biologiji, fizici,... u izraunima, raspravama, ...

Slika 1.

Valja naglasiti kako je modeliranje ciklicki proces u kojemu povezujemo promatranu
pojavu s matematickim objektom. Zato matematicko modeliranje i jest zahtjevno jer pret-
postavlja poznavanje modeliranih pojava, matematickih alata, tehnika modeliranja i kriticko
misljenje o koristenju modela.

U nastavku ¢emo navesti osnovne korake matematickog modeliranja. Iako se na nastavi
matematike ¢esto ne stignu realizirati u potpunosti svi koraci, dobro je imati na umu na Sto
sve obratiti paznju kada se radi modeliranje.

Koraci matematickog modeliranja:

1. Razumijevanje i identificiranje problema.
2. Oblikovanje pretpostavki i matematicka formulacija:

(a) Prepoznavanje i klasifikacija varijabli.

(b) Odredivanje odnosa varijabli.

3. Rjesavanje problema.



4. Provjeravanje dobivenog modela:

(a) Odnosi li se model na problem?
(b) Radi li se o smislenom modelu?

(c) Testiranje modela na stvarnim podatcima.

5. Uporaba modela.

6. Poboljsanje modela.

)

Rjesavanje
matematickog
modela

Problemska situacija TraZenje primjerenog
" matematickog modela
1 za danu realnu situaciju
Razumijevanje problemske 3
situacije i postavljanje
pitanja

i

TraZenje i zapis

pretpostavki I)

Interpretacija na jeziku

problema

i

Provjera modela,

NUE PRIHVATUIV
ogranienja =) !

PRIHVATUIV

Interpretacija modela,
uporaba modela

Slika 2. Modeliranje kao ciklicki proces




2.2 Modeliranje u nastavi

Ciljeva poduke matematike je mnogo. Da je zaista tako lako se mozemo uvjeriti ukoliko
pitamo nastavnike ili ako pogledamo kurikulum matematike. Pregled nastavnih planova i
programa otkriva da se deklarirane namjere ucenja matematike mijenjaju tijekom vremena,
ali stalno treba imati na umu da matematiku uc¢imo da bi ju mogli upotrijebiti u svakod-
nevnom zivotu, pri uc¢enju drugih Skolskih predmeta, u radu. O vaznosti takvog videnja
matematike govori izraz "korisni zadatci”. Naziv sugerira da bi u takvim ”korisnim zadat-
cima” ucenici upotrebljavali nauc¢ene matematicke pojmove i postupke u nematematickom
kontekstu.

Kao sto je veé¢ receno, matematicko modeliranje je zahtjevno rjesavanje realnih problem-
skih situacija. Samim time u nastavi matematike mozemo ocekivati kognitivne poteskoce
ucenika. Tako u¢enici mogu imati problem u primjeni vise informacija u isto vrijeme ili imati
poteskoce u prepoznavanju implicitno zadanih podataka. Isto tako, u¢enici mogu imati pro-
blema s vizualizacijom problema, dvosmislenim tumacenjem svojih ideja u rjesavanju pro-
blema ili potesko¢e u provjeri i interpretaciji rjeSenja tj. modela. Kao nastavnici moramo
biti svjesni ovih ili nekih drugih problema koji se pojavljuju kod ucenika kada govorimo o
modeliranju, ali i sami nastojati pomoci da bi ucenici lakse napredovali i prevladali prepreke
u rjesavanju problema.

Osim toga, postoje prepreke u modeliranju koje se odnose na samo izvodenje nastave. Mode-
liranje zahtijeva dosta vremena pa se tesko uklapa u jedan skolski sat. Ponekad je nemoguce
realizirati planirane nastavne sadrzaje, a kamoli izdvojiti vrijeme za modeliranje. Sami su
nastavni planovi i programi dosta optereceni. Isto tako, tesko je procijeniti kako ¢e ucenici
reagirati na postavljene probleme i koliko ¢e im vremena biti potrebno za donosenje ispravnih
zakljucaka. Takoder, nastavnik igra veliku ulogu u samom modeliranju. On, osim $to mora
dati dobre primjere i probleme za modeliranje, iznimno je vazno da prilagodi zadatke uzrastu
i moguc¢nostima svakog ucenika. S druge strane, od ucenika se trazi dodatna angaziranost
te interes za istrazivanje.

2.3 Pristupi matematickom modeliranju

U ovom potpoglavlju navest ¢emo cetiri pristupa matematickom modeliranju i svaki od njih
poblize objasniti te dati odgovarajuce primjere iz nastave matematike.

2.3.1 Empirijski pristup

Empirijski se pristup u nastavi matematike moze koristiti kada zelimo utvrditi odnos medu
velicinama s time da su nam dani relevantni empirijski podatci. Kod ovog pristupa cesto
prikazivanjem podataka u koordinatnom sustavu pokusavamo utvrditi funkcijsku ovisnost
medu danim vrijednostima.



Udaljenost [km] | 3 | 13 | 23 | 33
Iznos [€] 13233141

Tablica 1: Ovisnost predene udaljenosti i cijene

Primjer 1: Tablica 1 prikazuje cijenu karte u jednom smjeru. Cijena je odredena udaljenoséu
koju autobus prede. Kolika bi bila cijena karte za udaljenost od 20 km?

Ovaj je primjer namijenjen ucenicima osnovne skole. U osnovnoj bi skoli ucenici koji
poznaju pojam grafa funkcije problem lako mogli rijesiti graficki. U koordinatnom bi sus-
tavu ucrtali poznate tocke i na neki ih nacin medusobno povezali. Iz dobivenog bi grafa
funkcije ocitali trazenu vrijednost.

Idud¢i primjer namijenjen je uc¢enicima koji poznaju pojam funkcije i izgled nekih funkcija
te znaju upotrebljavati program Graph.

Primger 2: Zanima nas kako vjezbanje poboljsava znanje tablice mnozenja. Prikupili smo
sljede¢e podatke:

Dan 1.} 2. 3.4 | 5. | 6. 7 |8 |9 |10 |11.]12.|13. | 14.

15.

16.

Vrijeme [min] | 7.7 | 5.6 | 4.9 | 3.7 | 4.7 | 3433283524 ]22[20|21]|20

1.9

1.9

1. Graficki prikazimo dane podatake u koordinatnom sustavu.

2. S programom Graph pronadimo neke funkcije kojima mozemo modelirati dobivene
podatke (npr. linearna, kvadratna, eksponencijalna funkcija). Usporedimo dobivene
modele.

3. Sto na temelju podataka i dobivenih krivulja mozemo zakljuéiti o u¢inkovitosti vjezbe
za poboljsanje tablice mnozenja? Kako bi dodatno potvrdili to¢nost izabranog modela?

Pomoc¢u programa Graph zadani problem rijesimo u nekoliko koraka. Ukoliko se ucenici
nisu susreli s tim programom moze se koristiti i neki drugi program. Kao nastavnici mozemo
ucenike voditi kroz zadatak ili im dati napisane korake da sami izvedu trazeno.

Koraci:

1. Unos zadanih podataka u tablicu: Funkcije — Unos serije tocaka i unesemo dane
podatke. Prikaz dobivenog je na Slict 3.

2. Testiranje razlicitih funkcija. Odaberemo Funkcije — Unos linije trenda i pokusamo
s razlicitim funkcijama prilagodbe. Dolje su prikazani pokusaji s linearnom funkcijom
(Slika 4), kvadratnom funkcijom (Slika 5) i polinomijalnom funkcijom (Slika 6).
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Kada usporedimo modele funkcija u odnosu na ucrtane empirijski dobivene tocke, mozemo
re¢i da se u odredenom podrucju svi modeli uklapaju, s nesto vise to¢nosti kod kvadratne i
polinomijalne funkcije. Ne uzimajuéi u obzir kontekst (realnu situaciju) ne mozemo izabrati
najprikladniju od navedene dvije funkcije. Obzirom na taj kontekst i dobivene podatke,
dolazimo do zakljucka da se najvece promjene dogadaju u prvim danima vjezbe, a kasnije se
smanjuju. To se moze utvrditi promatranjem razlike izmedu izmjerenih vremena (znacajne
razlike na pocetku, neznatne na kraju) ili promatranjem nagiba funkcije (padajuca funkcija).
Mozemo zakljuciti i da vrijeme potrebno za mnozenje nikada nece biti jednako 0 minuta pa
linearni model otpada. Buduci je nemoguce da se dani uvjezbavanja tablice mnozenja produ-
lje, lako zakljucujemo da kvadratni model otpada i ostaje nam model polinomijalne funkcije
kao najbolji prikaz.

Nadalje, govoreci o empirijskom pristupu navest ¢emo jos dva zadataka koji su primjereni
za ucenike srednje skole kada se obraduju linearna ili eksponencijalna funkcija.

Zadatak 1. (Analiticko uspostavljanje linearne veze medu podatcima na temelju prikupljenih
informacija)

Pronadimo realnu funkciju L koja modelira podatke:

x 2 3 4 5 6 7 8
f(z) | 5.53 | 7.68 | 9.83 | 11.98 | 14.13 | 16.28 | 18.43

Rjesenje:

Najprije u tablici dopisemo razliku Af(z) = f(z+1)— f(z) i na temelju toga raspravimo
o prirodi funkcije:

x 2 [ 3 | 4 5 6 7 8
f(x) 553 | 7.68 [ 9.83 | 11.98 | 14.13 | 16.28 | 18.43
Af(z)=fx+1)— f(z) | 215 | 2.15 | 215 | 2.15 | 2.15 | 2.15

Lako provjerimo da za svaku linearnu funkciju L(z) = kx + n vrijedi da je AL(z) = k.
Bududéi smo dobili da je Af(x) u svakom sluc¢aju razli¢ito od nule i uvijek isto (ili priblizno
jednako), onda nase podatke mozemo modelirati linearnom funkcijom. U naSem je slucaju
Af(x) = 2.15 = k i uvrstavanjem jedne od tocaka dobijemo n = 1.23, §to zajedno daje
linearnu funkciju oblika L(z) = 2.15x + 1.23, ¢iji prikaz mozemo vidjeti na Slici 7.

10



Slika 7.

Zadatak 2. (Analiticko uspostavljanje eksponencijalne veze medu prikupljenim podatcima)

1. Pronadimo realnu funkciju E koja najbolje modelira podatke iz tablice:

x | 0 | 1L ] 2] 34757 6
F(x) | 1.90 | 251 | 3.31 | 4.37 | 5.76 | 7.60 | 10.03

2. Pomoc¢u dobivene funkcije odredimo f(3.5) i f(10).

Rjesenje:
1. Najprije u tablici dopisemo kvocijent ! Sfc(;r)l) i na temelju toga govorimo o prirodi funk-
cije:
x 0 1 2 3 4 5 6
f(z) | 1.90 | 2.51 | 3.31 | 4.37 | 5.76 | 7.60 | 10.03
B2 |12 132 132 | 132 | 1.32 | 1.32
Lako provjerimo da za svaku ekponencijalnu funkciju E(z) = yo - a® vrijedi da je
Eg’”(;r)l) = a, za svaki z. Medutim, kvocijenti £ gﬁ’g)l) su uvijek jednaki (ili priblizno

jednaki) i razli¢iti od nule, pa nase podatke modeliramo eksponencijalnom funkcijom.

U naSem je primjeru f(fm(:)l) =132 = a, a yp = 1.90. Dobivamo eksponencijalnu

funkciju E(z) = 1.90 - (1.32)". Zadatak je rijesen i programom Graph (Slika 8).

2. Sada mozemo lako doé¢i do odgovora na drugi dio zadatka, tj. f(3.5) = F(3.5) = 5.02,
£(10) = E(10) = 30.51.

11



Slika 8.

2.3.2 Teorijski pristup

Teorijski pristup rabimo kada na temelju poznatih pretpostavki opisanu situaciju mozemo
povezati s matematickim pojmovima te lako odgovoriti na pitanja koja nas zanimaju u vezi
opisane situacije.

Primger 1: Vertikalno postavljenu ba¢vu punimo vodom. Nakon jednog sata razina vode
doseze % bacve. Koliko vremena treba da napunimo % bacve?

Prije samog rjesavanja ucenicima treba dati da razmisle o dvije pretpostavke. Prvo,
bac¢va je unutra glatka i ne moze se dogoditi da voda istjece dok ju mi punimo. Drugo,
oblika je valjka. Zadane su dvije poznate vrijednosti, vrijeme i koli¢ina vode u bacvi, tako
da lako mozemo odgovoriti na trazeno pitanje. Isto tako, mozemo se pitati koliko je tocan
na$ model. Ako je izracun dobar, model mozemo prihvatiti, inace treba pogledati pretpos-
tavke u modelu, a ponekad i promijeniti pristup.

Sljede¢i problem namijenjen je ucenicima srednje Skole koji znaju rijeSiti sustav vise
jednadzbi s viSe nepoznanica. U ovom se primjeru konkretno radi o 4 jednadzbe s 4 nepoz-
nanice. Takoder, napomenimo da je zadatak povezan s kemijom tj. odredivanjem kemijske
jednadzbe.

Primgjer 2: Uredivanje kemijske jednadzbe opcenito je za ucenike izazovan zadatak jer je
potrebno znati reaktante i produkte kemijske reakcije kao i paziti na zakonitosti kemij-
skih reakcija. U nekim sluc¢ajevima susre¢emo odredivanje koeficijenata ispred pojedinacnih
spojeva u kemijskoj jednadzbi. Trazeni se koeficijenti ponekad mogu odrediti napamet, poz-
navanjem relevantnih teorija u kemiji ili koriste¢i neke ve¢ izgradene matematicke modele.
Ucenicima mozemo dati da razmisle kojom bi srednjoskolskom matematickom metodom mo-
gli urediti sljedecu kemijsku jednadzbu:

12



Rjesenje: Dobijemo sljededi sustav linearnih jednadzbi s nekoliko nepoznanica:

3r+2y = 2w

r = 2z
dr+2y = 8z+w
y = 3z.

Pametan izbor bi bio staviti z = 1. Tada dobijemo trazenu kemijsku jednadzbu t;j.

2H3PO4 + 3Mg(OH)2 — Mgg(PO4)2 + 6HQO

2.3.3 Simulacijski pristup

Simulacijski pristup koristimo kada na temelju danih pretpostavki znamo opisati samo dio
pojave, a ne pojavu u cjelosti. Ponekad je na temelju toga moguce spoznati situaciju u
cjelosti.

Primgjer: Farmer Marko bavi se uzgojem ovaca. Ima ukupno 200 ovaca. Marko povecava
stado ovaca svake godine za 20 % i odlucio je da godi$nje proda 50 ovaca. Kako ¢e se mije-
njati broj Markovih ovaca?

Za rjesavanje ovakvoga zadatka u osnovnoj skoli mozemo si pomoc¢i simulacijom. Izracunamo
koliko ¢e Markovo stado biti nakon 1 godine, nakon 2 godine itd., kao Sto je prikazano u
tablici:

Godina | Broj ovaca | Povecanje | Prodano | Stvarni prirast
0 200 40 50 -10
1 190 38 50 -12
2 178 36 50 -14
3 164 33 50 -17
4 146 29 50 -21
5 126 25 50 -25
6 101 20 50 -30
7 71 14 50 -36
8 35 7 50 -43

2.3.4 Dimenzijski pristup
Dimenzijska analiza odnosi se na uspostavljanje odnosa medu vrijednostima obzirom na

mjerne jedinice.

Primjer: Koja funkcija opisuje brzinu istjecanja neke tekuc¢ine kroz malu rupu na stijenci
posude, pod pretpostavkom da je brzina v[m/s| ovisna o visini otvora do povrsine tekuéine
h[m] i ubrzanju g[m/s*?

13



Rjesenje: Za rjesavanje takvih zadataka uvijek pretpostavimo postojanje niza konstanti:

e uspostavljanje opée veze: v =k - g - hP
e uskladenost mjernih jedinica: 2 = (%)4 - m®

e odgovarajuci eksponenti nam daju sustav

A+B = 1
24 = 1,

iz kojega dobivamo A = B = %
e moguci model: v==Fk-+/g-h

Uzmimo da je k = v/2 i trazena funkcija je v = /2 g~ h (u fizici je poznata pod imenom
Torricellijev zakon).

14



3

Modeliranje u osnovnoj Skoli

Treba imati na umu da je matematicko znanje ucenika osnovne skole dosta skromno te mi
kao nastavnici ne mozemo ocekivati da ¢e oni sami lako doé¢i do nekih matematickih modela.
Zato u vezi s modeliranjem u nastavku naglasavamo neke elemente na kojima se ucenici uce
Sto je to model i kako kriticki promisljati o odnosu modela i modelirane pojave.

Ti elementi su:

interpretacija ishoda zadataka
formiranje ogranicenja: postavlja se hipoteza, utemeljuje se izabrana interpretacija

izbor i izgradnja matematickog modela (ovaj je aspekt manje naglasen zbog skromnijeg
znanja ucenika)

interpretacija izracunatog i provjera valjanosti racuna
rasprava ucenika o interpretacijama i odabiru ciljeva
zapis postupka modeliranja

predstavljanje modela.

Isto tako kada govorimo o procesu modeliranja na osnovnoskolskoj pa i srednjoskolskoj
razini, treba naglasiti vaznost pripreme ucenika prije samog modeliranja. U pripremnom
razdoblju ucenike treba osposobiti za

interpretaciju informacija sadrzanih u tekstu
pravljenje jednostavnih dijagrama

¢itanje podataka iz tablice

prikupljanje, analizu i prikaz podataka
izradu izvjeséa o rjeSavanju

sudjelovanje u skupini

predstavljanje zadatka, postupka rjesavanja ili rjeSenja zadatka.

Modeliranje je u osnovnoj skoli ¢esto grupna djelatnost pa zahtijeva sposobnost sudje-
lovanja, samim time i sposobnost suradnickog ucenja. Osim toga, kod modeliranja se ¢esto
pojavljuju podatci koje treba analizirati i na temelju njih izvesti neke zakljucke. Na temelju
toga zakljucujemo da je modeliranje kompleksna djelatnost koja doprinosi razvoju brojnih
kompetencija.
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3.1 Postupak modeliranja u osnovnoj skoli

U ovom potpoglavlju prikazat ¢emo jednostavan pristup matematickom modeliranju u os-
novnoj skoli. Analizirat ¢emo postupak matematickog modeliranja na sljede¢em primjeru.

Primjer: Kruzno dvoriste zelimo poplociti plocama oblika Sesterokuta. Koliko ploca tak-
voga oblika trebamo?
U zadatku zelimo analizirati odnos veli¢ine kruznog dvorista i broja potrebnih ploca.

1. Interpretacija situacije.
Najprije si ucenici moraju predociti situaciju. Ucenici trebaju u skupinama rjesavati
zadatak i medu sobom moraju uskladiti razumijevanje sadrzaja zadatka. Cilj je postici
zajednicko razumijevanje, npr. oko pitanja kako poploc¢iti kruzno dvoriste plocama
oblika Sesterokuta, kako slagati te ploce, Sto je zapravo poplocavanje, itd.

2. Trazenje varijabli.
U ovom koraku nastojimo navesti sve varijable koje bi nam mogle pomoc¢i da dodemo
do modela. Pri poplo¢avanju dvorista osim velicine dvorista vazna je veli¢ina ploca
kojima zelimo poplociti to dvoriste (u ovom nas slu¢aju zanima duljina stranice pravil-
nog Sesterokuta), prostor izmedu ploca, debljina plo¢a, materijal, nacin rezanja ploca
(ukoliko ih je potrebno rezati) i sli¢no.

3. Odluka o vaznosti pojedinih varijabli. Formiranje pretpostavki.

Ovo je vjerojatno najvazniji korak u modeliranju. Sada trebamo razmotriti koje od
varijabli su nuzne za model. Mnoge varijable vise ili manje utjecu na pojavu, a mi
odlucujemo hoc¢emo li ih uzimati u obzir ili ne. Mozda mozemo odluciti da bi neku
varijablu bilo dobro uzeti u obzir, ali se moze dogoditi da ne znamo kako ju upotrijebiti.
U nasem slucaju uzet ¢emo u obzir veli¢inu dvorista (D - promjer) i veli¢inu ploce (a
- duljina stranice pravilnog Sesterokuta). Nas se model temelji na pretpostavci da se
"povrsina ploca pretvori u povrsinu dvorista”.

4. Provedba u matematicki objekt. Izracun.
Ako smo dobro odabrali varijable i formulirali pretpostavke, nece biti tesko to prevesti
na matematicki jezik i napraviti potrebne izracune. Uz nasu pretpostavku iz tocke
3. racun je jednostavan. PovrSinu dvorista dijelimo s povrsinom jedne ploce za po-
plocavanje.

)

a2 °
(6-9572)

Potreban broj ploc¢a za poplo¢avanje jednak je

5. Interpretacija rjesenja.
U ovom koraku matematicki izracun prevodimo u polazni kontekst. U nasem primjeru
rezultat predstavlja broj ploca za poplocavanje.

6. Razmatranje adekvatnosti rjesenja.
Kada stvorimo model paznju treba usmjeriti na podrucje valjanosti. Buduc¢i da smo
u obzir uzeli samo neke varijable i pretpostavke potrebno je ispitati jesmo li dobili
adekvatne rezultate. Kada se nas model isproba na primjeru dvorista promjera 4 m
i ploce duljine osnovice 20 c¢m, dobijemo rezultat 120.92 tj. 121 ploca je potrebna
za poplocavanje dvorista. U stvari, kao sto vidimo na slici, potrebno nam je 1 + 6 +
12 4 18 4+ 24 4 30 + 2 = 93 cijele ploce i 36 manjih dijelova tih ploca. Ukoliko je to
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dvoriste promjera 3.6 m po nasem bi modelu bilo potrebno 98 ploca, odnosno, prema
slici, 81 cijela ploca i 30 manjih njezinih dijelova. Mozemo primijetiti kako model nije
u potpunosti zadovoljavaju¢i. Nas model je dobar kada treba odrediti koliko cijelih
ploca treba za poploc¢avanje, ali nije dobar kada treba odrediti broj manjih dijelova da
bi se u potpunosti poplocilo dvoriste. Zato se vracamo na tocku 2. i trebamo zasebno
tretirati dvije varijable: broj cijelih ploca i broj komadi¢a potrebnih za poplocavanje.

7. Izvjesce.
Ostaje jos samo izvjesée o nasemu modelu, na kojim smo ga pretpostavkama utemeljili
i koje smo varijable uzeli u obzir.

Slika 9. Popolocavanje kruznog dvorista plocama oblika Sesterokuta

3.2 Matematicko modeliranje u geometriji

Skup zadataka s modeliranjem koji se mogu zadati ucenicima povecava se kako se prosiruju
znanja o geometrijskim sadrzajima. U zadatcima modeliranja ucenici razvijaju i jacaju ge-
ometrijske ideje te razvijaju svoje sposobnosti za istrazivanje i rjeSavanje problema. Pogle-
dajmo sada jedan primjer geometrijskog zadatka iz modeliranja koji je primjeren za ucenike
osnovnoskolske dobi. Zadatak se moze zadati u okviru ponavljanja ili kao motivacija (kugla,
valjak). Slican zadatak ucenicima se moze zadati za razlicite objekte iz njihove okoline. Isto
tako, veé¢ina ucenika ima mobilni telefon s opcijom fotografiranja pa to mozemo iskoristiti i
ukljuciti u¢enike u planiranje i provodenje aktivnosti.

Primger: Za pocetak, uzmimo fotografiju posude i pretpostavimo da posuda moze primiti
1000 [. Zanima nas kolike su mjere posude na slici.

Slika 10. Posuda
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Izmedu ostaloga, kod ovakvih zadataka zanimaju nas i sljedece ¢injenice:
e Koji su nam podatci potrebni za ovaj model?

e Kako ¢emo doéi do tih podataka?

e Koje pretpostavke ¢emo ovdje koristiti?

e Kako bismo provjerili valjanost modela?

U nastavku ¢emo prikazati nekoliko nac¢ina na koje su ucenici jedne skole modelirali
posudu sa slike. U prvom slucaju posuda je modelirana kvadrom, u drugom slucaju opisan
je postupak modeliranja navedene posude valjkom, dok su neki ucenici posudu modelirali
valjkom i polukuglom.

1. Posudu modeliramo kvadrom. Izracun se temelji na procjeni sa slike. Dno posude
modeliramo kvadratom duljine stranice 2r. Uzmimo da je visina posude priblizno jed-
naka 4r. Volumen kvadra je tada 2r - 2r - 4r = 16r3. Kad to izjednac¢imo s 1000 dm3
dobijemo da je r = 4 dm. Tada je visina priblizno jednaka 16 dm.

Komentar: Opisani se model razlikuje od stvarnog oblika posude pa rezultat nije pre-
cizno dobiven.

2. Posudu modeliramo valjkom. Izracun se temelji na procjeni slike, da je visina posude
priblizno jednaka dvostrukoj vrijednosti promjera 2r dna posude. Volumen je tada
r?m-4r. Kada to izjedna¢imo s 1000 dm? dobijemo da je r = 4.3 dm, a visina priblizno
17.2 dm.

Komentar: O tome je li rezultat barem donekle tocan moze se raspravljati obzirom na
veli¢inu drugih objekata sa slike, npr. veli¢ina plocica.

3. Posudu modeliramo polukuglom i valjkom. Procijenimo da je promjer kugle 2R pri-
blizno jednak % visine v, a promjer valjka je 2r, sto je priblizno jednako % visine v.
4rR3 _ 2 .3

Izracunaj.mo volumen pol.ukuglez2 (i 18—17m; .
[zracunajmo volumen valjka: 7r< - Sv = g mo°.

Suma volumena iznosi Tsz’g = 0.04327v3.

Kada ukupan volumen izjedna¢imo s 1000 dm?, dobijemo da je visina posude v = 19.5
dm. Tada je polumjer valjka jednak r = 3.25 dm.

Slika 11. Posudu modeliramo polukuglom i valjkom
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3.3 Primjeri matematickog modeliranja

U ovom potpoglavlju navest ¢emo primjere zadataka iz modeliranja za uc¢enike osnovne skole.
Navedene aktivnosti provedene su na nastavi matematike u nekim osnovnim skolama pa ¢e
tako kod svakog zadatka biti opisan sam postupak izvodenja, tj. pitanja i zadatci koji su
postavljeni uc¢enicima. S druge strane, navest ¢emo vrijeme potrebno za pojedinu aktivnost,
ciljeve koje zelimo ostvariti, faze procesa ucenja te potrebno predznanje ucenika.

3.3.1 Tlocrt sobe
Za ovu aktivnost potreban je jedan skolski sat. Cilj ove aktivnosti jest da ucenici
e istrazuju, razumiju i interpretiraju razlicite zivotne situacije
e modeliraju zivotne situacije, oblikuju formulu koja prikazuje danu situaciju
e interpretiraju matematicke modele
e prosuduju valjanost modela te razmisljaju o modelu na temelju dobivenih rezultata.

Aktivnosti uCenika: rjesavanje tekstualnog zadatka, generalizacija, trazenje modela.
Faze procesa ucenja:

1. Uvod - predstavljanje problemske situacije te predlaganje nac¢ina kako rijesiti problem.
2. Izvedba - rjesavanje problema.

3. Odluka - razmisljanje o modelu i njegovim rezultatima.

Uvod
Kako bi u¢enike potaknuli na razmisljanje i trazenje adekvatnih nacina rjeSavanja problema,
motivirani su pitanjem: Kako biste da morate napravili tlocrt ucionice? Pojam tlocrt ucenici
bi trebali povezati s crtanjem na likovnoj umjetnosti ili tehnickoj kulturi. Kada s uc¢enicima
prokomentiramo $to je to tlocrt, od njih mozemo ocekivati da ¢e znati napraviti tlocrt svoje
sobe.

Izvedba u razredu
Nakon kratke rasprave, uc¢enicima je dan zadatak da naprave tlocrt svoje sobe. Kod izvodenja
ove aktivnosti mozemo podijeliti nastavne listi¢e na kojima ¢e se nalaziti pitanja na koja
ocekujemo odgovor u vezi tlocrta ucenikove sobe. Bitno je s ucenicima prokomentirati svaki
od zadataka kako bi svi ucenici razumjeli sto se od njih o¢ekuje. Od ucenika mozemo traziti
da opisu s kojim su geometrijskim objektima nadomijestili fizicke objekte u svojim sobama te
da napisu koje mjerilo su koristili. Ucenici su ovaj zadatak trebali rijesiti za domacu zadacu,
a iduéi sat su predstavljena rjesenja i razgovaralo se o problemima na koje su ucenici naisli.

Predstavljanje rjeSenja
Iduéi skolski sat svatko od uéenika izlozio je svoj tlocrt (to je bilo izvedivo zbog manjeg broja
ucenika u razredu).

U nastavku ¢emo prikazati neka od rjesenja.

1. Nacrtan pravokutnik s duljinama stranica a = 11 ¢m i b = 6 cm. Na slici je oznacen
prozor Sirine 1.5 ¢m i vrata Sirine 1.1 em. Nije navedeno mjerilo.
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2. Nacrtani pravokutnici i na njima natpisi za ormar, krevet, stol, TV i napisano mjerilo
1:10.

3. Nacrtan pravokutnik, kvadrat i krug. Na slici napisano mjerilo 1 : 100, ali zapisano da
je 1 m u stvarnosti zapravo 1 ¢m na papiru.

4. Nacrtana slika: (iz [1], str. 311)

Slika 12.

Uz sliku pise sljedeé¢e: 1 em na slici je zapravo 1 m u mojoj sobi. Dimenzije sobe su 6
m X 4 m. Namjestaj i predmeti su u stvarnosti malo manji. Nacrtala sam tako da sam
izmjerila predmet i izmjereno pretvorila u centimetre. Fizicke objekte sam zamijenila
raznim likovima.

5. Nacrtana slika (iz [1], str. 311) i oko slike zapisano:

a:400 cm = Len l \]—QQ*

——— -
‘o= 200¢cwn =D e LEGENDAL
—_ A= grrono. (Aooxeo)
400:50= 2 - . ‘,ﬂ.*-,;,. (200 > Aoo)

s =6 \ '&/ . r{!@l‘n 'cj.F*
\ L C = roizon (140x20)
\ ‘.’ . = &ﬂ() (2a)

Slika 13.

Nakon provedbe ovoga zadatka u jednoj osnovnoj skoli ustanovljeno je da su i oni ucenici
koji inac¢e imaju problema s matematikom pronasli odgovarajué¢i model. Neki su ponudili i
malo zahtjevnija razmisljanja, npr. mjerilo 1 : 50. Vidjelo se da su neki ucenici napravili
samo tlocrt sobe, a neki su crtali i jos neke dodatne elemente i vise se potrudili. Nakon
predstavljanja rjesenja svi su se slozili da zadatak nije bio tezak i da su ga svi uspjesno
rijesili. Neki su imali problem s pretvaranjem mjernih jedinica. Ucenica, ¢ije se rjeSenje
nalazi pod brojem 4., objasnila je kako su joj u sobi neki dijelovi namjestaja malo manji, ali
takve bi ih tesko nacrtala pa je onda malo izmijenila podatke.
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3.3.2 Povrsina ljudskog tijela

Za ovaj zadatak iz modeliranja potrebna su dva skolska sata. Za ono Sto ¢e u nastavku biti
opisano ucenicima je potrebno nesto ¢ime ¢e mjeriti (najbolji izbor je metar) te rac¢unalo.
Potrebno predznanje koje se od ucenika ocekuje ukljucuje poznavanje geometrijskih tijela,
odnosno izracunavanje njihovih oplosja i volumena. Zadatak je osmisljen za rad u skupini.
U rjesavanju problema prisutne su tri faze:

1. Uvod: predstavljanje problemske situacije.
2. Sredisnji dio:
(a) rjesavanje problema

(b) predstavljanje rjesenja

(¢) utvrdivanje valjanosti modela.
3. Zakljucak: razmisljanje o modelu i njegovim rezultatima.

Ovim zadatkom zeli se posti¢i da ucenici sami istrazuju, razumiju i modeliraju zivotne si-
tuacije, interpretiraju matematicke modele, prosuduju valjanost modela te razmisljaju o
modelu na temelju rezultata.

Uvod
Kada se rade geometrijska tijela ucenici obi¢no racunaju povrsine nekih imaginarnih likova
sastavljenih od kugle, valjka, piramide,... Takvi zadatci ucenicima nisu uvijek zanimljivi.
Kao nastavnici trebamo se potruditi pronaci zadatke bliske stvarnom zivotu i na taj ih nacin
pribliziti uc¢enicima.
Tijelo s kojim se svakodnevno bavimo i koje nam je uvijek na raspolaganju je upravo ljudsko
tijelo. Zato je izazov pred ucenike staviti problem: Kako izracunati povrsinu vlastitog tijela?

Izvedba u razredu
Uvod - predstavljanje problemske situacije

Ucenicima je za pocetak dobro pojasniti da znanje o povrsini ljudskoga tijela moze biti
korisno kako u tekstilnoj industriji tako i u medicini. Isto tako, s ucenicima je dobro pro-
komentirati o cemu sve ovisi povrsina ljudskog tijela. Pri izvodenju ove aktivnosti, ucenici
jedne osnovne skole na to pitanje odgovorili su da povrSina ovisi o visini, o tome koliko je
neki covjek debeo, odnosno mrsav, o obliku tijela i o starosti covjeka. Na pitanje kako uopce
odrediti povrsinu covjekovog tijela ucenici su zakljucili da trebamo tijelo podijeliti na dijelove
i odrediti geometrijsko tijelo kojemu bi najbolje odgovarao pojedini dio tijela. Izracunali bi
te pojedina¢ne povrsine i na kraju sve dobivene povrsine zbrojili.
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Sredisnji dio - rjeSavangje problema (modeliranje)

Ucenici su se podijelili u skupine po 4 ucenika. Unutar svake skupine trebalo je nac¢i dobro-
voljca ¢iju ¢e povrSinu racunati. Napravljena je podjela tijela i racunate su pojedine povrsine
kao Sto piSe u uvodu. Na slici je skica jedne od skupina.

Slika 14. Ucenikova skica ljudskoga tijela (vidi [1, str. 322])

Neke skupine su glavu prikazale u obliku valjka, neki u obliku kocke, a neki kao kuglu.
Vrat su prikazali kao valjak, trup kao valjak ili kvadar, a noge u obliku valjka ili stosca. Dla-
nove i stopala su prikazali u obliku kvadra. Za svaki dio tijela ucenici su izmjerili podatke
koji su im potrebni za racunanje povrsine. Ucenici su povrsine racunali pomocu kalkulatora.
Podatke su upisivali u tablice.

Predstavljanje rjesenja

Sljedeci sat ucenici su predstavili svoj rad koriste¢i PP prezentaciju. Ispostavilo se da su
neke skupine razdijelile tijelo na puno manjih dijelova, dok su neke skupine tijelo podijelile
na manje veé¢ih dijelova. Zato su i odstupanja bila velika, povrsina se kretala od 1.2 m? do
5 m?. Istina je da su se i izabrani pojedinci razlikovali, ali to ne bi trebao biti razlog tako
velikih odstupanja. Odstupanja su nastala zbog pogresaka u mjerenju ili krivog racunanja.

Korekcija modela
Tijekom ove aktivnosti ispostavilo se da ucenici ne znaju kolika je povrsina ljudskog tijela
pa smo tu informaciju pronasli na internetu. Dobivene povrsine tijela ucenici su usporedili s

medicinskim izra¢unima. Na web stranici http://halls.md/body-surface-area/bsa.htm postoji
kalkulator za medicinski izracun povrsine tijela, tj. po formuli koja se koristi u medicini.
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Kod nekih je skupina bila znatna razlika dobivene povrsine i povrSine izracunate tim kalku-
latorom. Ispostavilo se da su najgori rezultat dobile one skupine koje su tijelo podijelile na
previse manjih dijelova. Neke skupine su zaboravile oduzeti baze tijela kojima su racunali
povrsinu pa su zato dobile preveliki rezultat. Imajué¢i u vidu nastale pogreske, ucenici su
zajednicki formirali dolje prikazanu tablicu, tj. formirali su zajednicki model kako izracunati
povrsinu tijela. Tablica prikazuje koje dijelove tijela treba uzeti u obzir, kako ih izmjeriti te
kako izracunati njihovu i zajednicku povrsinu.

Dio tijela | Geometrijsko | Dimenzije Povrsina
tijelo

glava, kugla r=.. P, = 4nr?

vrat valjak bez baza | opseg vrata = ... | P, = opseg vrata -v
Vyrata =

trup valjak bez baza | opseg trupa = ... | P; = opseg trupa -v
Vtrupa =

2 x ruka(od | stozac bez baze | duzina ruke; mjereno | Py = 27rd,

ramena do od ramena do vr-

dlana) hova prstiju d, = ...
Trame =

2 X noga stozac bez baze | rpoge = ... duzina | P5 = 27rd,
noge d, = ...

2 x stopala | kvadar Sirina stopala s= ... | Ps = 4(sd + sv + dv)
duzina stopala d= ...
visina stopala v= ...

cijelo tijelo P =

Razmisljanje o modelu i njegovim rezultatima
Ucenici su shvatili da je dobiveni model valjan, ali nije uporabiv u medicini. Bilo bi smisleno
oblikovati bolji model koji ¢e imati drukcije ulazne podatke, npr. visinu, tezinu,... Geome-
Sam zadatak modeliranja nije bio prezahtjevan. Ucenici su se dobro snasli, osim sitnih po-
gresaka koje su imali, najc¢es¢e u racunu. Ucenici su uspjeli samostalno pronac¢i modele za
pojedine dijelove ljudskoga tijela.

3.3.3 Prikupljanje starog papira

Za ovu aktivnost potreban je jedan skolski sat. Aktivnost se odvija u tri faze: predstavljanje
problemske situacije, izvedba u razredu tj. rjeSavanje problema i na kraju zakljucak, odnosno
razmisljanje o modelu i njegovim rezultatima. Ovdje je potrebno da ucenici znaju izvuci
podatke iz teksta, povezati ih i s njima racunati te sustavno zapisati dobivene rezultate.
Takoder je potrebno znanje racunanja s realnim brojevima. Od potrebnog materijala tu je
neki mjerni uredaj, PP prezentacija te nastavni listic¢.
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Uvod
Na pocetku aktivnosti uc¢enicima su predstavljeni neki matematicki modeli, vise ili manje
slicni onomu $to ¢e se u narednom zadatku od njih traziti. S ucenicima se razgovaralo o
pretpostavkama modela, nacinu rjesavanja i moguc¢im rezultatima. Nakon toga, ucenicima
je predstavljen zadatak odnosno ono sto se od njih trazi.

Izvedba u razredu
Sada su ucenicima podijeljeni nastavni listi¢i na kojima se nalazi zadatak o kojemu ucenici
trebaju razmisljati. Potrebno ga je s njima prokomentirati kako bi svi ucenici shvatili sto
trebaju raditi i Sto se od njih trazi.

Zadatak: Ucenici u Skoli prikupljaju stari papir. Za nagradu ¢e dobiti 1000 € od nekog
sponzora. Predlozite kako raspodijeliti novac.
Tablica prikazuje informacije o koli¢ini prikupljenog papira i broju ucenika u pojedinom raz-
redu.

Razred | Broj ucenika | Kolicina prikupljenog papira [kg]
6.a 23 56
6.b 25 112
7.a 21 89
7.b 22 95
8.a 26 151
8.b 23 82
5.a 19 78
5.b 21 91

Predstavljanje rjeSenja s analizom
Ucenici su zadatak rjesavali individualno. U nastavku ¢emo prikazati neka rjesenja ucenika
iz jedne osnovne skole u kojoj je ova aktivnost provedena na gore opisani nacin.

1. Prvo je izracunata ukupna koli¢ina prikupljenog papira, potom iznos kojega bi svaki
razred dobio za kilogram skupljenog papira (1000 € : 754 kg = 1.326 €/kg) te iznos
koji bi dobio svaki ucenik.

Razred Broj ucenika Koli¢ina prikup- | Iznos po razredu | Iznos za svakoga
ljenog  papira | [€] ucenika [€]
[kg]

6.a 23 56 74.256 3.228

6.b 25 112 148.512 5.94

7.a 21 89 118.014 5.619

7.b 22 95 125.97 5.725

8.a 26 151 200.732 5.725

8.b 23 82 108.732 4.727

5.a 19 78 103.428 5.443

5.b 21 91 120.666 5.746
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2. Jedan ucenik je predstavio dosta zanimljivo rjeSenje. Svaki razred koji ima vise od
20 ucenika bi dobio 100 eura, a jedan razred s manje od 20 ucenika bi dobio 90 eura.
Svaki ucenik u razredu gdje je vise od 20 ucenika bi dobio 10 eura. Tako bi dobili
100 + (z — 20) - 10, gdje je = broj ucenika u razredu.

Razred | Broj ucenika | Koli¢ina prikupljenog papira [kg| | Iznos [€]
6.a 23 56 130
6.b 25 112 150
7.a 21 89 110
7.b 22 95 120
8.a 26 151 160
8.b 23 82 130
D.a 19 78 90
5.b 21 91 110

3. Nagrada od 1000 eura je podijeljena tako da je svaki razred dobio jednako, tj. 1000 :
8§ =125 €.

4. Izracunata je prosjecna koli¢ina papira po pojedinom uceniku u pojedinom razredu.
Takoder, ukupna dobivena nagrada podijeljena je s prosjecnom vrijednosti. Na kraju je
prosjecna vrijednost pojedinog razreda pomnozena s dobivenom ukupnom prosje¢nom
koli¢inom.

Razred | Broj ucenika | Koli¢ina Prosjecna Iznos za pojedini
prikuplje- | koli¢ina [kg/uc.] | razred [€]
nog papira
[kg]

6.a 23 56 56 : 23 =24 24-30="T2

6.b 25 112 112 : 25 =4.5 4.5 -30 =135
7.a 21 89 89:21 =43 4.3- 30 = 129
7.b 22 95 95:22=43 4.3 -30 =129
8.a 26 151 151 : 26 =58 58 -30 =174
8.b 23 82 82:23 =36 3.6 - 30 = 108
5.a 19 78 78:19=14.1 4.1-30 =123
5.b 21 91 91:21 =43 4.3 -30 =129

1000 : 3.3 = 30
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5. Ucenik je predstavio rjesenje da se uzme zbroj ucenika i koli¢ine papira. Nagrada
je podijeljena zbrojem ucenika i prikupljenog papira. Dobiveni kvocijent mnozi se
zbrojem ucenika i prikupljenog papira za svaki pojedini razred.

Razred | Broj ucenika | Koli¢ina Zbroj ucenika i | Iznos za svaki razred

prikuplje- | prikupljenog pa- | [€]

nog papira | pira

kg
6.a 23 26 26 +23 =179 1.071 - 79 = 84.609
6.b 25 112 112 + 25 =137 | 1.071 - 137 = 146.727
7.a 21 89 89 + 21 = 110 1.071 - 110 = 117.810
7.b 22 95 95 4+ 22 =119 1.071 - 119 = 127.449
8.a 26 151 151 + 26 = 177 | 1.071 - 177 = 189.567
8.b 23 82 82 + 23 =105 1.071 - 105 = 112.455
5.a 19 78 78 + 19 =97 1.071 - 97 = 103.887
5.b 21 91 91 + 21 =112 1.071 - 112 = 119.552

Rasprava o valjanosti modela
Nakon predstavljanja modela svi su se pitali koji je model tocan. Svaki ucenik morao je
interpretirati rjesenje svog susjeda tj. razmijeniti i usporediti rjeSenje sa svojim susjedom.
Svi su se slozili da su svi modeli dobri i tesko je reci koji je model bolji. Razgovaralo se i o
pitanjima kao sto su: Jesu li svi ucenici jednako pridonijeli? Imaju li svi iste moguénosti?
(Neke obitelji koriste papir za grijanje pa ucenici iz tih obitelji ne mogu pridonijeti skupljanju
papira.)

3.3.4 Najuspjesnija drzava na olimpijskim igrama

Za izvodenje sljedece aktivnosti potrebno je tri skolska sata, a moze se ostvariti kao rad u paru
ili individualni rad. Cilj ove aktivnosti jest da ucenici istrazuju, razumiju i interpretiraju
razli¢ite zivotne situacije, povezuju razli¢ita podrucja s matematikom te rjesavaju indirek-
tne zadatke s rije¢ima. Zelimo postiéi da ucenici modeliraju apstraktne Zivotne situacije
i procese, interpretiraju matematicke modele, prosuduju valjanost modela te razmisljaju o
modelu na temelju rezultata. Prisutno je nekoliko faza ucenja:

1. Predstavljanje problemske situacije. Individualno razmisljanje ili ucenicka suradnja.
2. Predstavljanje rjesenja.

3. Oblikovanje skupina, dijeljenje zadataka.

4. Priprema kriterija za odabranu temu.

5. Rjesavanje zadatka.

6. Predstavljanje rjesenja.
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Predstavljanje problemske situacije
Pred ucenike je postavljen problem tj. pitanje Koja je drZava bila najuspjesnija na OI u Pe-
kingu? Ovdje se od ucenika trazilo da razmisle te da u biljeznicu zapisu kriterije na temelju
kojih bi za neku drzavu tvrdili da je na OI bila najuspjesnija. Nakon toga, ucenici su o zapi-
sanim kriterijima medusobno razgovarali. Nakon 10-ak minuta kriteriji su napisani na plocu.

U jednoj osnovnoj §koli ucenici su imali upravo gore opisani zadatak. U daljnjem tekstu
navest ¢emo kriterije o kojima su ucenici te skole razgovarali i naveli kao klju¢ne kriterije po
kojima mogu za neku drzavu tvrditi da je bila najuspjesnija. Isto tako, opisat ¢emo i cijelu
aktivnost koju su proveli ucenici te skole na satu matematike.

Predstavljanje rjeSenja
Ucenici su naveli sljedece kriterije:

e ukupan broj medalja

e broj medalja obzirom na mjesto (brojimo drzave s najveéim brojem osvojenih zlatnih
medalja, a ne ukupnim brojem medalja)

e sva postignuca natjecatelja neke zemlje (npr. bitno je i 4. mjesto jer je blizu osvajanja
medalje)

e broj medalja obzirom na broj stanovnika
e broj medalja obzirom na povrsinu drzave

e broj medalja obzirom na broj sudionika (neka zemlja moze imati malo sudionika s puno
osvojenih nagrada - vrlo uspjesna)

e broj medalja obzirom na BDP (bogatije zemlje vise ulazu u sport)

e broj medalja obzirom na spol

e broj medalja obzirom jesu li individualna ili grupna natjecanja

e broj fair-play igraca

e napredak drzave obzirom na broj osvojenih medalja na proteklim OI

Ono §to je ovdje bitno jest da su svi ucenici utvrdili da na temelju tih kriterija ne mozemo
uvijek izabrati istu drzavu kao najuspjesniju te da su svi kriteriji dobri i vazni.

Oblikovanje skupina i podjela zadataka
Kao sto je ve¢ spomenuto, za izvodenje aktivnosti potrebna su tri sata. Na pocetku drugog
sata ucenici su se samostalno podijelili u skupine po tri ili ¢etiri u¢enika. Svaka skupina je
dobila jedno od pitanja:

1. Koja nogometna reprezentacija ima najbolje Sanse za osvajanje prvog mjesta na EP
20127

2. Koje hrvatsko mjesto je najljepse za zivot?
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3. Koji skolski predmet je najpopularniji u skoli?

Zadatak je bio da ucenici odaberu kriterije na temelju kojih ¢e napraviti usporedbe, da
se dogovore o podatcima koje trebaju pronadi te da odluce kako ¢e do tih informacija dodi.
Isto tako, vazno je da se dogovore o podjeli rada i o samoj prezentaciji.

Predstavljanje rjesenja
Prva skupina, koja je imala zadatak pretpostaviti koja ¢e zemlja pobijediti na EP 2012,
navela je sljedece kriterije:

e Koja drzava do sada ima najvise pobjeda?

e Polozaj na ljestvici medunarodnog nogometnog saveza.

Ozljede kljuénih igraca (koliko kljuénih igraca ne bi igralo).

Rezultati utakmica u blizoj proslosti (kvalifikacije - koliko poraza/pobjeda).
e BDP drzave.

e Mijenjanje trenera (koliko trenera se promijenilo u 4 god).

e Vrijednost igraca obzirom na klubove u kojima igraju.

U svakom pitanju bilo je potrebno uzeti kriterije koji ¢e se lako moéi provjeriti.
Primger sazimanja rezultata

Ucenici su informacije pronasli na web stranicama (¢asopisa, knjiga, klubova). Priprem-
ljene rezultate prikazali su ostalim ucenicima koristec¢i racunalo. Tako su ucenici zapisali
drzave s najvise dosadasnjih pobjeda na EP, sto mozemo vidjeti u tablici ispod. Isto tako,
zapisali su i rangirali drzave koje sudjeluju na EP obzirom na njihov BDP. Takoder, zapisali
su broj ozlijedenih igraca koji nece igrati i broj trenera koji su se promijenili u protekle 4
godine.

Drzava Broj pobjeda

Njemacka

Spanjolska

Francuska

Nizozemska
Danska
Italija

== = N DN W

Opis situacije
Nakon 10 dana, koliko su ucenici imali na raspolaganju za pripremu prezentacije, predstavili
su svoja rjesenja tj. zakljucke. Svaka skupina je predstavila svoj zadatak, izabrane kriterije,
kako su i iz kojih izvora dosli do prikupljenih podataka. Takoder, izradili su prikaze, grafove,
tablice,... Prva skupina je zakljucila da je tesko odrediti najbolju zemlju jer ima dosta
zemalja koje zadovoljavaju iste kriterije. Ucenici su iznijeli informacije u opisnom obliku te
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se sve temeljilo na misljenjima i nagadanjima o tome koja je zemlja najbolja. Nisu imali
neki kvalitativni instrument kojim bi provjerili svoja misljenja.

Skupina koja je imala zadatak naéi najljepse mjesto unutar Hrvatske, odabrala je tri
mjesta iz tri razlicite regije. Odluku su donijeli na temelju broja nezaposlenih, zdravstvenoj
skrbi, koli¢ini otpada po stanovniku i jos nekih kriterija za koje su odlucili da su kljucni.

Grupa koja je trebala definirati kriterije za najpopularniji predmet u skoli napravila je
anketu za ucenike. Ispostavilo se da ocjene ne utje¢u na popularnost predmeta, ve¢ najvecu
ulogu imaju osobnost nastavnika i sadrzaj predmeta.
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4 Modeliranje u srednjoj skoli

Medu oc¢ekivanim postignué¢ima ucenja u Nacionalnom okvirnom kurikulumu za matema-
tiku srednje skole piSe da ucenik prepoznaje probleme i lako modelira problem elementarnim
funkcijama. Znati modelirati znaci da ¢e moci provesti cijeli proces matematickog mode-
liranja, kao Sto je prikazano na Slici 2 ovoga rada. Put do tog odredista traje sve cetiri
godine. Na putu do cilja ucenici trebaju rijesiti razne problemske zadatke, slozenije i manje
slozene. Matematicki put rjesavanja problema zapoceo je u osnovnoj skoli kada su ucenici
rjesavali jednostavne tekstualne zadatke i druge matematicke probleme. U srednjoj skoli tre-
bali bismo nastaviti i nadopuniti postojec¢e ucenicko iskustvo. Medutim, Nacionalni okvirni
kurikulum u potpunosti nije zazivio. Nova kurikularna reforma takoder predvida upotrebu
modeliranja u srednjoj skoli. Pravi izazov za nastavnike srednjih skola bit ¢e kako ozivjeti
i aktivirati postojece znanje ucenika i kako stvoriti okruzenje za ucenje u kojemu ¢e ucenici
modi aktivirati ve¢ steceno znanje za potrebe modeliranja.

Realni problemi na kojima se temelji proces matematickog modeliranja ucenici lakse rjesavaju
ako ih vodimo kroz problem, ako imaju ve¢ strukturirane zadatke na koje trebaju odgovoriti
ili ako je problem otvorenog tipa. Problemi otvorenog tipa u kojima ucenik mora imati
iskustva s takvom vrstom problema primjeren je za kreativne ucenike. Svaki zatvoren ili
strukturiran i voden problem rjesavanja zadatka lako pretvorimo u otvoreni.

Kada govorimo o modeliranju u nastavi, bitno je spomenuti i planiranje. Zasto uopce plani-
ramo? Zato $to je pisane ciljeve kojima su dodani aktivnosti za ucenike, a time i za ucitelja,
lakSe ostvariti i evaluirati. Cilj je sve ostvariti po planu i na$ je rezultat, obzirom na ono
Sto smo htjeli ostvariti, mjerilo samoevaluacije. Ucitelj je taj koji planira put za postizanje
cilja, dok ucenik poboljsava svoju matematicku sposobnost da modelira stvarne probleme
kojima razvija ciljeve u¢enja. Modeliranjem u nastavi zeli se postié¢i da ucenik sam formulira
hipoteze, mijenja ili pojednostavni pretpostavke. Bitno je posti¢i da se svaki ucenik moze
usredotociti na cilj problema, transformirati problem ili preformulirati pitanje. Svaki u¢enik
trebao bi moéi prepoznati i imenovati varijable, parametre i konstante, koristiti razne repre-
zentacije (grafikone), koristiti ICT tehnologiju te razumjeti vaznost koordinatnog sustava.
Takoder, bitno je osposobiti ucenike da povezu matematicki rezultat sa stvarnim stanjem
odredenog problema te ocjene tj. vrednuju model.

U nastavku, analogno kao u prethodnom poglavlju, prikazat ¢emo neke primjere koji su
izvedeni na nastavi matematike u nekim srednjim skolama u Sloveniji, a vrlo jednostavno
bi se mogli implementirati i u nasim skolama. Navest ¢emo postupak aktivnosti, pitanja na
koja su ucenici odgovarali kao i iskustva nastavnika koji su zadatke zadali i proveli sa svojim
ucenicima.

4.1 Modeliranje linearnom funkcijom

4.1.1 Gorenje svijece

Za ovu aktivnost potreban je jedan Skolski sat. Prije rjesavanja zadatka s uc¢enicima je dobro
ponoviti §to su do sada naucili o linearnoj funkciji kako bi lakse rijesili zadatak i dosli do
nekih zakljucaka.
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Ciljevi sata
Ucenici Ce:
e nacrtati graf linearne funkcije koji najbolje opisuje dane podatke

nadi linearnu funkciju racunanjem

naci linearnu funkciju pomocéu programa Graph

usporediti dobivene funkcije

upotrijebiti graf linearne funkcije u prakti¢nim situacijama.

Potrebno predznanje
Ucenici poznaju jednadzbu linearne funkcije te znaju upotrebljavati program Graph.

Tijek procesa ucenja
1. Predstavljanje problema
2. Rjesavanje nastavnog listi¢a

3. Zakljucak

Osvrt na sat
U skladu s ocekivanjima, ucenici su slijede¢i upute samostalno i uspjesno rijesili zada-
tak. Manjih problema bilo je s uporabom ICT-a. U izvodenju nastave primijec¢eno je da
neki ucenici nisu vjesti u koristenju racunalnih programa pa su trebali puno viSe vremena
za izracunavanje linearne funkcije koriStenjem programa Graph. Zakljucak je da su svi
ucenici usvojili predvidene ciljeve sata, jer su bili u moguénosti pronaci linearnu funkciju
izracunavanjem i koristenjem ICT.

Opazene prednosti izvedenog sata: Ucenici uce o korisnosti matematike u svakodnevnom
zivotu i integriraju sa stecenim znanjem u nastavi informatike.

Gdje mozZemo ocekivati prepreke: U skoli, ako u razredu za matematiku nema pristupa
racunalnoj tehnologiji.

Misljenja i reakcije ucenika: Ucenici su bili uzbudeni i zele vise takvih sati matematike
jer vide korisnost u svakodnevnom zivotu.

Problemska situacija
Ana i Niko gledaju gorenje svije¢e. Svake dvije minute zapisuju njezinu visinu.

Vrijeme [min] | Visina svijeée [cm]
0 7.5
2 7.2
4 6.6
6 6.1
8 6.0
10 2.6
12 2.0
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1.

2.

Rijesiti bez upotrebe racunala:
(a) Pronadite odgovarajuéi matematicki model za gorenje svijee. Prezentirati ga
grafom i funkcijskim zapisom.
(b) U kojem trenutku je svije¢a visoka 2 cm?
(c) U kojem bi trenutku svijeca izgorjela?
(d) U kojem bi trenutku izgorjela svije¢a visoka 10 cm?
)

(e) Opisi kako si dobio rezultate.

Rijesi upotrebom rac¢unala:

(a

) Podatke prikazi programom Graph i pronadi najprikladniju funkciju.
(b) Kada ¢e po tom modelu svijeca biti visoka 2 cm?
)

(

(c
d
(e
(f
(g

Kada ¢e svijecCa izgorjeti?

) U kojem trenutku bi po tom modelu izgorjela svije¢a visine 10 cm?
) Usporedite rezultate obje metode rjesavanja.

) Imenuj dobivenu funkciju.
) Razmisli o ¢emu ovisi gorenje svijece. Svoje misljenje i rezultate provjeri kod
proizvodaca svijeca.

4.1.2 Markove pripreme za maraton

Za izvodenje ovog zadatka potreban je jedan skolski sat. Preporuca se izvodenje kao uvod u
linearnu funkciju ili za ponavljanje usvojenih ¢injenica vezanih za linearnu funkciju.

Ciljevi sata
Ucenici ce:

traziti model za danu svakodnevnu situaciju
prepoznati matematicki kontekst u realnoj situaciji
induktivno zakljucivati

razmisljati o valjanosti modela

kriticki interpretirati rezultate

prepoznati i primijeniti linearnu funkciju.

Tijek procesa ucenja

1.
2.
3.
4.

Predstavljanje problema
Rjesavanje zadace
Dobivanje funkcije programom Graph

Trazenje potrebnih podataka na grafu funkcije
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5. Rasprava

Osvrt na sat

Sat je napravljen na kraju poglavlja linearne funkcije. Iako se u pocetku moze ¢initi da je ovo
previSe jednostavan primjer, za sve to je bio potreban cijeli skolski sat. Sat je bio dinamican,
svi ucenici su bili aktivni tijekom tog sata. Svi ucenici bili su u moguc¢nosti odgovoriti na sva
pitanja. Iako je zadatak stvarno jednostavan dobro je dati ucenicima osje¢aj da znaju i da
mogu iskoristiti svoje znanje. Istovremeno, ovo je odli¢na prilika da ucenici na matematici
konstruktivno debatiraju i razmjenjuju misljenja. U raspravi su odusevljeno sudjelovali i
ucenici koji se inace na satu matematike ne ukljucuju aktivno u rad.

Problemska situacija

Maratonac Marko zeli sudjelovati na maratonu u Zagrebu. Buduci da je ovo veliki maraton,
na kojemu se mora proc¢i udaljenost od 42 km, on bi trebao biti dobro pripremljen za taj
dogadaj. Stoga, pazljivo smislja plan. Odlucio je da svaki dan prode odredenu udaljenost.
Pripreme ¢e poceti 1. kolovoza 2010. i pripreme ¢Ce biti svaki dan bez obzira na vremenske
uvjete. Prvi dan stat ¢e nakon 2 km, a zatim svaki sljede¢i dan trcat ¢e 0.5 km viSe nego
prvi dan. Pripreme ¢e biti zavrSsene onog dana kada ¢e moci proci svih 42 km. Istrazite
Markovu pripremu.

Rjesavanje bez upotrebe racunala
Razmislite o tome koliko kilometara Marko istr¢i prvog dana, koliko drugi dan, tre¢i dan,...
Naéi model za opisivanje odnosa izmedu pretréane udaljenosti i vremena proteklog za pri-
preme.

1. Ispunite tablicu.

Dan priprema [t] | Predena udaljenost u kilometrima [s]
1.

ISR Bl ol o

2. Koliko je kilometara Marko pretrc¢ao 6. dan priprema?
3. Koliko kilometara je Marko pretrcao 50. dan?
4. Podatke iz tablice prikazi u koordinatnom sustavu.

5. Napisi funkciju kojom lako ra¢unas koliku je udaljenost Marko presao svaki dan svoje
pripreme.

6. Izracunaj koliko dana traju Markove pripreme.
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7. Hoce li se uspjeli pripremiti za maraton, ako je maraton u nedjelju, 24. listopada 2010.,
s pocetkom u 10.307 Odgovor opravdati!

Rjesavanje upotrebom racunala
1. Otvori program Graph.

2. Na alatnoj traci odaberite naredbu Funkcije te u izborniku odaberite Unos serije
tocaka. Upisite podatke iz tablice za prvih sedam dana priprema.

3. Pogledajte koja krivulja najbolje opisuje prikazan skup tocaka. Opravdajte izbor. Na
alatnoj traci odaberite Funkcije — Unos linije trenda.

4. Kada pronadete odgovarajucu krivulju, napisite jednadzbu svoga grafa koja je prika-
zana od strane programa.

5. Povecajte da biste vidjeli graf i ocitajte iz grafikona:

e Koliko dugo traju Markove pripreme?

e Koliko je kilometara Marko presao 80. dan?

e Mislite li da je model realan ¢ak i ako Marko nastavi s pripremama nakon isteka
maratona? Odgovor opravdati.

Rasprava i kriticka procjena dobivenog modela

1. Na temelju svog modela procijeni koliko kilometara Marko prode 100. dan ako priprema
nije prekinuta.

2. Kriticki razmisli o granicama danog modela.
3. O odredenom problemu razgovarati s profesorima tjelesnog odgoja.

4. U grupi govoriti o pretpostavkama na kojima je stvoren model.

4.1.3 Kosi toranj u Pisi

Cilj ove aktivnosti jest da ucenici primjer iz svakodnevnog zivota modeliraju linearnom
funkcijom. Isto tako, vazno je da ucenici procjene valjanost modela te razviju kriticki od-
nos prema informacijama i podatcima. Kod ove aktivnosti potrebno je da ucenici znaju
oblik linearne funkcije i njezin graf. Zadatak je moguce napraviti tako da ucenici samos-
talno rjesavaju listi¢ i pronadu odgovarajué¢i model. Kada zavrse, nastavnik uz sudjelovanje
ucenika moze s programom Graph naci funkciju kako bi ucenici dobiveno usporedili s onim
sto su oni dobili bez upotrebe tehnologije. Ako ima dovoljno rac¢unala u u¢ionici, ucenici
mogu napraviti sami taj zadnji dio. Sto se ti¢e medupredmetne povezanosti, sat moze biti
povezan s fizikom. Ucenici mogu izracunati pri kojoj nagnutosti bi se toranj mogao srusiti.
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Problemska situacija
Romanticni zvonik katedrale u Pisi, koji je poznat u svijetu kao Kosi toranj, ¢udo je arhitek-
ture. Graden je izmedu 1173. i1 1370. godine. Ve¢ 1178. godine, kada je podignut treci kat,
nagnuo se zbog pjescane podloge. Kroz povijest, u vise navrata, pokusao se rijesiti problem
tj. zaustaviti naginjanje, Sto je viSe ili manje bilo uspjesno. Struénjaci su zabrinuti da ¢ée
gradevina biti unistena.

Tablica u nastavku prikazuje nagib tornja izmedu 1975. i 1987. godine. Nagnutost oznacava
udaljenost izmedu mjesta na kojem bi toranj trebao biti u uspravnom polozaju i mjesta gdje
se zapravo nalazi. Nagnutost je dana u centimetrima.

Godina | Nagnutost [cm]
1975 296.42
1976 296.44
1977 296.56
1978 296.67
1979 296.73
1980 296.88
1981 296.96
1982 296.98
1983 297.13
1984 297.17
1985 297.25
1986 297.42
1987 297.57

1. Nacrtaj dijagram ovisnosti nagnutosti tornja i vremena.
2. Nacrtaj graf funkcije koja najbolje opisuje dane podatke.
3. Iz grafa iSc¢itaj i ispisi sljedec¢e informacije:
(a) Za koliko ¢e centimetara toranj biti nagnut 1993. godine?

(b) Kada ¢e po tom modelu biti nagnut 2.9800 m?

(c¢) Za priblizno koliko vremena se nagne za 1 cm?
4. Sto mislite o ovom modelu (o njegovoj korisnosti)?
5. Zapisi funkciju koja najbolje odgovara danim podatcima.

6. Strucnjaci su otkrili da ¢e se toranj srusiti ako je nagib vec¢i od 302.5 centimetara.
Koristenjem modela (pravila) procjeni u kojoj godini ¢e se to dogoditi.

7. Godine 1918. izmjeren je nagib tornja od 290.71 cm. Provjerite odgovara li izmjerena
vrijednost tvojoj izracunatoj vrijednosti po modelu. Zasto?
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8. S programom Graph prikazi dobivenu funkciju koja modelira podatke.
Zanimljivosti:

e Strucnjaci su otkrili da ¢e se toranj bez sanacije srusiti oko 2040. godine. Veé 1990.
godine zabranjen mu je pristup iz sigurnosnih razloga. Izmedu 1990. i 2001. gradevina
je prvi puta obnovljena. Ispod su iskopali 38 m? pijeska i zamijenili ga s armiranim
betonom. Nagib je smanjen za 45 cm.

e U 2008. godini toranj je posljednji put obnovljen. Svjetski poznati Kosi toranj po prvi
put u svojoj 800-godisnjoj povijesti prestao se naginjati. Struc¢njaci predvidaju da se
viSe nec¢e naginjati najmanje 200 godina. Unatoc¢ uspjehu, toranj sada vise ne spada
medu svjetska arhitektonska cuda.

4.2 Modeliranje kvadratnom funkcijom

U ovom potpoglavlju navest ¢emo jedan zadatak iz modeliranja kvadratnom funkcijom. Za-
datak je namijenjen ucenicima srednje skole koji su upoznati s pojmom kvadratne funkcije.
Uz zadatak dano je i rjeSenje.

4.2.1 Postavljanje ograde

Farmer ima 2000 jardi' ograde kojom zeli ograditi $to veée podruéje pravokutnog oblika.
Koje su dimenzije podrucja koje je farmer ogradio?

Slika 15.

Rjesenje: Slika 15. ilustrira situaciju koju imamo u zadatku. Zadanih 2000 jardi pred-
stavlja opseg pravokutnika, tj. pravokutnog dvorista koje treba ograditi. Ako s x oznac¢imo
duzinu, a s w Sirinu, onda imamo

2x + 2w = 2000. (1)
Povrsina podrucja koje ra¢unamo izrac¢unava se po formuli
P =zw. (2)
Nadalje, ukoliko iz (1) izrazimo w, dobijemo
w = 1000 — x. (3)

Ako sada izraz dobiven u (3) uvrsimo u (2) dobivamo kvadratnu funkciju ovisnu o z. Toénije,
dobili smo P(z) = —x? + 1000z.

1Jard je osnovna angloamericka mjerna jedinica za duljinu. Jard iznosi 3 stope, a to je 0,9144 metara.
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Kada dobijemo kvadratnu funkciju, uvijek je dobro s ucenicima prokomentirati oblik kva-
dratne funkcije i nazive njezinih koeficijenata te do¢i do zakljucaka, kao ovdje, da je a = —1,
b = 1000, a ¢ = 0, ukoliko govorimo o kvadratnoj funkciji oblika f(z) = az? + bx + c. Na
Slici 16 prikazan je graf funkcije P(x) = —z% + 1000z.

Maksimum funkcije dobivamo kao z = 5—5 = —%020 = 500. Vrijednost funkcije u tocki mak-
simuma iznosi 250 000, sto zapravo za nas znaci da ¢e maksimalne dimenzije ogradenog
dvorista biti 500 x 500 jardi.

A (500, 250000)
250,000 -
{0,0) , {1000, 0)
500 1000 x
Slika 16.

4.3 Modeliranje eksponencijalnom funkcijom
4.3.1 Trening trcanja

Kod ovog zadatka predvideno je dati ucenicima da prvo za zadacu rijese listi¢ Trening 1
i potom s njima zajedno napraviti nesto kompliciraniju verziju zadatka tj. Trening 2. Za
izvodenje je potrebno dva sata, jedan za pregled i razgovor o zadadi, a drugi za rjeSavanje
problema Trening 2. Ovim zadatkom cilj je pronac¢i model za danu situaciju, izvesti linearni
i eksponencijalni model te usporediti dobivene rezultate sa stvarnim podatcima. Vazno je
da su ucenici rijesili listi¢ Trening 1 koji je priprema za teze zadatke modeliranja.

Izvedba

Ovaj zadatak se moze rjeSavati ¢im su ucenici savladali osnovne pojmove funkcije. U
rjeSavanju domace zadac¢e Trening 1 ucenici nisu imali problema. Pozeljno je pregledati
zadacu svim ucenicima u razredu, jer ako se netko negdje zabunio ili mu nesto nije bilo
jasno, ne¢e modi pratiti u nastavku. Za rjeSavanje sljedeceg dijela, Trening 2., bio je potre-
ban cijeli sat. Ucenici su zadatak rjesavali samostalno, a dok su zapeli do rjeSenja su najcesée
dolazili u razgovoru sa susjedima. Prvo su rjesavali samo prva Cetiri pitanja. Za prva tri je
bilo za ocekivati da ¢e svi znati odgovor, dok je ¢etvrto namijenjeno brzim ucenicima. Pre-
gledana su rjesenja za prva tri zadatka, pokazalo se da ¢etvrti nije uspio rijesiti gotovo nitko.
Nakon toga su nastavili rjeSavati ostale zadatke, opet samostalno. Nakon Sestog zadatka,
ponovno su zajednicki prekontrolirali rjesenja. Sedmi i osmi zadatak rijesili su zajednicki.

U sklopu ovoga zadatka, ucenici su predlagali razli¢ite nacine rjesavanja:
e pokusaji (pravimo tablicu sve dok ne dobijemo rjesenja)
e graficka rjesenja

e rjeSavanje jednadzbi.
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Utenici su Darkove pretréane kilometre opisali funkcijom D(z) = 5-(2)* ili D(z) = 5-(1.2)".
Onda su se pitali sto ¢e biti s funkcijom ako se broj predenih kilometara poveéa za 10%, 5%,
32%, 1%, 0.23% ... Brzo su shvatili da je decimalni zapis jednostavniji. Vrlo je vazno da se
u dugoro¢nim zadatcima (vise skolskih sati), kao sto je prikazano ovdje, vise puta provjeri
jesu li svi ucenici svladali planirane ciljeve, u suprotnom se moze dogoditi da to utroseno
vrijeme nema koristi.

Ucenici su otkrili da je problem kod izvrsavanja zadatka bio u povrsnom citanju zadataka.
Ispostavilo se da im je tesko pisati odgovore u recenicama, vise vole pisati odgovor na ma-
tematickom simbolickom jeziku. Kod izvodenja ove aktivnosti ucenici su bili zainteresirani
pa je znanje steceno u modeliranju provjereno.

Trening 1
Ana i Borna se pripremaju za natjecanje u tréanju. Ana je odlucila u prvom tjednu pretréati
10 kilometara, a onda svaki sljedeci tjedan kilometar vise. Borna je odluc¢io u prvom tjednu
pretréati tek cetiri kilometara, a zatim povecavati po dva kilometra tjedno.

1. Podatke o pretréanim udaljenostima unesite u tablicu:

1.tjedan | 2.tjedan | 3.tjedan | 4.tjedan | 5.tjedan

Anin put

Bornin put

2. Gornje podatke prikazite graficki.
3. Ovisnost broja pretréanih kilometara o tjednima treninga, za Anu, prikazati funkcijom.

e Imenujte nezavisnu varijablu z i zavisnu varijablu A(z) iz zadatka.

e Zapisite funkciju A(x).
4. Zapisite funkciju B(z) koja prikazuje Bornin put u ovisnosti o varijabli x.
5. U kojem tjednu treninga ¢e Borna i Ana pretréati isti broj kilometara?

6. Cvjetka se priprema za natjecanje. Pocela je sa 6 km trcéanja tjedno, a povecava put za
1.6 kilometara na tjedan. Tablicom prikazite koliko su kilometara prosle Ana, a koliko
Cvjetka u svakom tjednu.

7. Zapisite funkciju C(x) koja opisuje Cvjetkino tréanje.
8. U kojem ¢e tjednu Ana i Cvjetka pretréati jednako kilometara?

9. Kako bi pokazali u kojem ¢e tjednu Cvjetka pretrcati vise kilometara od Ane?

Trening 2
Ana i Darko se pripremaju za natjecanje u tré¢anju. Ana je odluc¢ila u prvom tjednu tréati
10 kilometara, a zatim svaki sljedec¢i tjedan kilometar vise. Darko je odlucio najprije trcati
5 kilometara, a onda povecavati 20% tjedno.
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. Podatke o pretrcanim udaljenostima Ane i Darka prikazite tablicom.
. Podatke prikazite graficki.

. Usporedite dobivene grafove. U ¢emu je razlika?

Pretpostavimo da je Darko istrécao prvi tjedan a kilometara, a svaki sljedec¢i tjedan
povecao istréanu udaljenost za 20%. Ispunite tablicu.

l.tjedan | 2.tjedan | 3.tjedan | 4.tjedan | 5.tjedan | ... | z-ti tjedan

Darkov put

Funkciju koja opisuje Darkovo tréanje oznac¢imo s D(z), gdje = predstavlja redni broj

tjedna. Koliko su D(1), D(2), D(3), D(4), D(5), D(x)?

. Napisite funkciju D(z) koja opisuje Darkovo tréanje u skladu s poc¢etnom pretpostav-

kom da je Darko prvo istré¢ao 5 kilometara.

. U kojem tjednu ¢e Darko imati vise predenih kilometara od Ane?

. Natjecanje ¢e biti u 12. tjednu. Koliko su kilometara Ana i Darko pretrcali tjedan

prije utrke?

Sto mislite o Darkovim sposobnostima na temelju funkcije koja opisuje Darkovu obuku?

. Napisite nekoliko pretpostavki koje smo uzeli u obzir pri rjeSavanju ovog primjera?

4.3.2 Salica kave

U sklopu eksponencijalne funkcije mozemo napraviti sljede¢u aktivnost za koju nam je po-
trebno dva skolska sata, jedan za prikupljanje, a drugi za obadu prikupljenih podataka.
U okviru ovih sati ucenici ¢e modelirati primjer iz svakodnevnog zivota eksponencijalnom
funkcijom, samostalno identificirati varijable i zavisnosti medu njima, procijeniti valjanost
modela, kriticki interpretirati rezultate i razviti kriticki stav prema informacijama i po-
datcima. Za uspjesno izvodenje ovih sati potrebno je da ucenici poznaju eksponencijalnu
funkciju te znaju osnove programa Graph, tj. da znaju ucrtati tocke, urediti svojstva osi,
napraviti graf koji najbolje odgovara slijedu tocaka te procijeniti izabranu funkciju.

Tijek procesa

1.
2.
3.
4.

Postavljanje problema.
Prikupljanje podataka.
Rjesavanje problema.

Razgovor o dobivenom (pretpostavke, procjene i interpretacija modela, upotreba mo-
dela, prosirenje problema).

Preporucen tijek aktivnosti
Tijekom prvog sata ucenici prate promjenu temperature kave iz skolskog automata. Mjere
svake ¢etiri minute i biljeze podatke. Takoder, mjere temperaturu okoline. Ucenici drugi sat
samostalno traze odgovarajuc¢i model s odgovaraju¢im programom u racunalnoj uc¢ionici.
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Postavljanje problema
Ucenici razgovaraju o problemu i mjerenjima koje ¢e se provoditi. Ucenici imenuju varijable,
razmisljaju o oznakama koje ¢e uzeti u obzir i organiziraju evidenciju mjerenja i ocekivani
graf (najava ocekivanog rezultata, padajuca funkcija).

Kontekst situacije
Povezanost s fizikom. Jednadzba hladenja: T'(t) = T, + (T, — T,)e~*, gdje je t - vrijeme, T,
- temperatura okoline, T} - temperatura kave na pocetku mjerenja, k - pozitivna konstanta,
T(t) - temperatura kave u trenutku t.

Osvrt na sat

Ako nema vremena da se provedu mjerenja, mogu se koristiti ve¢ postojeéi podatci. Medutim,
najbolje je samostalno izmjeriti svoje podatke. Samo na taj nac¢in ucenici postaju svjesni
da su modeli u nasem okruzenju. Poznavanje programa Graph nije potrebno. Dovoljno je
da nastavnik prije rada u racunalnoj uc¢ionici s uc¢enicima pregleda temeljne programske na-
redbe. Preporuca se da svaki uc¢enik radi na svom racunalu. Ucenici su bili vrlo uzbudeni jer
se sat razlikovao od drugih sati, posebno zbog mjerenja temperature kave. Cak i za vrijeme
mjerenja vecina ucenika je pretpostavila da se radi o padajucoj eksponencijalnoj funkeiji.
Ucenici na pitanja koja nisu ”tipicna matematicka” i odnose se na drugi predmet nerado
odgovaraju (npr. Sto se moze napraviti kako bi kava iz automata jos dugo vremena ostala
vruéa?). Cini se da bi u matematici trebalo manje racunati, a vise opravdavati i tumagiti.
Kao $to je veé¢ navedeno, sat moze biti povezan s fizikom (jednadzba hladenja).

Problemska situacija
Mjerili smo temperaturu kave iz skolskog automata. Zanima nas za koliko se vremena tempe-
ratura kave spusti do sobne temperature? Napraviti tablicu mjerenja i promatrati vrijednosti
varijabli.

1. Imenujte varijable.
2. Koje svojstvo funkcije je najprepoznatljivije u mjerenjima?

3. Koja od funkcija bi po tvom misljenju najbolje opisivala mjerenja?

Upotrijebi program Graph:
4. Koja je funkcija po tvom misljenju najprikladnija? Objasni.
5. Prepisi funkciju koju ispiSe program.
6. Kolika bi po tvom misljenju bila temperatura kave nakon 5 sati od pocetka mjerenja?
7. Kolika je temperatura po tvom modelu 5 sati nakon pocetka mjerenja?
8. Razmislite o mogué¢im mjernim pogreskama koje bi mogle utjecati na rezultat?
9. S grafa ocitaj:

e Za koliko se kava ohladi na temperaturu od 40 stupnjeva?

e Kolika je temperatura kave nakon jednog sata?
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10. Za koliko se stupnjeva ohladila kava
e prvih 5 min?
e izmedu 5-te i 10-te minute?
e izmedu 40-te i 45-te minute?
11. Sto se dogada s funkcijom na tim intervalima?
12. Moze li kava iz naSeg automata prouzrociti opekline?
13. Sto biste ucinili da kava iz stroja ostane §to dulje vruéa?

14. Navedite ¢imbenike koji utje¢u na brzinu hladenja kave.

Zanimljivost: 1992. godine, 79-godisnja Stella Liebeck tuzila je Mc Donald’s za opekline
koje su uzrokovane kavom kupljenom u jednom od njihovih restorana. Liebeckova je od
prolivene kave, koja je imala izmedu 80°C i 90°C, dobila opekline treéeg stupnja. Kava koja
ima vise od 68°C moze uzrokovati opekline. Ona je dobila naknadu od 2.7 milijuna dolara.
Od tada, veéina restorana sluzi kave ohladene na oko 68°C, iako kava ima najbolji okus na
temperaturi od 80 do 90 stupnjeva.
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4.4 Modeliranje logaritamskom funkcijom

U nastavku, kao i do sada, prikazat ¢emo neke primjere koje je korisno napraviti s u¢enicima
na nastavi kada se obraduje, u ovom slucaju, logaritamska funkcija.

4.4.1 Prirodno ciSéenje jezera

Za izvodenje ove aktivnosti potrebna su nam dva skolska sata. Ciljevi koje na ovim satima
zelimo postici jest da ucenici prepoznaju i razlikuju eksponencijalnu ovisnost od drugih vr-
sta ovisnosti te znaju upotrijebiti svojstva eksponencijalne funkcije i slijedeé¢i upute dobiti
eksponencijalni model.

Potrebno predznanje

e Ucenici poznaju definiciju funkcije, znaju svojstva razlicitih funkcija (ponajprije eks-
ponencijalne i linearne), te znaju prikazati njihove grafove.

e 7maju upotrijebiti vezu eksponencijalne i logaritamske funkcije te pravila za racunanje
s logaritmima.

e 7maju rijesiti eksponencijalnu jednadzbu i sustav jednadzbi.

e /maju prakticno racunati na kalkulatoru s logaritmima i potencijama.
Tijek procesa ucenja

1. Predstavljanje problema

2. Rjesavanje problema: ucenici rjeSavaju nastavne listi¢e u parovima

3. Pregled rjesenja, rasprava

Problemska situacija
Od ispustanja otrovnih tvari iz postrojenja u jezero ono je postalo vrlo zagadeno. Nakon
zatvaranja tvornice jezero je prirodno ocis¢eno. Jezero je dio lanca jezera spojenih na rijeci.
Svaki mjesec odredeni postotak vode u jezeru se isusi i zamijeni kombinacijom ¢iste vode iz
gornjih jezera i kise (pretpostavljamo da kisa nije zagadena). Jezero se tako prirodno ocisti.
Preliminarna ispitivanja sazeto su prikazana u tablici.

Vrijeme x [mjesec] | Oneciséenost y [ppm] | log y
1 20
5 13.1
10 7.5
15 4.6
20 2.7
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1. Napravite graf oneciséenosti u ovisnosti o vremenu.

2. Nacrtajte graf funkcije koja se prilagodava danim podacima (ne mora graf nuzno prodi
kroz sve tocke) i odgovara opisanom problemu (odabrati graf linearne, eksponencijalne
ili logaritamske funkcije).
Koja (jedna ili vise) od navedenih funkcija po vlastitom nahodenju odgovara opisanom
problemu? Objasniti.
Izabrali ste funkciju. Kako ste se odlucili za jednu od funkcija?

3. U tablici popunite zadnji stupac. Zaokruzite na jedno decimalno mjesto.
4. Nacrtajte graf logaritamske funkcije.
5. Racunski dokazite da iz y = a - b* slijedi logy = loga + zlogb.

6. Pojasnite jednakost iz 5. Kakva je veza izmedu varijabli x i logy (linearna, eksponen-
cijalna, logaritamska)?

7. Jeli vasa pretpostavka pod 2. ispravna? Ako nije, popravite ju. Sijece li graf odabrane
funkcije os 7 A os y?

8. Pretpostavimo da je odgovarajuc¢a funkcija eksponencijalna funkcija y = a - b*. Na
temelju prikupljenih podataka u tablici, izrac¢unajte konstante a i b (na dvije decimale)
te zapisite dobivenu funkciju.

9. Koristenjem dobivene funkcije izra¢unati (na jednu decimalu):

e onecis¢enje nakon osam mjeseci

e oneciséenje nakon 30 mjeseci

e onecis¢enje nakon 5 godina

e pocetno onecidcenje (u trenutku t = 0).

e Kada je onecis¢enje manje od 0.5 ppm? To je onecis¢enje koje omogucéuje kupanje
u jezeru!

e U kojem je trenutku oneciséenje smanjeno za pola?
10. Ova vjezba je bila jednostavna ili teska? Zasto? Sto je bilo jednostavno, a Sto zah-

tjevno? Je li vam vjezba bila zanimljiva? NapiSite zasto.

4.5 Modeliranje trigonometrijskim funkcijama
4.5.1 Temperatura zraka u Osijeku

Kroz ovaj zadatak ucenici ce:

upotrijebiti tehnologiju za ucinkovitije rjeSavanje problema

upotrijebiti razli¢ite izvore (podatci na internetu)

modelirati podatke funkcijom sinus

bez uporabe tehnologije iz podataka dobiti jednadzbu funkcije sinus
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e u programu Graph prikazati dobivenu funkciju

predvidjeti vrijednost temperature u buduénosti

razviti kriticki odnos prema rezultatima (razvijanje kritickog misljenja)
e podizanje svijesti o okolisu i ekologiji - Sto utjece na temperaturu

e procijeniti svoj rad.

Potrebno predznanje

e znati svojstva funkcije sinus

znati kako nacrtati graf funkcije sinus

iz danog grafa odrediti konstante (amplituda, period, pomak funkcije u smjeru osi
apscisa i ordinata)

biti u moguénosti koristiti Internet kao izvor informacija

znati kako koristiti program Graph

Tijek procesa ucenja

1. Uvod - ponavljanje svojstava funkcije sinus.
2. Pretrazivanje podataka na web stranici.

3. Rjesavanje zadataka bez koristenja ICT-a.
4. RjeSavanje zadataka pomoc¢u ICT-a.

5. Rasprava o rjeSenjima i evaluacija rada.

Osvrt na sat
Ucenici su proveli dva sata u racunalnoj ucionici. Sat prije izvodenja ove aktivnosti naprav-
ljen je tako da su programom Graph crtali funkciju sinus, projicirali ih na plocu, a ucenici
su za svaku nacrtanu funkciju u biljeznice pisali odgovarajuce jednadzbe. Ucenici s tim nisu
imali problema. Potom su za svaku funkciju odredili konstante, njezinu amplitudu, period,
pomak.

U rac¢unalnoj su ucionici ucenici radili u paru zbog nedostatka racunala. Nakon uputa,
samostalno su rijesili listi¢, pri ¢emu su koristili Internet kako bi dobili informacije i program
Graph (program se koristi od prve godine pa im nije bio nepoznat). Tu i tamo bila im je
potrebna pomoc¢, ali ve¢inu posla su obavili samostalno.

Ucenici su bili vrlo zadovoljni provedenom aktivnoséu. Osobito im je bilo drago da sada
imaju stecena znanja iz matematike koja se primjenjuju u realnim situacijama. Neki su
otkrili da su radili pogreske jer nisu dobro ocijenili konstante krivulje i stoga su se pogorsale
prognoze srednje mjesecne temperature u nadolaze¢im mjesecima.

Problem na koji mozemo naici jest buka, ukoliko u razredu ima previse ucenika i svi
glasno govore, a da to sami ni ne primje¢uju.
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Problemska situacija
Ljeto! Doba godine kojemu se svi veselimo. Odmor, more, vrué¢ina, prve su asocijacije na
ljeto. Nakon nje dolazi jesen, s njom Skola i neSto nize temperature. Neki se vesele i zimi.
Jedva cekaju skijanje i hladno¢a im ne smeta. Proljece je lijepo, priroda se budi, temperatura
zraka polako raste. Znamo da ce se ljeto, jesen, zima i prolje¢e ponoviti, a s njima i razni
dogadaji i temperatura zraka. Istrazite kako se mijenja prosjecna mjesecna temperatura
tijekom godine u Osijeku.

Zadatak 1.
Kako zovemo pojavu da se dogadaji u odredenim razdobljima ponavljaju? U tablici napisi
svoju procjenu prosjecne temperature zraka u Osijeku za pojedini mjesec.

Redni broj mjeseca 1.2, 1314 |5 |6.|7.[8 9. |10.| 11. | 12.

Prosje¢na temperatura [VC]

Zadatak 2.
Na web stranici Drzavnog hidrometeoroloskog zavoda pronadi podatke o prosjecnim mjese¢nim
temperaturama zraka u Osijeku za razdoblje od sije¢nja 2005. do ozujka 2006. godine.
Zadatak 3.
Usporedite svoje procjene iz zadataka 1. s informacijama koje ste dobili na web stranici.
Koliko dobro ste procijeniti prosje¢nu mjesecnu temperaturu zraka u Osijeku?
Zadatak 4.

1. Podatke graficki prikazati u koordinatnom sustavu. Imenovati koordinatne osi.
2. Razmislite koja krivulja najbolje odgovara podatcima.

3. Nacrtajte krivulju koja najbolje odgovara podacima.

4. Izracunajte jednadzbu krivulje.

5. Iz jednadzbe krivulje izracunajte prosjecne mjesecne temperature zraka u Osijeku u
svibnju 2006. i prosincu 2007. godine. Rezultate usporedite s podacima koje ste
pronasli za ta razdoblja na web stranici. Sto ste saznali?

Zadatak 5.
Podatke o prosjecnoj mjesecnoj temperaturi zraka u Osijeku prenesite u program Graph
i nacrtajte niz tocaka. Nadite krivulju koja najbolje odgovara podatcima. Ako nije medu
ponudenima, odaberite vlastitu krivulju. Koliko dobro krivulja odgovara podatcima? Napisite
jednadzbu dobivene krivulje. Usporedite rezultat s jednadzbom krivulje koju ste izracunali.

Zadatak 6.
Nadite primjere iz zivota koje mozete modelirati trigonometrijskim funkcijama.

Zadatak 7.- evaluacija
Sto sam naucio?
Gdje sam bio najuspjesniji?
Nisam uspio ...
Uzrok mog problema je ...
Sto trebam poboljsati?
U budu¢nosti zelim raditi individualno s nastavnim listicem jer ...
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4.5.2 Visina kipa

Na vrhu Board of Trade Building u Chicagu nalazi se kip bozice Ceres, rimske bozice pSenice.
Od mjesta s kojega promatramo kip do centra zgrade na kojoj se kip nalazi ima 400 stopa?.
Kut elevacije do baze kipa iznosi 55.1°, a kut elevacije do vrha kipa iznosi 56.5". Skicu
mozemo vidjeti na Slici 17. (a). Kolika je visina kipa bozice Ceres?

| | r
! 400 ft ! 400 ft 400 ft
(a) (b)

Slika 17.

Rjesenje: Na Slici 17.(b) vidimo dva trokuta izdvojena iz dijela (a). Prema tome, visina
kipa bozice Ceres ¢e biti &' — b, a odredit ¢emo je iz sljedec¢ih izraza koje dobijemo iz (b).

b

400
b = 400tan55.1° ~ 573.39.

tan55.1° =

b/
400
¥ = 400tan56.5° ~ 604.33.

tan 56.5° =

Visina je priblizno 30.94, tj. 31 stopa.

Sljede¢i zadatak mozemo postaviti pred ucenike tek kada znaju kako glasi kosinusov poucak
te kako ga primijeniti u zadatcima.

4.5.3 Putanja jedrilice

Motorna jedrilica putuje s Naplesa na Floridi i na putu je za Key West koji je 150 milja
udaljen od Floride. Jedrilica odrzava konstantnu brzinu i prede 15 milja na sat. Medutim,
naisla je na vjetar i jake morske struje. Jedna je ekipa jedrilicu krenula traziti te ju je nakon
4 sata pronasla. Ustanovljeno je da je skrenula s puta za 20°. Prikaz mozemo vidjeti na Slici
18.

1. Koliko je jedrilica udaljena od Key Westa u trenutku pronalaska?

2. Za koji se kut jedrilica treba okrenuti da nastavi put prema odredistu?

2Stopa je angloamericka mjerna jedinica za duljinu. Jedna stopa jednaka je 0.3048 metra
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3. Koliko vremena treba da jedrilica unato¢ preprekama dode do cilja (uz pretpostavku
konstantne brzine)?

Slika 18.

Rjesenje:

Ako ucenici dobro procitaju zadatak lako bi trebali do¢i do zakljucka da za 4 sata jedrilica
prede 60 milja. Kao na slici, sa x mozemo oznaciti udaljenost trenutne pozicije broda (nakon
skretanja) do odredista Key West. Da bi pronasli tu udaljenost z jednostavno iskoristimo
kosinusov poucak odakle dobijemo da je x priblizno 95.8, Sto je ujedno odgovor na prvo
pitanje. U drugom dijelu zadatka ucenici takoder mogu koristiti kosinusov poucak te dobiti
trazeni kut, na slici oznacen s ©. Tu mozemo ocekivati problem jer mozda nec¢e odmah svim
ucenicima biti jasno koji kut treba izracunati. S druge strane, i dok shvate o kojemu je
kutu rije¢, mogu nastati problemi s izracunavanjem toga kuta, ukoliko nekom od ucenika ne
padne na pamet ideja kako taj kut dobiti.
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5 Program Graph

U ovom poglavlju predstavit ¢emo program Graph koji se spominje u radu i u kojemu su
napravljene neke od slika.

Program Graph se koristi za crtanje matematickih grafova u koordinatnom sustavu. Ovaj
je program koristan za svakoga tko zeli nacrtati grafove raznih funkcija.

4 Graph - X
Datoteka Uredivanje Funkeije Povecanje lzracun Pomad

D& M|+ AL ) A | Sk P LR

g 01

x=1224 y-833

Slika 19. Sucelje programa Graph

Programom mozemo nacrtati brojne funkcije kao sto su funkcije sinus i kosinus, logaritam-
ska funkcija, eksponencijalna funkcija i slicno. Isto tako, uvijek je moguce promijeniti boju,
debljinu i stil linije te odrediti interval na kojemu zelimo prikazati nas graf. Takoder, korisno
je znati da je ovim programom moguce stvoriti niz tocaka, razlic¢itih boja i veli¢ine, a podatci
za crtanje tocaka mogu se uvesti iz drugih programa kao sto je Microsoft Excel.

Programom Graph moguce je prikazati razlic¢ite jednadzbe i nejednakosti. Na Slici 20. pri-
kazana je kruznica x? + 3% = 25 i nejednakost < 1. Takoder, progam moze izrac¢unati prvu
derivaciju funkcije i prikazati njen graf.

Program moze pomod¢i u izracunavanju povrsina izmedu grafa funkcije i osi x u odredenom
intervalu te udaljenosti izmedu dvije tocke na krivulji. Na Slici 22. prikazan je primjer
izracunavanja povrsine izmedu funkcije f(z) = zcosz® i osi x na intervalu [-4.6, 6.5].
Takoder, u programu se mogu napraviti animacije. Primjerice, mozemo napraviti funk-
ciju f(x) = ax?® + br + ¢ i promatrati $to se s njom dogada kada mijenjamo vrijednosti
koeficijenta b.
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4% Graph - C:A\Users\Darija\Desktopnej.grf

Datoteka

Uredivanje Funkeije Povecanje lzraéun Pomoc

DEE |+ #L

=i A F 2L RPE

A X\24y"2=25
x<1

! TS N
-3
12-
x=1307 y=507
Slika 20.
# Graph X
Datoteks Uredivanje Funkcije Povecanje lacun Pomoé
DERE | +HLE V &lwmA| Jado 22008
W} Osi
PN fige2
Fi=2%
flx)=x"2
fx)=2%x
3 % i B 3 B 3 : } t T R
Al
x=1159 y=401
Slika 21. Prikaz funkcije f(x) = x? i njezine derivacije
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4% Graph - C:A\Users\Darija\ Desktopsi22.grf - x

Datoteka Uredivanje Funkeije Povecanje lracun Pomoc

DS E| +HLE Vg ~mA Jaldo 2200
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o f(x)=x*cos(x)"2
ol
sl
o
N
J% /\ i
S —
T 1 9 10 11 12 13 14

‘% T
21

|

x=541 y=650

Slika 22.

U programu Graph relativno je lako raditi i potrebno je minimalno vremena kako bi se svla-
dale osnove. Sve slike napravljene u programu Graph mogli smo napraviti npr. u GeoGebri.
Program Graph namijenjen je ponajprije za crtanje funkcija dok GeoGebra ima joS razne
mogucnosti kao sto je povlacenje okomica, paralela, pravljenje simetrale duzine i sli¢no.
Medutim, Graph je zaista jednostavan program te bi se u njemu, prije nego li u GeoGebri,
mogli snaci ucenici osnovne skole, ali i oni ucenici koji se do tada nisu susreli s programima
dinamicke geometrije.

Svakako, bitno je napomenuti da ucenici vole programe dinamicke geometrije jer si tako mogu
vizualizirati neke stvari koje im se ¢ine nemoguc¢ima. Isto tako, sama upotreba racunala nas-
tavu matematike ¢ini zabavnom, dinami¢nom i ucenicima privlacnom te jednostavnijom za
ucenje.
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6 Zakljucak

U ovome smo radu paznju usmjerili prema modeliranju u osnovnoj i srednjoj skoli. Na
pocetku smo rekli sto je to modeliranje te smo nabrojali korake matematickog modeliranja.
Osim toga, u prvome smo poglavlju naveli neke probleme s kojima se mozemo suociti kada
govorimo o modeliranju u nastavi te smo predstavili ¢etiri osnovna pristupa matematickom
modeliranju. Naveli smo empirijski, teorijski, simulacijski i dimenzijski pristup te svaki pris-
tup opisali i naveli odgovarajuce primjere.

U idu¢em poglavlju fokusirali smo se na modeliranje u osnovnoj skoli. Naveli smo neke
elemente na kojima ucenici uce sto je to modeliranje. U nastavku smo analizirali postupak
matematickog modeliranja na jednom jednostavnom primjeru te ukazali na vaznost geome-
trije kada govorimo o procesu modeliranja. Zatim smo naveli razne primjere modeliranja
primjerene za osnovnoskolski uzrast. Ono sto treba naglasiti jest da su ti primjeri provedeni
u nastavi u nekim osnovnim skolama te su u svakoj aktivnosti detaljno razradeni svi dijelovi
sata.

U idu¢em smo poglavlju naglasak stavili na modeliranje u srednjoj skoli. Analogno kao u
prethodnom poglavlju, prikazali smo neke primjere koji su izvedeni na nastavi matematike
u nekim srednjim skolama u Sloveniji, a vrlo jednostavno bi se mogli implementirati i u
nasim Skolama. Naveli smo postupak aktivnosti, pitanja na koja su ucenici odgovarali kao i
iskustva nastavnika koji su zadatke zadali i proveli sa svojim ucenicima.

U posljednjem poglavlju rekli smo nekoliko rijeci o programu Graph koji smo koristili u
radu za izradu grafova i koji se u vecini opisanih aktivnosti predlaze kao alat za zanimljiviju
i dinami¢niju nastavu.
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Sazetak

Cilj ovog diplomskog rada je upoznavanje s procesom modeliranja s naglaskom na pri-
mjenu matematickog modeliranja u nastavi. U radu smo se bavili modeliranjem u osnovnoj,
a potom u srednjoj Skoli. Na pocetku smo naveli i objasnili cetiri pristupa matematickom
modeliranju te dali primjere za svaki od pristupa. Potom smo se fokusirali na osnovnoskolsko
modeliranje. Najprije smo ukratko opisali sam postupak modeliranja, a potom naveli razne
primjere. Bududi su navedene aktivnosti provedene na nastavi, detaljno je razraden svaki
dio sata. Dalje smo se bavili modeliranjem u srednjoj skoli. Naveli smo razne primjere
modeliranja linearnom, kvadratnom, eksponencijalnom, logaritamskom i trigonometrijskim
funkcijama. Na kraju smo rekli nesto o programu Graph koji se spominje u radu i kojega
smo koristili za izradu grafova.

Summary

The purpose of this diploma thesis is to introduce the process of mathematical modeling,
focusing on application of mathematical modeling in the class. At first, we were dealing with
mathematical modeling in primary school and in high school after that. In the beginning, we
have specified and explained four approaches to mathematical modeling and give examples
for each access. Then we focused on modeling for primary school. First, we have described
briefly the modeling process, and then, we specified various examples. Since these activities
have been implemented in class, each part of school hour is worked out in detail. After that,
we were dealing with modeling in high school. We have provided a variety of examples of
modeling with linear, quadratic, exponential, logarithmic and trigonometric functions. At
the end, we said something about program Graph which is mentioned in diploma thesis and
used for charting.
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