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Uvod

Cesto istrazivaéi raznih znanosti imaju potrebu grupirati podatke u odredene grupe ili sku-
pine koji su sli¢ni po odredenim obiljezjima pri ¢emu se grupe medusobno razlikuju. Upravo
se u takvim situacijama moze koristiti klaster analiza. Klaster analiza vrsta je statistic-
kog grupiranja ¢iji je cilj grupirati skup slucajeva ili pojedinaca u grupe koje se nazivaju
veni klasteri Sto razlicitiji. Na primjer, u biologiji se klaster analiza koristi za razvrstavanje
vrsta, u geologiji za grupiranje minerala, u ekonomiji za grupiranje podataka na temelju
odredenih makroekonomskih varijabli te u mnogim drugim znanostima za grupiranje po raz-
nim kriterijima. U ovom ¢emo radu provesti klaster analizu na podacima jedne banke za
mala i srednja poduzeca kako bismo ih klasterirali u razlicite klastere. Cilj klasteriranja je
grupirati poduzeca tako da se u svakoj grupi odnosno klasteru nalaze poduzeca s istim ili
sliénim karakteristikama $to otvara moguénost izgradnje modela skoriranja za svaki klaster
posebno ¢ime bi se mogla napraviti bolja procjena kreditnog rizika. Rad je podijeljen na
dva djela. U prvom je djelu dana teorijska podloga klaster analize. Objasnjene su najcesce
koristene metode klasteriranja i opisan je njen matematicki smisao. Takoder, objasnjeno je
kreditno skoriranje i postupci izrade modela kreditnog skoriranja te je dan osvrt na nekoliko
istrazivanja koja opisuju primjenu klaster analize u kreditnom skoriranju u kombinaciji s
drugim metodama. U drugom je djelu rada provedena klaster analiza na stvarnim podacima
jedne banke pomocu hijerarhijske metode klasteriranja. Objasnjeni su financijski pokazatelji
i njihove vrijednosti, a obzirom na njih opisani su i dobiveni klasteri.

1 Klaster analiza

Grupiranje podataka koje se jos naziva i klaster analiza statisticka je procedura stvaranja
grupa objekata ili klastera na nac¢in da su objekti u jednom klasteru vrlo sli¢ni, dok se objekti
u razli¢itim klasterima poprili¢no razlikuju [9]. Grupiranje objekata, koji mogu biti osobe,
ustanove, poduzeca, jedinice lokalne uprave i sli¢no, provodi se na osnovi njihovih zajednickih
obiljezja. lako je klaster analiza namijenjena grupiranju objekata, moze se koristiti i za
grupiranje varijabli. S obzirom da se osobine objekata definiraju pomoéu varijabli, one tako
ulaze u analizu [9]. Pretpostavka na kojoj pociva klaster analiza jest mogucénost nalazenja
prirodnog nacina razvrstavanja podataka smislenog za istrazivaca. Primjerice, u kontekstu
istrazivanja trzista, klaster analiza se koristi za identifikaciju kategorija kao $to su dobne
skupine, urbana, ruralna ili prigradska lokacija.

Cilj klaster analize je grupirati objekte sa istim ili slicnim obiljezjima zajedno. Kako bi
istraziva¢ to mogao napraviti potrebno je utvrditi koliko su objekti sli¢ni, odnosno razli¢iti.
Dakle, potrebno je definirati klastere i objekte koji im pripadaju. U tom smislu, mozemo
reéi da je ideja koristenja klastera kombinirati kriterije i zahtjeve kako bi svi objekti u njemu

[9]:

a) imali ista ili blisko povezana svojstva,

b) pokazivali male medusobne udaljenosti ili nesli¢nosti;

¢) imali neki odnos ili vezu s barem jednim drugim objektom u skupini;
)

d) bili jasno razlikovani od objekata u drugim klasterima.



Postupak provedbe klaster analize naziva se klasteriranje. "Klasteriranje je postupak
podjele nekog skupa podataka na unaprijed zadani broj klastera tako da je sli¢cnost medu
elementima klastera najveca a razlika (udaljenost) medu klasterima najveca"[17]. Kako bi
algoritam za klasteriranje bio $to bolji, on prema [9] ukljucuje cetiri faze dizajna: pred-
stavljanje podataka, modeliranje, optimizacija i validacija. Faza predstavljanja podataka
unaprijed odreduje kakve se strukture klastera mogu otkriti u podacima. Faza modeliranja
definira pojam klastera i kriterije koji odvajaju pozeljne grupne strukture od nepovoljnih.

‘Pl‘odstavljanjc podataka |

1
|

I Optimizacija

!

| Validacija

Slika 1: Faze dizajna klaster analize (vidjeti [9])

Cilj istrazivaca je koristenjem klaster analize odgovoriti na tri klju¢na pitanja [6].
e Kako mjeriti slicnosti objekata?
e Kako formirati klastere?
e Kako utvrditi konacan broj klastera?

Klaster analiza je proces grupiranja objekata bez nadzora, odnosno nije poznato koliko
klastera postoji u podacima prije pokretanja modela. S obzirom da je veéina algoritama
za klasteriranje vrlo osjetljiva na pocetne pretpostavke, potrebno joj je pristupiti s velikim
oprezom, jer Ce ona rezultirati rjeSenjem i u sluc¢aju krivih pretpostavki. Zbog toga je pazljiv
odabir varijabli klju¢an dio ove analize. Kod kreiranja klastera treba uzeti u obzir samo
one klastere i ona rjesenja koja se mogu logicki objasniti. Kako rjesenje ovisi o analiziranim
varijablama, njegova generalizacija nije moguc¢a. Odnosno, ne postoji statisticka osnova
za zaklju¢ivanje sa uzorka na populaciju i ne postoji garancija jedinstvenog rjesenja [13].
Stoga, dodavanje novih varijabli moze znatno utjecati na konacno rjesenje. Podjela objekata
u klastere, u skladu s definiranim ciljevima, konacni je rezultat klaster analize. Odluke oko
izbora mjere sli¢nosti, kriterija za svrstavanje u klaster i kona¢no, odabir broja klastera
glavne su odrednice prakticne provedbe klaster analize. U prvom se koraku izbor mjere
sliénosti izmedu svakog objekta temelji na osnovi sli¢nosti varijabli u procesu klasteriranja.
Tri su metode odredivanja slicnosti u klaster analizi: mjere udaljenosti, mjere korelacije i
mjere asocijacije.

1.1 Mjere sli¢nosti

Prije klasteriranja potrebno je definirati mjeru sli¢nosti, odnosno udaljenosti [12]. Mjere sli¢-
nosti i udaljenosti igraju vaznu ulogu u klaster analizi, a koriste se za kvantitativno opisivanje
sli¢nosti ili razli¢itosti dvaju objekata [9]. Mjera sli¢nosti definirana je kao udaljenost izmedu
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tere. Odabir mjere sli¢nosti ovisi o tipu podataka, a oni mogu biti kvantitativni(numericki)
ili kvalitativni(kategorijalni). Numericki podaci, odnosno varijable poprimaju vrijednosti iz
skupa realnih brojeva, a njihov se odnos moze prikazati nekom funkcijom udaljenosti [9].
Stoga se za takve podatke koriste mjere udaljenosti i mjere korelacije. S druge strane, ka-
tegorijalne su varijable rasporedene u neke kategorije, a njihov se odnos ne moze prikazati
nekom funkcijom udaljenosti, stoga se za takve podatke koristi mjera asocijacije.

1.1.1 Mjere udaljenosti

Najcesce koriStena mjera sli¢nosti u klaster analizi je mjera udaljenosti. Mjera udaljenosti
zapravo je mjera razli¢itosti izmedu varijabli. Sto je mjera razlicitosti veca, to je veca
razlika izmedu dva objekta. Najcesée koristene mjere udaljenosti izmedu dviju tocaka x =
(g, B o oy i) 1 B = (@i, s v o < o ) W10 [9):

e Manhattan udaljenost:

n

di(z,y) = Y _ | — yil

=1

e Fuklidska udaljenost:

dQ(xay> =

e Minkowski udaljenost:

dp(ﬂf,y)=<2|wi—yi!p) , Pl
1=l

e Prosjecna udaljenost:

n

d(z,y) = (% Z(fﬂi - yi)2)

i=1

Vrlo se ¢esto umjesto udaljenosti koristi tzv. kvazimetricka funkcija o kojoj éemo nesto
vise rec¢i u 1.3.1.
1.1.2 Mjere korelacije

Mjere korelacije temelje se na odredivanju koeficijenta korelacije izmedu objekata. Visoka
korelacija oznacava veliku slicnost medu objektima, dok niska korelacija upucuje na malu
sli¢nost [9].



1.1.3 Mjere asocijacije

Mjere asocijacije koriste se za usporedivanje kategorijalnih varijabli. Pomoéu njih se odreduje
stupanj slaganja izmedu svakog para objekata po svim atributima zeljenih karakteristika [13].

Neka su x i y dvije kategorijalne vrijednosti. Tada se za njihovu mjeru podudaranja
koristi diskretna metrika definirana s [9]:

_J 1, zaxz=y,
5(:U,y)—{ 0, maw £

Kada su z i y kategorijalne varijable opisane s n atributa, razli¢itost izmedu njih, mjerena
diskretnom metrikom, definirana je izrazom

d(l‘, y) = Z 6(‘7"17 yl)

1.2 Hijerarhijske metode za klasteriranje

Opcenito algoritme klasteriranja mozemo podijeliti u dvije kategorije: hijerarhijski algoritmi
i particijski algoritmi [9]. Hijerarhijski algoritmi podrazumijevaju izgradnju hijerarhijske
strukture objekata pomoc¢u dendograma. Dendogram je graficki prikaz rezultata u obliku
dvodimenzionalnog hijerarhijskog dijagrama nalik stablu, koji ilustrira spajanja ili razdva-
janja podataka. Vise o dendogramu moze se pogledati u [9].

Hijerarhijski algoritmi zapoc¢inju tako da se izrac¢una udaljenost izmedu svih objekata
zajedno. Nakon $to se njihova medusobna udaljenost izra¢una, kreée se u stvaranje klastera.
Postoje dvije vrste hijerarhijskih algoritama, to su hijerarhijski algoritmi koji razdvajaju
(divizijski) 1 aglomerativni hijerarhijski algoritmi. Kod divizijskih algoritama skup od n
podataka dijeli se u manje, finije grupe. Kazemo da se podaci razdvajaju od vrha prema
dnu, odnosno algoritam pocinje s jednim velikim klasterom koji sadrzi sve objekte te ih zatim
dijeli u dva nova klastera tako da su objekti u jednom klasteru sto razli¢itiji od objekata
u drugom klasteru. Postupak dijeljenja svakog klastera nastavlja se dok svaki pojedini
objekt ne postane zasebni klaster, odnosno dok broj klastera ne bude jednak broju objekata.
U aglomerativnim hijerarhijskim algoritmima postupak je obrnut, odnosno ide se od dna
prema vrhu. Dakle, algoritmi pocinju s klasterima od kojih svaki sadrzi jedan objekt, stoga
na pocetku imamo n klastera. Nakon toga se na temelju matrice sli¢nosti dva najsli¢nija
objekta klasteriraju u novi klaster. Postupak spajanja klastera ponavlja se n — 1 puta,
odnosno dok se svi pojedini klasteri ne sjedine u jedan klaster [9].

[ako su oba algoritma zadovoljavajuca, aglomerativni se algoritmi koriste mnogo cesce
od divizijskih pa ¢emo u daljnjem radu detaljnije obraditi aglomerativne algoritme.

Aglomerativni algoritmi se s obzirom na nacin na koji se odreduje slicnost medu klas-
terima mogu podijeliti na tri metode: metode povezivanja, Wardova metoda i centroidna
metoda. Metode povezivanja i centroidna metoda u svakom koraku spajaju pojedinacne
objekte ili klastere koji su najblizi, a razlikuju se samo po definiciji udaljenosti, odnosno
sliénosti izmedu podataka. S druge strane, Wardova metoda se razlikuje od prethodnih jer
prilikom spajanja klastera analizira varijancu izmedu objekata.
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Slika 2: Aglomerativno i divizijsko hijerarhijsko klasteriranje

1.2.1 Metode povezivanja

Metode povezivanja dijele se na tri metode ovisno o tome kako se odreduje reprezentant
klastera [13].

1. Jednostruko povezivanje (engl. single-linkage method)
2. Potpuno povezivanje (engl. complete-linkage method)

3. Prosjecno povezivanje (engl. average linkage)

Jednostruko povezivanje

Jednostruko povezivanje jedna je od najjednostavnijih hijerarhijskih metoda klasteriranja.
Jos se naziva metoda najblizeg susjeda ili metoda minimalne udaljenosti. U toj se metodi
definira sli¢nost izmedu dva klastera kao najmanja udaljenost izmedu bilo kojeg objekta iz
jednog klastera i bilo kojeg objekta iz drugog klastera [9, 13]. Klasteri se stvaraju na nacin
da se objekti ¢ija je udaljenost najmanja klasteriraju u novi klaster. Nakon kreiranja tog
klastera, sljede¢i se objekti povezuju s njim tako sto se gleda najmanja udaljenost izmedu
samostalnih objekata i objekata veé¢ kreiranog klastera. Postupak se dalje ponavlja na nacin
da se udaljenost izmedu dva klastera odreduje na temelju udaljenosti izmedu bilo koja dva
objekta tih klastera.

Neka su primjerice Z;, Z;, Z), neka tri klastera. Tada se udaljenost izmedu Z; i Z; U Z;
moze izracunati kao

1 1 1
D(Zy, Z; U Z;) = §D(Zk, Z:)+ §D(Zk, Zi)— §|D(Zk, Z;) — D(Zy, Zj)|
= mln{D(Zk, ZZ), D(Zk, Z])},

gdje je D udaljenost izmedu dva klastera. Odnosno,

DY) = i A9,

pri ¢emu su X i Y dva neprazna disjunktna klastera [9].

5



Potpuno povezivanje

Metoda potpunog povezivanja suprotna je metodi jednostrukog povezivanja. U svakom se
koraku sli¢nost izmedu dva klastera odreduje tako da je udaljenost izmedu njihovih elemenata
maksimalna [9]. Tocnije, udaljenost izmedu klastera Z i Z; U Z; racuna se kao

1 1 1
D Zy, 2 Zi) = §D(Zk, Zi) + §D(Zk, Zii+ §|D(Zk, Z;) — D(Zy, Z;)|
= maX{D(Zk, Zz); D(Zk, Zj)},

gdje je D udaljenost izmedu dva klastera. Odnosno,

DIEF )= o i),

pri ¢emu su X i Y dva neprazna disjunktna klastera [9)].

Prosjec¢no povezivanje

Prosjecno povezivanje je metoda povezivanja koja povezuje klastere ovisno o tome kolika
je prosjecna udaljenost izmedu svih parova objekata pri ¢emu jedan ¢lan pripada jednom
klasteru, a drugi ¢lan pripada drugom klasteru. Tada se, prema [9], udaljenost izmedu
klastera Z i Z; U Z; rac¢una se kao

D(Zk, Z; U Zj) = %D(Z@ Zi) + %D(Zka Zj)a
gdje je D udaljenost izmedu dva klastera. Dakle, za dva neprazna disjunktna klastera X
1Y vrijedi
D(X,Y) = L > d(x,y).
[ X1Y]

zeX,yeY

1.2.2 Centroidna metoda

U ovoj se metodi sli¢nost izmedu klastera definira kao udaljenost izmedu centroida klastera
[9],[13]. Centroid klastera je srednja vrijednost objekata u klasteru po svim varijablama
ukljuc¢enima u analizu klastera. Dodavanjem novih objekata u klastere vrijednost centroida
se mijenja. Prema [9], udaljenost izmedu klastera Zj i Z; U Z; racuna se kao

1Zill Z]

|ZZ'| |Z’
D(Zy, Z; U Z;) = ————=D(Z, Z;) + 2= D(Z, Z;) — Tz +1Z])?
7 J

- D, F).
Z1+ 12 Z1+ 12 (2:,2;)

Pri ¢emu je D udaljenost izmedu dva neprazna disjunktna klastera X i Y definirana kao

D(X,Y) = ﬁ S d(wy) - ﬁ S d(w,y) - m%l S d(z,y).

zeX,yey T,yeX z,ycyYy



1.2.3 Wardova metoda

Wardova metoda hijerarhijska je procedura klasteriranja u kojoj se dva klastera spajaju po
kriteriju greske sume kvadrata (SSE). Zbog toga se Wardova metoda ¢esto naziva i metoda
minimalne varijance. Za dani skup podataka Z, suma kvadrata gresaka je

SSE(Z)=) (z—u(2))(= - m2)",

T€EZ

gdje je u(Z) srednja vrijednost od Z, tj.

w(Z) = %'Zm.

zelC

Pretpostavimo da postoji k klastera Z;, Zs, ..., Zx u jednom klasteriranju. Tada je gu-
bitak informacija prema [9] predstavljen s

k
SSE =) SSE(Z).

1=1

U ovoj se metodi za izracunavanje udaljenosti najc¢esc¢e primjenjuje euklidska udaljenost.
Wardova se metoda smatra vrlo u¢inkovitom, a njen cilj je kreiranje klastera s malim brojem
objekata i s priblizno jednakim brojem objekata u svakom klasteru [13].

Kao glavna prednost hijerarhijskog klasteriranja navodi se njezina brzina i jednostavnost
[13]. Naime, hijerarhijske metode jednim provodenjem nude cijeli skup mogucih rjesenja koje
istraziva¢i mogu analizirati. Takoder, zbog Siroke upotrebe hijerarhijskih metoda doslo je
do razvoja mjera sli¢nosti za gotovo svaki tip varijabli i vrstu istrazivanja. S druge strane,
hijerarhijske metode osjetljive su na outliere, a ako su pocetni objekti pogresno svrstani,
mogu dovesti do pogresnih zakljucaka.

1.3 Klaster analiza u matematickom smislu

Promotrimo sada problem klasteriranja elemenata u disjunktne neprazne podskupove, od-
nosno klastere.

Neka je A skup koji sadrzi m > 2 elemenata koje Zelimo klasterirati u disjunktne pod-
skupove my, ..., T, 1 < k < m, takve da vrijedi

k
Uﬂ-i:Aa Wiﬂﬁqu):i?éja |7Tj|217 j=1,...,k, (1)
=1

na osnovu jednog ili vise obiljezja uz koristenje raznih kriterijskih funkcija cilja [18]. Ovako
definirane rastave skupa A na podskupove 7, ..., T, koji zadovoljavaju (1) oznacavamo s
IT = {my, ..., T} izovemo particija skupa A, a elemente particije zovemo klasteri. Skup svih
particija skupa A sastavljenih od k klastera koje zadovoljavaju (1) oznacavamo s P(A; k)
[20]. Broj svih particija skupa A sastavljenih od k klastera jednak je Stirlingovom broju



druge vrste!
L (k
PUb =5 S0 () )
j=1

Primjer 1.1. Neka je dan skup {a, b, ¢, d}. Koliko je dvoc¢lanih particija ovakvog skupa?

Rjesenje: Primijetimo da imamo skup od 4 ¢lana i trazimo sve dvoclane particije. To su
redom particije:

{a,b,c} U{d}  {a,b} U{c,d}

{a,b,d} U{c} {a,c} U{d,d}

{a,c,d} U{b} {a,d} U{b,c}

{b,c,d} U{a}
Vidimo kako ima 7 particija. Pogledajmo sada koliko iznosi Stirlingov broj druge vrste
koristeci (2).

Kao $to mozemo vidjeti, broj particija jednak je 7, a to je upravo Stirlingov broj druge vrste
za ovaj primjer.

Broj svih moguéih nacina da se m razli¢itih elemenata klasterira u k nepraznih skupova
moze biti vrlo velik broj. Ideja koristenja klaster analize u matematickom smislu je pronaci
optimalnu particiju. U nekim je slu¢ajevima broj klastera u particiji skupa A odreden iz
prirode promatranog problema [18]. Ukoliko broj klastera nije unaprijed zadan, prirodno je
traziti optimalnu particiju s klasterima koji su §to kompaktnije klasterirani i imaju $to bolju
medusobnu razdvojenost. Kako bismo mogli primijeniti odredene kriterije za pronalazak
optimalne particije, podaci moraju biti prikazani skupom realnih brojeva ukoliko je rije¢ o
objektima s jednim obiljezjem, odnosno skupom toc¢aka ukoliko je rije¢ o objektima s vise
obiljezja. Metode za klasteriranje mogu se podijliti na klasteriranje na bazi centra te na
hijerarhijske metode koje smo opisali u prethodnom poglavlju.

1.3.1 Klasteriranje na bazi centra

Pretpostavimo da Zelimo klasterirati objekte koji su reprezentirani s n obiljezja. Neka je
A = {ay,...,a,} skup kojega na osnovi n obiljezja zelimo klasterirati u k klastera koji
zadovoljavaju (1). S obzirom na dana obiljezja, svaki element a; € A reprezentirat ¢emo
jednom tockom (z;,...,%;) € R™ koju ¢emo prema [18] oznaciti s a;. Podaci iz skupa A

IStirlingovi brojevi dobili su naziv po Jamesu Stirlingu. Postoje Stirlingovi brojevi prve i druge vrste.
Tlustrativno, Stirlingov broj druge vrste moze se opisati kao broj nacina da se n razli¢itih kuglica stavi u
k jednakih kutija, pri demu niti jedna kutija ne smije ostati prazna. Jo§ se koristi oznaka S(n,k). Vise o
Stirlingovim brojevima moze se pro¢itati u [7].



ne moraju biti nuzno razli¢iti. Kao sto smo ranije rekli, podatke ¢emo klasterirati u klastere
ovisno o vrijednostima mjere sli¢nosti. Kao mjeru sli¢nosti koristit éemo neku od funkcija
udaljenosti.

Definicija 1.1. Funkciju d: R® x R™ — R koja ima svojstvo pozitivne definitnosti
dz,y) >0, Vz,y e R* i d(z,y)=0&z=y,
zovemo kvazimetricka funkcija na R".

Prema [19] najcesce koriStene kvazimetricke funkcije su funkcija najmanjih kvadrata i
l1-metricka funkcija, poznatija kao Manhattan metricka funkcija. O njima ¢emo neSto vise
re¢i u nastavku.

U svrhu klasteriranja objekata s n obiljezja, svakom klasteru m; € II pridruzit ¢emo
njegov centar c¢;. Uvedimo najprije oznaku globalnog minimuma. Skup svih toc¢aka u kojima

funkcija h: D — R postize globalni minimum ozna¢avamo s argmin h(z). Neka je zadana
zeD

neka kvazimetricka funkcija d: R" x R® — R, tada svakom klasteru 7; € II pridruzujemo
njegov centar c¢; na sljedeci nacin
¢cj := argmin Z d(z,a;). (3)

n
zeR a;en;

Nadalje, na skupu svih particija P(A; k) skupa A sastavljenih od k klastera definiramo
funkciju cilja [19] F: P(A; k) — Ry s

F(II) = Z Z d(cj, ai), (4)

j=1 a;em;
tada d—optimalnu k-particiju II* trazimo rjesavanjem sljedec¢eg optimizacijskog problema

F(IT")=_ min F(II). 5
(1) = | min 711 )

Problem trazenja optimalne particije mozemo preformulirati na problem traznja optimal-
nih centara.

Definicija 1.2. Neka je A = {a; = (zj1,...%ym) € R" 1 i = 1,...,m} skup tocaka iz R™.
KaZemo da je particija IT* optimalna u smislu najmangjih kvadrata (LS-optimalna?) ako
je IT* rjeSenje optimizacijskog problema (4)-(5), a kvazimetricka funkcija d: R" x R* — Ry
definirana s

d(a1, az) = [lar — azf3. (6)
Centri c1, ..., c; klastera 7y, ..., m nazivaju se centroidi® i odredeni su s
‘ 1 .
¢j = argmin Z ||ai_$H§:ﬁ Z ay J= Lk, (7)
TER™ a;em; 7T] a;em;

a funkcija cilja s

FI=) > ll—ail}. (8)

7=1 a;em;
Definicija 1.3. Neka je A = {a; = (zy1,...,a;) € R* : ¢ = 1,...,m} skup tocaka iz
R™. KaZemo da je particija IT* optimalna u smislu najmanjih apsolutnih odstupanja (LAD-
optimalna?) ako je IT* rjeSenje optimizacijskog problema (4)-(5), a metricka funkcija d: R" x

2engl. Least Squares
3Centroid skupa vektora c(A) = (Z,§) e R%,z=2 3"z, 5=1 37" v
“engl. Least Absolute Deviations



R"™ — R, definirana s
d(z,y) = [lz =yl

Centri ¢y, ..., c; klastera mq, ..., T, odredeni su s

c; = argmin Z & — =||lp = mediz:) §= 1.,k

n
zeR a;enm;

a funkcija cilja s

FI =YY" lle—aili

Jj=1 a;em;

Pogledajmo primjere klasteriranja objekata s jednim obiljezjem.

(10)

(11)

Primjer 1.2. Odredimo sve dvoclane particije skupa A = {1, 3, 4,8} koje zadovoljavaju (1).
Zatim odredimo pripadne centre i vrijednosti kriterijske funkcije cilja F u smislu najmanjih

kvadrata.

T Up) 1 Cy .F(H)

{1}  {3,4,8} | 1 5 0+ 14 = 14
{3} {1,4,8}| 3 13/3|0+74/3= 24.67
{4} {1,3,8} | 4 4 0426 = 26
{8} {1,3,4}| 8 8/3 |0+14/3 = 4.67
{1,3} {4,8} 2 6 24+ 8= 10
{1,4} {3,8} |5/2 11/2|9/2+25/2= ¥
{1,8} {3,4} |9/2 7/2 |49/2+1/2= 25

Tablica 1: Biranje optimalne particije skupa A primjenom LS-kvazimetricke funkcije

Primjer 1.3. Odredimo sve dvoclane particije skupa A = {1, 3, 4,8} koje zadovoljavaju (1).
Zatim odredimo pripadne centre i vrijednosti kriterijske funkcije cilja F u smislu najmanjih

apsolutnih odstupanja.

T o c ¢ | F(I)

MY {34871 4|0+5= 5
3} {1,48)|3 4|0+7= 7
40 {1,384 3|0+7= 7
8 {1,3,4Y| 8 3|0+3= 3
1,37 {48 |1 6|214= 6
(1,4} {3,8) |1 3|3+5= 8
(1,8 {3,4} |8 4|7+1= 8

Tablica 2: Biranje optimalne particije skupa A primjenom LAD-metricke funkcije

Primijetimo da se minimalna vrijednost funkcije iz Primjera 1.3 postize na particiji [I* =
{{8},{1,3,4}} koja je takoder bila i LS-optimalna dvoc¢lana particija (vidi Primjer 1.2).
U ovim se primjerima to dogodilo slu¢ajno. Opcenito se LS-optimalna i LAD-optimalna

particija ne moraju podudarati.
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1.3.2 TraZenje optimalne particije

Trazenje optimalne particije putem pretrazivanja cijelog skupa P(.A; k) nije moguce izvrsiti u
prihvatljivom vremenu. Pretrazivanje skupa svih particija ¢iji se klasteri medusobno nastav-
ljaju takoder moze biti vremenski vrlo zahtjevno. Stoga ¢emo predstaviti najcesce koristen
algoritam za pronalazenje particije dosta bliske optimalnoj. k-means algoritam iterativni
je proces koji u konacno mnogo koraka daje rjesenje i u svakom koraku snizava vrijednost
funkcije cilja. Sto je vrijednost funkcije cilja manja, time je "rasipanje" manje, odnosno
klasteri su kompaktniji i medusobno bolje razdvojeni.

k-means algoritam u sluc¢aju podataka s viSe obiljeZja

k-means algoritam u slu¢aju podataka s vise obiljezja moze se opisati u sljede¢a dva koraka

[19].
ALGORITAM 1.1. (k-means algoritam)

Korak A Pridruzivanje. Poznavanjem medusobno razli¢itih tocaka z1,...,zx skup A treba
klasterirati u k disjunktnih klastera mq,...,m; koristenjem principa minimalnih
udaljenosti

m = fa €A digy, @) < d{Ea), 95 =10 k) §=10u a b

Korak B Korekcija. Za poznatu particiju II = {m,..., 7} skupa A, treba definirati centre
klastera

¢; = argmin Z diw,a), F=1,....%k
TER™ a€m;

U Koraku A cijeli skup A se principom minimalnih udaljenosti razdjeljuje u k skupina
prema njihovoj d-bliskosti pojedinim toc¢kama z;.

U Koraku B svakom klasteru particije I pridruzujemo njegove centre. Ako je d LS-
kvazimetricka funkcija, centri su centroidi klastera, a ako je d LAD-metricka funkcija, centri
su medijani elemenata klastera.

k-means algoritam ponavlja navedene korake dok se particije ne po¢nu ponavljati, od-
nosno dok vrijednost funkcije cilja prestane opadati, a centri klastera trenutne i prethodne
particije medusobno se podudaraju. U oba se sluc¢aja algoritam moze pokrenuti zadavanjem
pocetne particije ili zadavanjem pocetnih centara.

1.4 Odredivanje primjerenog broja klastera u particiji

Kako bismo sto bolje razumjeli i kasnije interpretirali rezultate klasteriranja, kazimo nesto
o metodama za pronalazak primjerenog broja klastera.

1.4.1 Metoda lakta

Metoda lakta (enlg. elbow method) empirijska je metoda za pronalaZenje primjerenog broja
klastera za skup podataka koja promatra ukupnu sumu kvadrata unutar klastera. U ovoj se
metodi odabire moguéi raspon vrijednosti za k, a zatim se koristeé¢i svaku od k vrijednosti
provede neka od metoda klasteriranja. Primjerena vrijednost za k je ona gdje ukupna suma
kvadrata iznenada po¢ne padati. Vizualno, dijagram izgleda kao lakat te se za optimalan
broj klastera uzima onaj k u kojem se lakat nalazi [22, 14].
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1.4.2 Metoda prosjecne siluete

Metoda prosjecne siluete (engl. average silhouette method) mjeri koliko je dobro opazanje
klasterirano i procjenjuje prosjecnu udaljenost izmedu klastera. Izracunava koeficijent si-
luete svake tocke koji mjeri koliko je tocka sli¢na vlastitom klasteru u usporedbi s drugim
klasterima. Koeficijent siluete za svako opazanje j izraCunava se na sljedeci nacin [5].

i) Za svako opazanje j potrebno je izracunati prosje¢nu udaljenost a; izmedu j i svih
ostalih toc¢aka klastera kojemu j pripada.

ii) Za sve druge klastere C kojima j ne pripada, potrebno je izrac¢unati prosjecnu udalje-
nost d(j,C) tocke j do svih klastera C'. Najmanju takvu udaljenost oznacimo s
bj—a;

iii) Koeficijent siluete j—te totke dan je formulom: s; = =520~
/e

Nakon sto se izracuna koeficijent siluete svake tocke u skupu podataka, crta se dijagram
kako bi se dobio vizualni prikaz o tome koliko je dobro skup podataka klasteriran u k klastera.
Dijagram siluete prikazuje mjeru koliko je svaka tocka u jednom klasteru blizu tockama u
susjednim klasterima i tako pruza nacin za vizualnu procjenu parametra poput broja klastera,
a ima raspon od —1 do 1. Ukoliko je koeficijent siluete 1 ili blizu 1 tada je uzorak daleko
od susjednih klastera. Ako je koeficijent veéi od 0 znadi da je uzorak vrlo blizu granice
dvaju klastera ili na samoj granici. Koeficijent koji je manji od 0 ukazuje na to da su uzorci
dodijeljeni krivom klasteru ili su outlieri [22].

Osim navedenih metoda, za odredivanje primjerenog broja klastera mogu se koristiti i
Calinski-Harabasz index [16], Davies-Bouldin index [16,4], Dunn index [4], Partition coeffi-
cient [4] i dr.

2 Kreditno skoriranje

U zemljama s razvijenim sustavom financijske usluge krediti se izdaju samo onim klijentima
koji su prosli poseban postupak procjene kreditne sposobnosti koji se naziva kreditno skori-
ranje [29]. Kreditno skoriranje je postupak procjene kreditne sposobnosti uzimajuéi u obzir
razli¢ite kriterije, primjerice prihode klijenta, imovinu, prethodnu kreditnu povijest i sli¢no.
Odluku o pitanju davanja kredita i razmatranje uvjeta kreditiranja provodi kreditni odbor
banke. S obzirom da se te odluke temelje na subjektivnom misljenju pojedinih ¢lanova
odbora o riziku kreditiranja, uz postivanje pravila ocjene kreditne sposobnosti propisane
od banke, donesene odluke ne odrazavaju uvijek stvarnu sliku. Problem subjektivnosti pri
donosenju odluke moguce je rijesiti pomocu statistickih alata za obradu podataka koji im-
plementiraju bodove za ocjenu kreditne sposobnosti kao sto je kreditno skoriranje. Kreditno
skoriranje je alat koji se odnosi na modele i sustave koji daju numericku kreditnu ocjenu za
svakog klijenta, pri ¢emu je kreditna ocjena pokazatelj kreditne sposobnosti duznika i vje-
rojatnosti® da ¢e isti kasniti u otplati kredita [8]. Tu ocjenu, odnosno kvantitativhu mjeru
nazivamo skor [25]. Skor se za svakog klijenta izracunava koriste¢i skor-karticu koja obu-
hvaca skupinu karakteristika koje su raspodijeljene prema atributima, od kojih svaki ima
statisticki izveden skor. Skorovi pojedina¢nih obiljezja se zbrajaju te se dobije ukupan skor
koji se usporeduje s grani¢nom vrijednoséu, a ona predstavlja najvisu razinu rizika s kojom je

Sengl. Probability of default
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financijska institucija spremna raditi. Primjerice, ukoliko financijska institucija odlu¢i pos-
taviti grani¢nu vrijednost na 0,6, to bi znacilo da ne zeli odobriti kredit onim poduzeé¢ima za
koje je vjerojatnost da ¢e kasniti u otplati veca od 60% [1]. Na temelju te usporedbe donosi
se odluka o odobravanju odnosno neodobravanju kredita [25]. Predvidanje kreditne sposob-
nosti klijenata iznimno je vazno za svakog kreditora. Naime, odobravanje kredita klijentu
koji ée kasniti u plac¢anju ili nece vratiti kredit u cijelosti donosi gubitke kreditoru. S druge
strane, odbijanje klijenta koji je potencijalno dobar kreditoru donosi manju zaradu. Prema
[29] glavne prednosti koristenja kreditnog skoriranja su:

e smanjenje rizika od neplacanja kredita, odnosno smanjenje broja losih klijenata;
e povecanje kreditnog portfelja smanjenjem subjektivnih odbijanja zahtjeva za kredit;

e ubrzanje procesa donosenja odluke o izdavanju kredita, odnosno smanjenje vremena i
troskova potrebnih za procjenu.

Prije nego li opiSemo proces razvoja modela, predstavimo osnovne specifikacije sustava
bodovanja kako je navedeno u pravilima Baselskog odbora [8].

1. Potrebno je smisleno razlikovati rizik. Toé¢nije, sustav kreditnog rejtinga mora biti
osmisljen tako da razlikuje rizik. Ocjene sustava moraju biti pravilno definirane kako
bi predstavljale razli¢ite razine kreditnog rizika.

2. Svi klijenti i krediti u kreditnom portfelju trebali bi se barem jednom godisnje dopuniti,
uzimajuci u obzir nove informacije o statusu i napretku klijenta.

3. Rad sustava kreditnog bodovanja mora se stalno nadzirati zbog pravilnog funkcioni-
ranja i ispravnosti. Osim to