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1 Metode dodjele mjesta

[zborni sustavi konstruirani su od mnostva strukturnih faktora, te su moguce njihove razne
kombinacije. Svaki izborni sustav sastoji se od raznih pravila koja glasac¢ima omoguéuju
izrazavanje politickih preferencija za odredenu stranku ili kandidata. Po tim pravilima se
utvrduje distribucija politickih mandata ili zastupnickih mjesta u parlamentu, te su stoga
krucijalna u odredivanju politickih pobjednika i gubitnika izbora. Odredena politicka stranka
moze s istim osvojenim brojem glasova pobijediti na temelju jednog izbornog sustava, dok bi
na temelju pravila nekog drugog izbornog sustava bila proglasena gubitnikom izbora. Stoga,
izborni rezultati ne ovise samo o glasa¢ima, ve¢ i o izbornim pravilima koja kreatorima iz-
bornih sustava omoguéuju odreden utjecaj na ishod izbora.

Vecinski sustavi dodjeljuju mjesta kandidatu ili kandidatima s najveéim brojem glasova.
Sustav apsolutne vecéine sustav je u kojem se od kandidata zahtijeva da dobije natpolovicnu
veéinu glasova, iako je u nekim slucajevima u zadnjem krugu potrebno samo dobiti najveci
broj glasova. Sustav relativne veéine sustav je u kojem je potrebno za pobjedu dobiti veéi
broj glasova od svih drugih kandidata. U mjesovitim sustavima zastupnici se biraju kroz
kombinaciju sustava proporcionalne i vec¢inske zastupljenosti.

Sirenjem demokracije i izbornog prava javili su se izborni sustavi koji se temelje na propor-
cionalnoj zastupljenosti. Dok je primarni cilj vec¢inskih sustava stabilnost vladajuceg tijela,
ideja proporcionalne reprezentacije temelji na nastojanju da izborni rezultat (broj dobivenih
glasova) $to je bolje moguce odrazava izborni ishod (broj dodijeljenih zastupnickih mjesta).
Zajedno s razvojem stranacke politike, pojava proporcionalne zastupljenosti zahtijevala je
izradu raznih matematickih metoda za problem proporcionalne alokacije mjesta. Vaznost
dizajna raznih alokacijskih metoda lezi u ¢injenici da je udio mjesta u nekom predstavnickom
tijelu na temelju udjela dobivenih glasova jako rijetko cijeli broj. Stoga je izazov raznih ma-
tematickih metoda u alokaciji unaprijed fiksnog broja mjesta na nacin da sastav zastupnickih
mjesta Sto proporcionalnije odrazava distribuciju glasova na izborima.

I
l h |

Majoritarian Proportional Mixed

Plurality Absolute Majority List PR Single T Dependent
Vote
Single-Member District Plurality Alternative \Vote Coexistence Correction
Single Nontransferable Vate TRS: Majority-Runoff Supposition Conditional
Block Vote Fuszion
Party Block Vote
Borda Count
Modified Borda Count Quots Bhdsor
) \utrmen‘ Vore Hare D'Hondt
TRE: Malorlly-Phreity Hagenbach Bischoff Sainte-Lagué
Ovoop Modified Sainte-Lagué
Imperiall

Retnforced Imperiall

Slika 1: Klasifikacija izbornih metoda

U okviru teme rada nadalje ¢e fokus biti stavljen samo na proporcionalne alokacijske metode.



1.1 Proporcionalne alokacijske metode

Prilikom problema alokacije mjesta u izbornim sustavima proporcionalne alokacijske metode
(PR) su dizajnirane s primarnim ciljem da svakoj stranci bude dodijeljen jednak postotak
zastupljenosti kao i postotak glasova koje je dobila na izborima. Princip PR izbornih sus-
tava je da svaki glas zasluzuje svoju zastupljenost u vladi, te da bi svaka ukljucena politicka
stranka trebala biti zastupljena proporcionalno svojoj snazi u birackom tijelu. Egzaktnu pro-
porcionalnost je ¢esto nemoguce postiéi, te se stoga koriste razne metode kako bi se smanjila
razina neproporcionalnosti kreirana preslikavanjem skupa glasova u puno manji skup mjesta.

Metode raspodjele mjesta u proporcionalnim izbornim sustavima mogu se razvrstati u dvije
skupine:

e metode kvocijenta

e metode djelitelja.

1.1.1 Metode kvocijenta

Metode kvocijenta/koli¢nika baziraju se na kvocijentu broja glasova v; koje je svaka stranka
dobila i broja mjesta s; koji bi svaka stranka trebala dobiti nakon alokacije mjesta nekom
alokacijskom metodom. Specificnost metoda ove skupine je da inicijalno alociraju mjesta na
temelju cjelobrojnog dijela promatrane kvote, a potom preostala mjesta alociraju na temelju
najvecih ostataka.

U Tablici 1 navedene su osnovne metode kvocijenta, gdje je V oznaka za ukupan zbroj glasova
danih svim strankama, a S je oznaka za ukupan broj zastupnickih mjesta koja se dodjeljuju.

Metoda Kvota

metoda najvecih ostataka/Hamilton metoda (LAR)/prirodna kvota | s; ~ ¢; = ¢ - S

metoda Droop kvote (DRO) sp; = qp, = 7 - (S+1)

metoda Imperiali kvote (IMP) SD, ~ qp, =

Tablica 1: Najpoznatije metode kvocijenta

U dijelu Algoritam 1 opisan je postupak dodjele zastupnickih mjesta metodom najveéih
ostataka (LAR).



Algoritam 1 Metoda najvecih ostataka

Input: ukupan broj mjesta S, broj stranaka n, vektor dobivenih glasova v = (vy,...,v,)
Output: vektor alociranih mjesta strankama s = (s1,...,sy)
1: function METODA NAJVECIH OSTATAKA(S,n,v )
2 J+{1,2,...,n}
3 for 2 <+ 1 ton do
4 Qi < Ui%
5: i < ¢ — | g
6: end for
7 for : < 1 ton do
8 si < |l
9: end for
10: while S — > s, # 0 do
11: odaberi j* td. rj» = max {r, : 7, =g — |qn] ,h € J}
12 S« $— G+ 1
13: J J\]*
14: end while
5 return s = (s1,...,5,)

Algoritam 1: Pseudokod algoritma LAR

1.1.2 Metode djelitelja

Metode djelitelja baziraju se na rastuéem nizu djelitelja d(0) < d(1) < d(2) < --- < d(S—1).

Za svaku stranku i za svakog djelitelja promatramo omjer broja glasova v; koje je dobila ta

stranka i odgovarajuceg djelitelja d(k),k =0,1,...,S — 1. Tada se dobivaju sljede¢i omjeri:
U % (% %

o) an A T aEey b

Finalno, ukupnih S mjesta tada se alocira strankama kojima pripada S najveéih takvih
omjera.

U Tablici 2 navedene su osnovne metode djelitelja.



Metoda Djelitelji
metoda najmanjih djelitelja d(k) =k

(SD) (0,052, s 5)
danska metoda d(k) =1+ 3k
(DA) L T 5 )
metoda harmonijske sredine d(k) = 2];(::11)
(HM) (0,~1.33,24,...)
metoda jednakih razmjera d(k) = \k(k+1)
( EP) (0, = 144, .}
metoda Sainte-Lagué/Webster | d(k) =1+ 2k
(SL) 1 I
modificirana Sainte-Lagué (MS) | (1.4,3,5,7,...)
metoda d’Hondt dlk)=k+1

( DH) (1,2,8=. )
belgijska dk)=1+%
(BE) (1,1.5,2,2.5,...)

Tablica 2: Najpoznatije metode djelitelja

U dijelu Algoritam 2 opisan je postupak dodjele zastupnickih mjesta opcéenito metodom
djelitelja.

Algoritam 2 Metoda djelitelja

Input: ukupan broj mjesta S, broj stranaka n, vektor dobivenih glasova v = (v, va, . .., vp),
kriterij djelitelja d(s) - monotono rastuéa funkcija td. d(s) € [s, s + 1]
Output: vektor alociranih mjesta strankama s = (s1,...,sy)
1: function METODA DJELITELJA(S, n,v,d )
2 for i <~ 1ton do
3 s; +— 0
4: end for
5: for i <~ 1ton do
6 Pi = dzjsii))
7 end for
8 [+ 0
9: while S — 1 # 0 do
10: [+ 1+1
ke odaberi I* takav da pj» = max{py : 1 <h < n}
12: Si0 = 8 + 1
_ I o
13: azurira) pjx = @
14: end while
15; return s = (sq1,...,5,)




Algoritam 2: Pseudokod algoritma metode djelitelja

Napomenimo da u slucaju kada je d(0) = 0 (npr. metode SD, HM, EP), uzima se po ko-
nvenciji da je ¥ = 400, te da je min{+o00,a} = a i max{4o00,a} = 00, Va € R . Tada se
tom metodom svakoj stranci nuzno dodjeljuje po jedno mjesto bez obzira na broj dobivenih
glasova, cak i u teoretskom slucaju kada stranka nije dobila niti jedan glas.

1.1.3 Svojstva proporcionalnih alokacijskih metoda

Tako metode kvocijenta i metode djelitelja obje pripadaju proporcionalnim alokacijskim me-
todama moze se pokazati da imaju razlicita matematicka svojstva.

¢ Monotonost doma
Ovo svojstvo osigurava da ukoliko se ukupan broj mjesta poveéa sa S na S + 1, ni-
jedna stranka nec¢e dobiti broj mjesta koji je manji od broja mjesta u slucaju kada do
povecanja ne bi doslo. Ovakav slucaj nije isklju¢ivo teorijski ve¢ je poznat kao Ala-
bama paradoks. Metode djelitelja ispunjavaju ovo svojstvo, dok ga metoda najveéih
ostataka (LAR) ne ispunjava.

e Ispunjenje kvote
Prirodna kvota definira se izrazom: ¢; (v;,S) = gi‘fvh, i = 1,2,...,n. Alokacij-
ska metoda ispunjava Hare minimum i Hare maksimum ukoliko vrijedi ¢; — 1 < s; <
¢ + 1, Vi. Metode djelitelja ne ispunjavaju ovo svojstvo, dok ga LAR metoda ispu-

njava.

e Populacijska monotonost

Ovo svojstvo osigurava da stranka kojoj broj glasova raste izmedu izbora ne moze
izgubiti mjesto u korist stranke kojoj je broj glasova opao. Neka je (p1,p2,...,pn)
n-torka koja predstavlja broj glasova, te neka je S pripadni ukupni broj raspolozivih
mjesta. Nadalje, neka je (p{,p},...,p),) analogna n-torka. Metoda je populacijski
monotona ako V(i,h) takve da p; < pi i p, > pj, jedan od sljedeéih uvjeta nuzno
vrijedi:

1. s > s;, tj. broj mjesta rastuce stranke i se ne smanjuje

2. s;, < sp, tj. broj mjesta stranke h koja se smanjuje se ne povecava

3. pi =pi,pn=0p), S;=S5,, S,=S5),tj. nema promjene za obje stranke.

Metode djelitelja ispunjavaju ovo svojstvo, dok ih LAR metoda ne ispunjava.

e Droop minimum
Prirodno bi bilo ocekivati da se kandidatu dodjeljuje mjesto samo ako ima barem %
glasova. No, H. Droop je pokazao da je dovoljno dobiti SL; glasova da bi se dobilo

5



jedno mjesto, jer tada nije mogucée da drugih S kandidata dobije 5%1 glasova svaki,
pri ¢emu uzimamo u obzir da ukupnih S mjesta dobiva S kandidata s najveéim bro-

jem glasova. Opcenito metoda ispunjava Droop minimum ako Vi = 1,... n vrijedi

51‘2 L’UZ%J

Konzistentnost

Ovo svojstvo jaméi da je bilo koja parcijalna alokacija proporcionalna. Pretpostavimo
da promatramo dvije stranke ¢ i h s glasovima p; i pp,, te neka alokacijska metoda pri
povecanju broja mjesta S na S + 1 daje dodatno mjesto stranci i. Pretpostavimo da
postoji neka druga distribucija glasova u kojoj ¢, h jos uvijek dobivaju p;, p, glasova,
iako broj glasova drugih stranaka moze biti promijenjen. Npr. ukoliko se broj mjesta
povecava sa S’ na S’ + 1 svojstvo konzistentnosti i dalje osigurava alokaciju dodatnog
mjesta stranci 7. Metode djelitelja su konzistentne jer alociraju mjesta na usporedbi
prioriteta alokacije dodatnog mjesta strankama, a taj prioritet je nepromijenjen uko-
liko promatramo neku podgrupu stranaka. LAR metoda ne ispunjava ovo svojstvo jer
alocira mjesta po prioritetu najvecih ostataka, a oni su promjenjivi samom promjenom
ukupnog broja mjesta, cak i ako je broj glasova ostao nepromijenjen.

Stabilnost

Neka izborna metoda dodjeljuje s’ mjesta stranki s v’ glasova, te s” mjesta stranci
s v glasova. Ukoliko ove dvije stranke koaliraju, njihov ukupan broj glasova iznosi
v'+v". Svojstvo stabilnosti osigurava alokaciju s mjesta pri ¢emu vrijedi s’ 4+ 5" —1 <
s < & + 5" 4+ 1. Superaditivne alokacijske metode poticu koalicije, jer osiguravaju da
s > s + s ali efekt na distribuciju glasova nije izvjestan. LAR metoda ispunjava
svojstvo stabilnosti, kao i one metode djelitelja koje ispunjavaju sljede¢i uvjet za par
stranaka i i h : d(s; + sp) < d(s;)+d(sp) <d(s;+sp+1).

Analizom svojstava proporcionalnih alokacijskih metoda zakljucujemo da je odabir alokacij-
ske metode svojevrsan kompromis izmedu metode djelitelja i LAR metode buduéi da niti
jedna ne dominira po broju pozeljnih svojstava. Glavna nedoumica je u izboru izmedu dva
najbitnija matematicka svojstva - monotonosti doma i ispunjenja kvote.

Primjer:

Neka je broj stranaka n = 5, vektor dobivenih glasova v = (1182, 3319, 5259, 7179, 9061), P =
Zle v; = 26000, te neka je ukupno S = 26 zastupnickih mjesta.

Metode kvocijenta predstavit ¢emo na primjeru metode najvecih ostataka. LAR metodom
dobivamo sljede¢ih 5 kvota ¢; = % - S,i=1,...,5.

g =1.182, ¢, =3.319, ¢3=5259, gq4=7.179, g5=9.061,
r1=0.182, 7r,=0319, r3=0259, r,=0.179, rs=0.06l.

Na temelju cjelobrojnog dijela kvote strankama je inicijalno alociran sljede¢i broj mjesta:

81:1, 82:3, 83:5, 84:7, 85:9.



Preostalo 1 nedodijeljeno mjesto konacno se dodjeljuje stranci 2 kojoj pripada najveci ostatak
0.319 te je stoga vektor mjesta oblika s = (1,4,5,7,9).

Metode djelitelja pokazat ¢emo na primjeru d’Hondtove metode. Geografski gledano, ova
metoda je najzastupljenija u Europi, te se trenutno koristi i za dodjelu mjesta u Hrvatskom
saboru.

(1182, 3319, 5259, 7179, 9061)
(1182, 3319, 5259, 7179, 4530.5)
(1182, 3319, 5259, 3589.5, 4530.5)

Najprije promatramo prvu petorku brojeva %,7 = 1,...,5.. Prvo mjesto se alocira stranci
5 jer njoj pripada najveéi omjer. Za dodjelu drugog mjesta omjer 5. stranke zamjenjuje
se omjerom 2, te se drugo mjesto dodjeljuje stranci 4 budu¢i da sada ona ima najveci
omjer. Nadalje, promatramo sljede¢u petorku gdje je omjer cetvrte stranke zamijenjen
omjerom %, te se trece mjesto dodjeljuje stranci 3. Postupak se analogno nastavlja sve
do 26. mjesta. Konacno, dobivamo vektor alociranih mjesta strankama d’Hondt metodom,
&= {1,3,5,7, 10).

Analizom dobivenih vektora mjesta vidimo da su ove dvije proporcionalne alokacijske metode
rezultirale razlicitim vektorima alociranih mjesta strankama. Tradicionalne teoretske disku-
sije smatraju da je upravo LAR metoda najproporcionalnija i da je daje najbolje rezultate
pri problemu alociranja mjesta strankama. Nadalje, kroz primjer se uoc¢ava da je d’Hondtova
metoda svojevrsno pogodovala stranci 5 kojoj pripada najveéi broj glasova v; = 9061. Cesta
kritika ove metode je da ne daje dovoljno proporcionalne rezultate, tj. upravo njeno po-
godovanje velikim politickim strankama naustrb manjih stranaka koje ne uspijevaju platiti
cijenu jednog zastupnickog mjesta koju ova metoda maksimizira. Ali metoda se koristi jer se
smatra efektivhom buduéi da osigurava formiranje vecine i stoga osigurava parlamentarnu
operabilnost.

Kroz ovaj rad i pristup cjelobrojne optimizacije pokazat ¢e sa da diskusije o proporcional-
nosti neke alokacijske metode mjesta, te stoga i svaki pokusaji mjerenja te proporcionalnosti
ne daju direktne odgovore ve¢ samo otvaraju novi prostor za diskusiju. Pokazat ¢emo da sve
proporcionalne alokacijske metode zapravo rjesavaju problem proporcionalne zastupljenosti
minimizirajuéi odredene indekse neproporcionalnosti (kao funkcije cilja) koji nisu jedins-
tveni, te stoga njihova usporedba, iako tradicionalno uobic¢ajena u analizi izbornih sustava,
ipak ne moze dati jednoznacne rezultate.

U sljedecoj tablici navedena je dodjela zastupnickih mjesta u ovom primjeru obzirom na
razlic¢ite proporcionalne izborne metode.



Metoda Raspodjela mjesta (s, S, 3, S4, S5)

BE (0,3,5,8,10)

DH, IMP (1,3,5,7,10)
SL, MS (1,3,5,8,9)
EP, DRO (1,3,6,7,9)
HM, DA, LAR (1,4,5,7,9)
SD (2,3,5,7,9)

1.1.4 Indeksi neproporcionalnosti

Prilikom analize razlike izmedu glasackih i zastupnickih kvota neke alokacijske metode, for-
mule izbornih metoda same po sebi nisu dostatne za uocavanje ovih razlika. Egzaktnu
proporcionalnost je u praksi gotovo nemoguée postiéi jer je broj mjesta koja se dodjeljuju
cjelobrojan, te se stoga se Cesto koriste indeksi kojima se pokusava ocijeniti stupanj propor-
cionalnosti.

Bitan interes u analizi ovih tradicionalnih indeksa neproporcionalnosti reflektiran je i u nas-
tojanju da se konstruiraju nove izborne metode koje bi bile robustnije. Takoder, moguce
je 1 konstruirati neke nove indekse neproporcionalnosti koji bi imali pozeljnija matematicka
svojstva korisna za analizu raznih izbornih metoda.

Neka je w; = % udio broja dobivenih glasova stranke 7 i o; = % udio broja osvojenih mjesta
stranke ¢, 1 =1,...,n.

e Loosemore-Hanby indeks

U; S

[ ZT'L—_l |Wi 0i| 1 En:
H — Z— = —
P S

2 2
=1

Loosemore-Hanby indeks mjeri narusenost principa glasanja ” jedna osoba - jedan glas”.
Vrijednost ovog indeksa je 0 ako i samo ako w; = o; za svaku stranku ¢ =1,2,...,n,
tj. u rijetkom slucaju egzaktne proporcionalnosti. Negativno svojstvo ovog indeksa je
njegova preosjetljivost na broj stranaka n. U slu¢aju kada se na politickoj sceni nalazi
jako veliki broj malih stranaka vrijednost Loosemore-Hanbyjevog indeksa ¢e rasti s
porastom broja stranaka, cak i slu¢aju kada su neke od tih stranaka toliko male da se
pokazuju kao beznacajne.

e Rae indeks

el Wi — 04 y i .
B— %, pri cemu |I| = kard {i : w; > 0,005}
Rae indeks ne uzima u razmatranje stranke koje su dobile manje od fiksnog praga od
0.5% udjela u ukupnom broju glasova, tj. Rae indeks ne uzima u razmatranje sitne

stranke s vrlo malim brojem dobivenih glasova. U izbornim sustavima koji koriste

8



izborne pragove neproporcionalnost je cesto nezeljena posljedica. S ciljem da se osi-
gura stabilnost vlade, smanjivanje broja stranaka koje aktivno sudjeluju na politickoj
sceni dovodi do narusavanja proporcionalnosti. Indeks mjeri prosje¢nu razliku omjera
dobivenih glasova i mjesta stranaka koje su presle izborni prag. Razlikuje slucajeve u
kojima je razlika udjela glasackih mjesta uzrokovana velikim brojem stranaka koje pro-
izvode male razlike u odnosu na one slucajeve u kojima je to zbog malog broja stranaka
koje sve donose velike razlike. Ovo Cesto nije moguce uociti koristenjem LH indeksa.
Rae indeks daje vrijednost 0 u slucaju egzaktne proporcionalnosti, dok u slucajevima
kada je veliki broj stranaka ispod fiksnog praga indeks daje malu vrijednost i implicira
da je sustav proporcionalniji nego Sto je zaista realna situacija.

Indeks najmanjih kvadrata

n

> (wi—oi)

1=1

LS =

DN | —

Ovaj indeks u literaturi poznat je jos i kao Gallagher indeks. Indeks mjeri neproporeci-
onalnost izmedu dobivenih omjera mjesta i glasova. Karakteristika ovog indeksa je da
pripisuje vece tezine onim razlikama u omjeru dobivenih glasova i dodijeljenih mjesta
koje imaju vece vrijednosti. Indeks poprima vrijednosti u intervalu [0,1]. U slucaju
kada bi na politickoj sceni sudjelovale samo dvije stranke, vrijednost indeksa najmanjih
kvadrata bi se podudarala s vrijednostima koje daju Loosemore-Hanby i Rae indeksi.
Za razliku od Loosemore-Hanby indeksa ovaj indeks je poboljsanje u smislu osjetljivosti
na broj stranaka.

Do sada smo promatrali indekse koji su se bazirali na apsolutnoj razlici izmedu omjera
glasova i omjera mjesta. Nova klasa indeksa koja se bazira na relativnim razlikama
omjera izmedu glasova i mjesta preciznije mjeri podzastupljenost ili prezastupljenost
stranaka nakon alokacije mjesta.

Sainte-Lagué indeks
n S; S )
SL ; Vi (Ui P)

Ovaj indeks mjeri kvadrirane razlike izmedu omjeru i— i omjera ukupnog broja mjesta
i glasova, pri ¢emu je tezina uz razliku jednaka broju glasova koju je odgovarajuca
stranka dobila. Indeks daje vrijednost 0 u slucaju 3+ = % za svaku stranku ¢ =
1,2,...,n. Nedostatak ovog indeksa je da nije definiran u teorijskom slucaju kada
barem jedna stranka nije dobila niti jedan glas. Iako se ovo ¢ini kao nerealna situacija
izvan teorijskog konteksa, neke alokacijske metode, poput metode najmanjih djelitelja,
prihvac¢aju ovaj slucaj. Jos jedan nedostatak ovog indeksa je taj Sto nije ogranicen
odozgo, a to uzrokuje poteskoce u interpretaciji dobivenih vrijednosti indeksa. Iako je
indeks najmanjih kvadrata najcesée koristen indeks u izbornim proporcionalnim susta-
vima, sam Gallagher je smatrao da je SL indeks bolja mjera sto opravdava koristenjem

B



Pearsonovog \? statistickog testa.

e Indeks jednakih proporcija

EP =

[zvan teoretskih okvira ovaj indeks je nepraktican, jer u slu¢aju da neka stranka ne
dobije niti jedno mjesto, razmatrana suma vise nije konacan broj sto onemoguéuje
interpretaciju.

¢ d’Hondt indeks -
H= max —
’L.:172,...7TL (,dl

Ovaj indeks mjeri omjer dobivenih mjesta i glasova stranke koja je nakon alokacije
mjesta ostvarila najveéu prezastupljenost. Da bi neka stranka nakon alokacije mjesta
bila prezastupljena mora vrijediti f}— > %. Ovaj indeks ostvaruje svoju minimalnu
vrijednost 1 u slucaju egzaktne proporcionalnosti, dok maksimalnu vrijednost +oo
ostvaruje ukoliko su stranci koja nije primila niti jedan glas nakon alokacije ipak do-
dijeljena neka mjesta. Najveéi nedostatak ovog indeksa je njegova preosjetljivost na
prezastupljenost kod malih stranaka. U ovom slucaju bi bilo korisno promatrati stranke

koje su presle fiksni izborni prag od 0.5% glasova ukupnog broja glasova.

Predstavimo neke teorijske matematicke rezultate koji ¢e se pokazati kao baza za daljnje
razmatranje problema.
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2 Konveksne funkcije

2.1 Opcenito o konveksnim funkcijama

Konveksne funkcije imaju vaznu primjenu u mnogim granama matematike. Osobito su ko-
risne pri proucavanju optimizacijskih problema s obzirom da se odlikuju brojnim pozeljnim
matematickim svojstvima. Za potrebe naseg problema proporcionalne zastupljenosti i cje-
lobrojne optimizacije navesti ¢emo neke osnovne teorijske rezultate o konveksnim funkcijama.

Definicija 2.1. Kazemo da je 2 C R" konveksan skup, ako za svaki 21,2, € Q1 VA € [0, 1]
vrijedi
Az 4+ (1= N)zy € Q.

Svaku tocku s koordinatama Ax; + (1 — A)za, A € [0, 1] nazivamo konveksna kombinacija
od &y 1 ¢y.

Definicija 2.2. Kazemo da je funkcija f : 2 C R®” — R konveksna ako je ) konveksan
skup i ako za sve x1, 9 € Q1 svaki a € [0, 1] vrijedi

floxy + (1 = a)zy) < af (21) + (1 — ) f (22) .

Geometrijski promatrano, kod svake konveksne funkcije vrijedi da spojnica to¢aka T} (x1, f(z1))
i Ty(xq, f(x2)) mora biti iznad grafa funkcije.

f(x2)

af(x))+(1-a)f(x2) :

flx1)

flax +(1-a)x;)

axH 1-a)n b

Slika 2: Geometrijska interpretacija konveksne funkcije
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Sljededi jednoostavan teorem je najvazniji teorem u konveksnoj optimizaciji.

Teorem 1. Neka je zadan optimizacijski problem

min f(z)
z €

pri cemu je f konveksna funkcija i €2 konveksan skup. Tada je svaki lokalni minimum funkcije
f ujedno i njen globalni minimum.

Dokaz ovog teorema moze se vidjeti u [2].

2.2 Diskretno konveksne funkcije

Neka je D C Z™ diskretni prostor n-torki cijelih brojeva. Susjedstvo tocke x € R" definirano
je kao N(x) = {w € D|||lw — z||s < 1} kao skup svih cjelobrojnih to¢aka u hiperkocki koja
sadrzi tocku x.

Definicija 2.3. Kazemo da je funkcija f : D — R diskretno konveksna ako za svaki
z,y € Dizasve a€ (0,1) vrijedi

of @)+ (1= a)f(y) = min f(w)

pri cemu N(z) ={u€ D: ||lu—zl|oo < 1}h,z=az+ (1 — @)y i ||u||ec = maxi<i<n {|uwi|}-

Vazno je napomenuti da restrikcija bilo koje neprekidne konveksne funkcije na diskretnu
domenu ne daje nuzno diskretno konveksnu funkciju!

Definicija 2.4. Diskretna derivacija funkcije f : D — R u smjeru vektora e; je definirana
kao Mg, f(X) = f(x + &) — f(X).

Teorem 2. Neka je f: D — R diskretno konveksna funkcija. Tada f ima rastuce diskretne
derivacije u svakoj komponenti.

Dokaz teorema 2. moze se vidjeti u [13].

Definicija 2.5. Funkcija f : R — R je separabilna ako se moze izraziti kao zbroj funkcija
F:RH—sReaj=13,...;h.

f(x) = ij(%‘)-

12



Teorem 3. Neka je f: D — R diskretno konveksna funkcija. Tada f ima rastuce diskretne
derivacije u svakoj komponenti.

Dokaz teorema 3. moze se vidjeti u [13].

Slijedi najbitniji teorem ove klase konveksnih funkcija.

Teorem 4. Separabilna funkcija f(x) je diskretno konveksna ako i samo ako svaka funkcija
fj(x;) ima rastuce diskretne derivacije.

Dokaz teorema 4. moze se vidjeti u [13].

2.3 Schur-konveksne funkcije

bb)

Definicija 2.6. Za z,y € R" definiramo relaciju ” < ” na sljedeéi nacin:

k k
x <y ako Z:p[i}SZym k=105 —1
i=1

i=1
me - Zy[i]’
i=1 i=1

gdje xf; oznacava i-ti element po veli¢ini od vektora x, gdje su elementi od z poredani u
rastuc¢em slijedu. Kada vrijedi < vy, kazemo da je x majoriziran s y ili da y majorizira .

Graficku vizualizaciju pojma majorizacije omogucuju Lorenzove krivulje.

Mjerenje nejednakosti dohotka ¢est je predmet izucavanja ekonomista. Osim odredivanja
distribucije dohotka, koncept ovih krivulja koristan je za usporedbu raznih distribucija u
smislu koja je distribucija ujednacenija u odnosu na neku drugu.

Pretpostavimo da imamo populaciju od n jedinki i neka je v njihov poredak od one s naj-
manjim dohotkom do one s najveéim x = (zn),...,T()). Neka su So =01 Sy = Zle ()
Sto interpretiramo kao ukupni dohodak k jedinki s najmanjim dohotkom. Lorenzova kri-

vulja rezultat je linearne interpolacije uzastopnih tocaka uzorka (%, g—:) 785 =0, ;0
U slucaju da je distribucija dohotka uniformna, tj. z() = ... = x(,), Lorenzova krivulja je
duzina koja spaja (0,0) i (1,1). Svaka druga rasprsenija distribucija dohotka daje krivulju
koja je konveksna (nagibi uzastopnih linearnih segmenata strogo rastu) i nalazi se ispod te

duzine, te ima krajnje tocke u (0,0) i (1,1).
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1.0 Example Lorenz Curve

- - Diagonal P
o—e Lorenz Curve - <

0.8} g
W
E -
m
i
o 0.6F
£
[=]
[~}
£
. A
=z
= 0.4} >
=
E P
- |
[}

0.2} >

0_0 = i i A I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Cumulative Population Frequencies

Slika 3: Lorenzova krivulja diskretne distribucije

Vratimo se vizualizaciji majorizacije. Pretpostavimo da promatramo dvije populacije od
n jedinki s dohotcima x(1),...,Zw) 1 Ya),---,Ym) koje imaju jednak ukupan dohodak, tj.
Yo ZTG) = >y Y@)- Definiramo:

k k
Sg=584=0, §§=> x5 i Si=) vy zak=1,...,n
1=1 1=1

Tada (x1,...,x,) predstavlja ujednaceniju distribuciju dohotka od (y;...,y,) ako se Lo-
renzova krivulja koju generira (z;...,x,) nalazi iznad Lorenzove krivulje koju generira
(Y1,---,Yn), a tada vrijedi S} > S}, Vk € {1,...,n — 1}, odnosno vrijedi:

k

k
Zx(i)zzy(i), zak:zl,...,n—l.
i=1

=1

Zakljucujemo da y < x. Na Slici 3 isprekidanom crvenom crtom prikazana je jednaka dis-
tribucija dohotka, dok je plavom izlomljenom crtom prikazana neka rasprsenija (nejednaka)
raspodjela dohotka.

Definicija 2.7. Kazemo da je funkcija f : S C R" — R Schur-konveksna na S ako vrijedi

f(xlaan"wxn) S f(y17y27"7yn)

za svaki © = (21, T9,...,2,) 1Y = (Y1,Y2,.--,Yn) € S takav da < y.
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Neka je F'(x) funkcija distribucije. Njena kvantilna funkcija definira se kao F~1(t) = inf{x :
F(z) >t,t €[0,1]}. Lorenzova krivulja je graf {(¢,qr(t)) : t € [0,1]}, gdje je

- fg F~Y(s)ds
ar(t) = fol F‘l(s)ds'

Gini koeficijent je broj Q(F') dobiven na temelju omjera povrsine koju zatvara Lorenzova
krivulja i simetrala prvog kvadranta na [0,1] te povrsina ispod simetrale prvog kvadranta i
1

x osi na [0,1], tj. 3.

Ukoliko je Gini koeficijent blizu 0, onda je mala nejednakost dohotka (odnosno onda je mala
neproporcionalnost u razmjernom izbornom sustavu). U slucaju kada je Gini koeficijent
blizu 1, onda je velika nejednakost dohotka (odnosno onda je velika neproporcionalnost u
razmjernom izbornom sustavu).

Osim Gini koeficijenta, neki od najpoznatijih primjera Schur-konveksnih funkcija su i razne
statisticke mjere poput maksimuma, standardne devijacije i varijance.
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3 Pohlepni algoritam

3.1 Opcenito o pohlepnim algoritmima

Pohlepni algoritam je svaki algoritam koji rjeSava problem optimizacije odabirom lokalno
optimalnog rjesenja u svakom koraku, a s ciljem konaé¢ne globalne optimizacije zadanog pro-
blema. Nakon sto algoritam u odredenom koraku razmotri neko rjeSenje, odabire ga ili ga
trajno ispusta iz razmatranja. Postoji moguénost da pohlepni algoritam ne uspije uvijek doéi
do globalno optimalnog rjesenja, jer mozda ono uopc¢e ne postoji ili se algoritam zaustavi u
lokalno optimalnom rjesenju.

Pohlepni algoritmi se pokazuju korisnima pri optimizaciji raznih matematickih problema koji
sadrze svojstva optimalne podstrukture i pohlepnog izbora. Neki od najpoznatijih problema
gdje se koristi pohlepni pristup su problem ruksaka, problem minimalnog razapinjujuceg
stabla, problem najkrac¢eg puta, itd.

Opcenita struktura pohlepnih algoritama jest sljedeca:

e Skup kandidata
Iz ovog skupa pohlepni algoritam odabire podskup koji sadrzi rjesenje. Opcenito, u
svakome trenutku skup svih kandidata je disjunktna unija sljedeca tri podskupa: skupa
izabranih, skupa izbacenih i skupa neiskoristenih kandidata.

e Funkcija izbora
Ova funkcija u svakom koraku pohlepnog pristupa odabire lokalno optimalnog kandi-
data i stavlja ga u skup rjesenja. Bazirana je na funkciji cilja, a u nekim slucajevima
moze biti identiéna funkciji cilja.

e Funkcija izvedivosti
Ova funkcija provjerava moze li kandidat biti uvrsten u rjesenje, tj. je li unija trenutnog
rjeSenja s novim kandidatom dopustiv skup.

e Funkcija cilja
Funkcija koja dovodi do lokalno optimalnog rjesenja. Ovu funkciju je najcesée potrebno
minimizirati ili maksimizirati.

e Funkcija rjeSenja
Funkcija naznacava kada je rjesenje postignuto i prekida algoritam.
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3.2 Binarni problem ruksaka

Neka je dan skup predmeta kojima je pridruzena odredena vrijednost/profit. Problem ruk-
saka je ekvivalentan problemu pronalaska ukupne tezine koja je manja ili jednaka zadanom
ogranicenju tj. velic¢ini ruksaka, a da je pri tome ukupna vrijednost maksimizirana.

Binarni problem ruksaka je poznat optimizacijski problem alokacije resursa. Neka je

X = {x1,x2,23,...,%,} skup n predmeta, te neka su W = {wy, ws, ..., w,} 1V = {v1,v9,...,0,}
skupovi tezina i vrijednosti predmeta iz X, respektivno. Kapacitet ruksaka je M.

Odabiremo predmete jedan po jedan iz skupa X tako da napunimo ruksak i maksimiziramo

vrijednost. Tada je rjesenje n-torka (z1,...,z,) € {0,1}". Interpretacija uredene n-torke
glasi: ukoliko smo i-ti predmet stavili u ruksak z; = 1, dok u suprotnom z; = 0.

Optimizacijski problem mozemo formulirati kao:
n
max E V; L5
i=1

1=1
T; € {O, 1}.

Opéi oblik pohlepnog algoritma za binarni problem ruksaka dan je u sljedecoj tablici:

Algoritam 3 Binarni problem ruksaka

Input: niz tezina predmeta (W), niz profita pridruzenih predmetima (V), kapacitet ruksaka
(M), predmeti su sortirani u padajuéi niz takav da p; = v;/w;

Output: odabrani predmeti (S)

1: function 0/1 PROBLEM RUKSAKA(W,V, M )
2 S0

3 e E—1

4: P+0

B while S < M do
6 if (S + wl[i]) < M then
7

8

9

S+ SUwli]
P «+ P + v[i]
: else
10: 14— 1+1
11: end if
12: end while
13: return S

Algoritam 4: Pseudokod binarnog problema ruksaka
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4 Cjelobrojna optimizacija

4.1 Funkcija cilja

Nakon sto smo naveli teorijske rezultate o konveksnim funkcijama i pohlepnim algoritmima
koji su nam matematicka baza za daljnje razmatranje, vratimo se nasem problemu propor-
cionalne alokacije mjesta.

Jedna od glavnih diskusija u teoriji izbornih sustava odnosi se na analizu stupnja propor-
cionalnosti dobivenog razlicitim metodama raspodjele. Obi¢no se izracunavaju vrijednosti
odgovarajuceg indeksa neproporcionalnosti na temelju povijesnih izbornih ishoda. Teorijske
diskusije tada su stavile preferenciju na odredene proporcionalne alokacijske metode (me-
toda najveéih ostataka), dok su neke druge smatrane manje proporcionalnim (D’Hondtova
metoda).

Fokus ovog poglavlja je prijedlog novog pristupa cjelobrojne optimizacije problema propor-
cionalne zastupljenosti, te analiza njegovih posljedica. Utvrdit ¢emo da su tradicionalni
pokusaji rangiranja izbornih metoda raznim indeksima neproporcionalnosti pogresni buduéi
da je svaka izborna formula usko povezana s mnostvom mjera neproporcionalnosti, te da
minimizira odgovarajué¢i indeks neproporcionalnosti koji ne mora uopce biti jedinstven. Jos
jedna pozitivna strana ovog pristupa je i sto daje snaznu matematicku potporu za dizajn
novih izbornih formula koje minimiziraju odabrane nove indekse neproporcionalnosti.

Za pocetak uvedimo oznake.
e n - broj politickih stranaka

e S - ukupan broj mjesta koja treba raspodijeliti

e s =(s1,82,...,5,) - vektor mjesta dodijeljenih strankama gdje je Y » | s; =S
e P - ukupan broj glasova
e v = (vy,0,...,0,) - vektor glasova dodijeljenih strankama gdje je > "  v; = P.
Cilj je pronadi alokaciju mjesta s = (s, S, . . ., Sp) takvu da je broj mjesta koja su dodijeljena

svakoj od stranaka sto proporcionalniji broju glasova koju je stranka dobila na izborima, tj.
S Yi—1,2,...,0.

Neka je nas optimizacijski problem formuliran na sljedeé¢i nacin:

min ¢ (S, S, ..., Sp)
Yy 5=38 (1)
i=1

5, 20,8, i=1,2...,R
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U okviru promatranog problema razmjerne zastupljenosti i cjelobrojne optimizacije, uvedimo
prvo pojam funkcije troska ¢(s). Opcenito, funkcija troska ili funkcija cilja je funkcija
¢iju vrijednost je potrebno minimalizirati ili maksimizirati ovisno o prirodi promatranog
optimizacijskog problema. Ova funkcija ¢e se pokazati kao do sada neocit, ali jako bitan
indeks neproporcionalnosti kojeg svaka alokacijska metoda nuzno minimizira. Primijetimo
da funkcija troska ¢(s) poprima iskljucivo nenegativne vrijednosti. U slu¢aju kada je indeks

Si v

neproporcionalnosti zasnovan na razlici 2 — % vrijedi
5 P "

S
¢<S;U):O<:>Si:UiF, =12 0545

U takvom slucaju vrijednost funkcije cilja je minimalna i iznosi 0 ako i samo ako je alocirani
broj mjesta svakoj stranci jednak njenoj prirodnoj kvoti.

Prisjetimo se ve¢ uvedenog pojma diskretne derivacije. On je zapravo analogan deriva-
ciji pri ¢emu je domena funkcije troska diskretan skup. Takoder, u okviru promatranog
problema diskretna derivacija mjeri promjenu vrijednosti funkcije troska prilikom alokacije
jednog mjesta stranci :.

Ukoliko je ¢(s) separabilna funkcija, njena diskretna derivacija u smjeru i je funkcija p; jedne
varijable za svaki i = 1,2, ..,n. Tada vrijedi:

p(s+e)—p(s) =p(s1,. .. sitL, .o 80)—0(51, .5 Siy ..o, 50) = @i (8 + 1) =i (si) = pi(si)-
Stoga se funkcija ¢(s) moze zapisati kao suma konstante i funkcije njenih diskretnih deriva-
cija:

n

o(s) = Z pi (8i) = Z [:(0) + hi (s:)]

pri ¢cemu vrijedi

o= 0,zas; =0
PATRT pi(0)+pi(1)+---+pi(5i—1),za SiZL
Uz notaciju K =Y 1, ¢i(0) i h(s) = > " hi(s;) vrijedi p(s) = K + h(s).

Pogledajmo sada Tablicu 3 koja prikazuje funkcije troska kao mjere neproporcionalnosti i
pripadne metode alokacije mjesta koje ih minimiziraju.

Definicija 4.1. Neka je p > 1. Na vektorskom prostoru R™ definiramo funkcije || - ||, || - ||
R™ — [0, +00), formulama

oli
n %
z = ||zl = (Z Iwilp> ; p 1
=1

T = ||z]|eo = max |z .
1= n

=l,..
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Analizom tablice uocava se da je veéina funkcija troska bazirana na L,-normi neke apso-
lutne ili relativne razlike od idealne zastupljenosti. Funkcije (7),(8) i (10) baziraju se na

Cebisevljevoj Lao-normi.

o(s;v) Metoda alokacije mjesta
1 Yoy lsi —al? Metoda najveé¢ih ostataka za p > 1
2 > e i f}—z - 733 i Metoda najveéih ostataka za p =1, SL za p =2 < 11
3 BT z_: - g : Metoda jednakih proporcija za p = 2
4 Yo (% — %) Metoda jednakih proporcija
5 Yo <f}—z - %) Sainte-Lagué (SL) = 2
6 Y |2 -F F Metoda najveéih ostataka za p > 1
v maxi=12,.n|% — B Metoda najveéih ostataka
8 MaK;—1.9,...m i—: d’Hondt
9 | 7, (f)-z — %)+, zt = max(z,0) d’Hondt
10 max;—1,2,.n g—: Metoda najmanjih djelitelja
i ¥ (Si;%)z Sainte-Lagué < 2,p = 2
12 > i % Metoda jednakih proporcija
13 Yo ‘f}—z - £ Sainte-Lagué

Tablica 3: Mjere neproporcionalnosti i alokacijske metode koje ih minimiziraju

Promotrimo sada vrijednosti diskretnih derivacija funkcije troska. Promatramo ukupno |[n.S]
vrijednosti koje nuzno ne moraju biti razlicite. Stoga uvedimo pojam multiskupa.

Definicija 4.2. Neka je A skup od n elemenata. Multiskup nad skupom A je uredeni par
M = (A, m), gdje je m funkcija takva da m : A — Ny U {+o0}.

Pojednostavljeno, multiskup je skup u kojem je dozvoljeno ponavljanje elemenata.
Za dani skup A = {ay,ay, ..., a,}, multiskup M = (A, m) oznacavamo kao

M = {aT(al), . ,a;n(a”)}.

Multiplicitet elementa a; oznacavamo sa m(a;).
Konstruirajmo multiskup M ¢iji su elementi vrijednosti svih diskretnih derivacija unaprijed

pi(y) funkcije troska, zai =1,...,ntey =0,1,...,5 —1. Nadalje, sve elemente multiskupa
sortiramo na nacin da dobijemo rastuéi niz (a,), za koji vrijedi: p;i(y) > pi(y — 1).
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Konstrirajmo sada podniz (b,), koji se sastoji od prvih S elemenata niza (a,),, te defini-
rajmo novi multiskup Lg koji sadrzi te elemente.

Skup Lg je jedinstven ako promatramo njegove elemente i njihove multiplicitete. Nadalje,
definiramo lg ::Zle b; kao sumu elemenata skupa Lg i neka je Ag := max{Lg}.

Primijetimo da, ukoliko maksimalni element A\g ima multiplicitet m(A;) > 1 u multiskupu
S, onda postoji moguénost da nisu svi sadrzani u multiskupu Lg jer je kardinalni broj skupa
Lg jednak S.

Lema 5. (vidi [4])
Neka je ¢(s) diskretno konveksna funkcija. Tada vrijedi ¢(s) > K + lg za svaku alokaciju s
pri cemu je zadovoljen uvjet Y o | s; =S,

Dokaz. Potrebno je pokazati da je h(s) > lg,Vs buduéi da je ¢(s) = K + h(s), pri ¢emu
>t s = S. Po konstrukeiji multiskupa Lg on sadrzi S najmanjih vrijednosti pocetnog
multiskupa

{pi(y) :0<y <9 —1,1<i<n}. Stoga, vrijedi g < h(s) za svaku promatranu alokaciju
S.

0

Lema 6. (vidi [4])
Ukoliko postoji alokacija s* takva da vrijedi h (s*) = lg, tada je s* optimalno rjeSenje pro-
blema diskretne alokacije resursa pri ¢emu je ¢(s) pripadna funkcija cilja.

Dokaz. Minimizacija funkcije p(s) je ekvivalentna minimizaciji funkcije h(s).

Lema 7. (vidi [4])
Neka je s alokacija takva da je h(s) > lg. Tada postoje dvije stranke 7 i j, pri ¢emu s; > 1,
takve da

p;j (s5) < pi(si—1).

Dokaz. Promotrimo prvo podmultiskup od Lg koji je dan sa

L ={pn(y) € Ls : pn(y) < As}.

Primijetimo da se Lg sastoji od p = ‘L§| elemenata skupa Lg i od (|S| — p) > 1 elemenata
As. Nadalje, neka je s alokacija takva da h(s) > lg. Bududi da neka stranka mora dobiti
barem 1 mjesto, multiskup

H(s) ={pn(y) : sn 2 1y =0,1,...,sn — 1}
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je neprazan. Nadalje, |H(s)| = >.7_, s, = S 1 h(s) je suma svih elemenata od H(s),
uzimajudéi u obzir multiplicitete elemenata. Neka je p maksimalni element od H(s). Posto
su diskretne derivacije neopadajuce, p = p; (s; — 1) za neku stranku i takvu da je s; > 1.
Nadalje, u > Ag, inace bi H(s) sadrzavao najvise p < S elemenata sto je kontradikcija
sa kardinalnim brojem od H(s). Stoga tvrdimo da mora postojati stranka j i nenegativan
prirodan broj y takav da p;(y) € Lg \ H(s) i p;(y) < p. Razmotrimo sada dva moguca
slucaja.

Slucaj 1. H(s) D Lg. Mora vrijediti s > Ag; inace bi Lg i H(s) sadrzavali p elemenata
od Lg i S —p multipliciteta elementa Ag, sto implicira da h(s) = lg. Ali bududi da se najvise
S — 1 elemenata H(s) nalazi u Lg i |Lg| = |H(s)|, tada mora postojati p;(y) € Lg \ H(s), i
mora vrijediti p;(y) < Ag < p.

Slucaj 2. Postoji pj(y) € Lg \ H(s). Tada vrijedi p;(y) < Ag < p. Stoga tvrdnja vrijedi
u svakom slucaju. Ako je s; = 0, onda p; (s;) < p;(y) < pi(si —1). Ako s; > 1, i onda ne
moze vrijediti s; — 1 > y, jer inace p;(y) bi bio sadrzan u H(s). Stoga, s; < y, implicira da
pj (s5) < pi(y) < pi (si —1). o

Teorem 8. (vidi [4])
Neka je ¢(s) diskretno konveksna funkcija. Tada pohlepni algoritam daje optimalno rjesenje
za problem diskretne alokacije resursa pri ¢emu je ¢(s) funkcija cilja.

Dokaz. Neka je s* rjesenje dobiveno koristenjem pohlepnog algoritma alokacije mjesta. Prema
Lemi 5,k (s*) > lg. Pretpostavimo da vrijedi stroga nejednakost, tj.

h(s*) > Is.

Sada lema 7 implicira da postoje dvije stranke i and j, pri ¢emu s; > 1 takve da p; (s;) <
pi (s; — 1). Ali, u ovom sluc¢aju s* ne bi bilo optimalno rjesenje dobiveno pohlepnim algorit-
mom, jer bi pohlepni algoritam stavio preferenciju na na dodjelu dodatnog mjesta stranci j
umjesto stranci i, sto dalje implicira da stranka j dobiva ukupno s; + 1 mjesta umjesto s7,
te stranci i ukupno s; — 1 umjesto sj. O

Pohlepni pristup radi na nac¢in da postupa samo s marginalnim alokacijama, tj. izabire
alokaciju koja minimizira/maksimizira zadanu funkciju cilja u svakom koraku. Konkretno,
algoritam u razmatranje uzima vektor s = (0,0, ...,0) kao poc¢etnu alokaciju. U svakom no-
vom koraku pohlepni algoritam promatra trenutnu alokaciju s = (s1, o, ..., s,) i dodjeljuje
jo$ jedno mjesto stranci ¢ pri ¢emu mora vrijediti p; (s;) = min{pp, (sn) : 1 < h < n}. Algori-
tam prekida izvrsavanje i daje globalno optimalno rjesenje kada je svih S mjesta dodijeljeno.
Ovakav problem alokacije mjesta je ekvivalentan dodjeli prvih S mjesta ranije konstruiranog
niza.
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4.2 Analiza cjelobrojne optimizacije alokacije mjesta

U proslom potpoglavlju pokazali smo da su sve proporcionalne alokacijske metode pohlepni
algoritmi koji minimiziraju funkeiju cilja/troska koja ne mora nuzno biti jedinstvena. Ovim
pristupom problemu cjelobrojne optimizacije olakSava se interpretacija razlika izmedu pro-
porcionalnih alokacijskih metoda, te pokazuje da su tradicionalni indeksi neproporcionalnosti
naklonjeni metodi najveéih ostataka. Ovaj pristup nam omogucuje da dizajniramo nove me-
tode odabirom nekim drugih mjera neproporcionalnosti.

e Sainte-Lagué metoda

Ova metoda kreirana je s namjerom da svakom glasacu bude garantirana ista mo¢ ili
utjecaj na udio zastupljenosti. Kada je p = 2, funkcija cilja (2) u Tablici 3 daje mjeru
neproporcionalnosti alokacije mjesta u smislu moci svakog biraca. U savrseno postenoj
situaciji, svih P glasa¢a mora ”imati istu moc¢” ili utjecaj na izborni rezultat, tj. ako
je ukupni broj zastupnika S, svaki bira¢ mora imati moé¢ na % zastupnika. S druge
strane, biraci v; koji su dali svoj glas stranci ¢ zapravo imaju mo¢ nad 3* zastupnika.
Stoga, razlike f}— i % interpretiramo kao pogresku ili devijaciju svakog glasaca od ide-
alne alokacije mjesta. Pod hipotezom Gaussove ili normalne distribucije pogresaka ova
metoda je neutralna i minimizira navedeno odstupanje. Referenca zadnje tvrdnje je

pod [4].

Primijetimo da Sainte-Lagué metoda minimizira i funkcije cilja (11) i (5) dane u Tablici
3 za p = 2, budud¢i da se one tada razlikuju za multiplikativnu i aditivnu konstantu,
respektivno.

e Metoda jednakih proporcija

Specificnost ove metode je da svakoj stranci nuzno dodjeljuje makar jedno mjesto bez
obzira na dobiveni broj glasova, sto moze donijeti kao negativnu posljedicu visoku frak-
cijalizaciju mjesta. Moguce poboljsanje ove metode je da se prvi ¢lan niza djelitelja
umjesto nule postavi na neku pozitivnu vrijednost koja ima malo odstupanje od nule.
Ova metoda minimizira tri navedene funkcije cilja u Tablici 3. Primijetimo da svaki

omjer ¢+ predstavlja trosak u broju glasova po kojem je nekoj stranci alocirano jedno

mjesto.lU potpuno pravednoj situaciji, pozeljno je da je distribucija ovih troskova sto

ujednacenija i da trosak iznosi g za svaku stranku.

Kod funkcije (12) u Tablici 3 metoda jednakih proporcija minimizira relativnu gresku
izmedu stvarne i idealne alokacije, normalizirane brojem stvarno alociranih mjesta.
Funkcija cilja (4) u Tablici 3 minimizira tezinsku sumu razlika izmedu troska u broju
glasova po mjestu koji je stranka ”platila” i stvarnog troska u broju glasova po jednom
mjestu. Pri tome su pozitivne razlike nepozeljnije ¢im stranka ima vise glasaca, bududi
da tezine uz svaku razliku iznose v;, ¢ =1,2,...,n. Funkcija (3) se od funkcije (4)
za p = 2 razlikuje za aditivnu konstantu, a od funkcije (12) za pozitivan faktor.
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e Metoda najvecih ostataka

Ova metoda je trenutno najprihvacenija metoda kod problema proporcionalne alokacije
mjesta. Ovim pristupom je otkriven razlog naklonjenosti, a on je da metoda najvecih
ostataka generira veé¢inu tradicionalnih indeksa neproporcionanosti.

Funkcija (1) u Tablici (3)(str. 23) je L, norma razlike izmedu alociranih mjesta nekoj
stranci i njene stvarne kvote. Funkcija (6) u Tablici 3 razmatra razliku izmedu udjela
alociranih mjesta i udjela danih glasova. L., norma garantira da je pod metodom
najve¢ih ostataka minimizirana maksimalna razlika izmedu izmedu udjela glasova i
udjela mjesta, funkcija (7) u Tablici 3. Za p = 1 funkcija (2) u Tablici 3 je tezinska
suma apsolutne razlike izmedu trenutnog stupnja reprezentacije (tj., zastupljenosti)
neke stranke i idealne proporcionalne reprezentacije (tj., zastupljenosti). Bududi da je
u promatranoj tezinskoj sumi tezina v;, metoda najvecih ostataka ne pogoduje velikim
strankama. Napomenimo da je funkcija cilja (2) za p = 1 jednaka funkciji cilja (1) za
p=1

¢ D’Hondt metoda

Oko ove metode je prisutno mnogo kontroverzi, buduéi da je cesto kritizirana kao me-
toda koja daje visok stupanj neproporcionalnosti alokacije. Ali, pristupom cjelobrojne
optimizacije vidimo da ova metoda utjelovljuje bitan kriterij proporcionalnosti.

Metoda maksimizira ” funkciju uskog grla” (8) u Tablici 3, koja se odnosi na minimalnu
cijenu <%) koju stranka "pla¢a” da bi dobila jedno mjesto. U teoretski egzaktno

proporcionalnoj alokaciji postojala bi ujednacena distribucija ovih troskova ukoliko
alokacija mjesta daje maksimalnu vrijednost ove funkcije. Ovo svojsto implicira da
D’Hondtova metoda pogoduje velikim strankama naustrb manjih stranaka, buduéi da
ona maksimizira minimalnu cijenu jednog zastupnickog mjesta. D’Hondtova metoda
takoder minimizira tzv. Schultzov indeks, tj., funkciju (9) u Tablici 3, koja garantira
alokaciju mjesta pri kojoj ¢e biti minimizirana ukupna prezastupljenost.

e Metoda najmanjih djelitelja

Ova metoda je svojevrstan komplement D’Hondtovoj metodi. Ova metoda analogno
pokusava minimizirati razlike izmedu troska jednog zastupnickog mjesta, ali u ovoj
metodi se minimizira maksimalan trosak, funkcija (10) dana u Tablici 3. Pozitivno
svojstvo metode najmanjih djelitelja je njena inkluzivnost (tj., ukljucivost) svih stra-
naka u konac¢noj alokaciji mjesta.
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5 Slicnost pohlepnih algoritama i metoda djelitelja

Pohlepni algoritam pruza optimizacijski pristup za siroku klasu funkcija. Analizom metode
djelitelja uocava se slicnost sa pohlepnim algoritmima. Oba pristupa su iterativni algoritmi
koji u svakom koraku alociraju po jedno mjesto pri cemu se maksimizira ”profit” svake
stranke. U pohlepnim algoritmima profit je apsolutna vrijednost smanjenja promatranog
indeksa neproporcionalnosti, tj. funkcije cilja, dok je kod metode djelitelja profit definiran
kao omjer %

Ukoliko se niz divizora neke metode djelitelja normalizira tako da bude k<d(k) < k+ 1 vri-
+1 d( 5 < 2. D’Hondtova metoda maksimizira omje +1
bI‘OJu glasova po mjestu nakon alokacije trenutnog mjesta. Metoda najmanjih djelitelja
maksimizira -+ prosjecan broj mjesta prije alokacije trenutnog mjesta. Sumarno, u svakoj
metodi djeliteija profit se moze interpretirati kao prosjecan broj glasova po mjestu. Ukoliko
kao pohlepni pristup promatramo algoritam koji u svakom koraku u skup rjesenja dodaje jos
jedan element s ciljem maksimizacije profita, tada metode djelitelja zaista mozemo smatrati
pohlepnim algoritmima.

U Tablici 4 dane su neke funkcije cilja kao mjerila proprocionalnosti i njihove diskretne de-
rivacije @;(s; + 1) — ¢i(s;), te odgovaraju¢a metoda divizora koja minimizira danu funkciju
cilja.

o(s;v) pi (si) Metoda djelitelja

N it (ﬂ_§>2 2si+l _ 28 s+ 3

i=1Y% \y; T P ;i P Sainte-Lagué
Y e B VGt

i=1"t\s ~ S 5% si(si+1) Metoda jednakih proporcija
S0 (ﬂ _ £> __u V(s +1)

i=1"\s — 8 si(si+1) Metoda jednakih proporcija
3R s (ﬁ _ i) 241 _ 3 A

i=1°t\y; ~ P ;i P Sainte-Lagué

+ 1
P | i+l S
Zz:l <Uz P) 0 ; ako . —i_ - % <0 d’Hondt
571 % , inace
Zﬁ (si—a:)* P2si+l 9 At %
=1 g 5 v Sainte-Lagué
sy (ima) 182 _ v Vs(s +1)
i=1""s P2 si(si+1) Metoda jednakih proporcija

Tablica 4: Funkcije cilja, diskretne derivacije i odgovarajuc¢e metode djelitelja
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U nekim slucajevima metode djelitelja s pohlepnim pristupom nuzno ne daju konac¢no rjeSenje
alokacijskog problema koje ima svojstvo ispunjenja kvote. Za neke od navedenih funkcija u Tablici
4 ispunjenje kvote je nuzan uvjet za minimizaciju unutar zadanih ogranicenja. Za sve takve funkcije
vrijedi da ukoliko neko rjeSenje ne zadovoljava donju i gornju granicu, uvijek se moze pronaci bolje
rjeSenje za koje vrijedi |g;i] < s; < [¢;].

Promotrimo sljedeéi problem diskretne optimizacije:

N ) (815855 .+ 5 8n) 5
n
w5,
i=lL
s 20,8, €4, i=1,2,...,n,
gdje je ¢ (s1, 82, ...,s,) funkcija koja ispunjava kvotu.
Rastavimo svaki s; kao sumu s; = |¢;] +z;, @=1,2,...,n, pri ¢emu z; € {0,1}. Neka je ¢ sepa-

rabilna funkcija, pa ju zapisujemo kao ¥; (s;) = i (|qi| + zi) = (1 — zi) i (|@i]) + zivi (|qi] + 1) =
cizi+bi,i=1,2,...,n. Odatle slijedi da je ¢; = v; (|gi] + 1) — i (l@:]) i b = v (l4]), pa se gornji
optimizacijski problem svodi na

min ¢121 + 222 + - - + CnZn,
zit+z2+--+2z =R,

=1
Ze {0,1F 4=1,2,...,%

Sada uocavamo da se radi o optimizacijskom problemu koji je poznat kao binarni problem ruksaka.
Koristimo pohlepni pristup, te buduéi da je potrebno minimizirati navedenu linearnu kombinaciju,
konstruirajmo rastuéi niz ¢ije su vrijednosti tezine ¢;. Za prvih R ¢lanova niza postavimo z; = 1,
a preostalih n — R ¢lanova postavimo na z; = 0.

n
Kao primjer promotrimo funkciju (1) iz Tablice 3 za p = 1, odnosno neka je 9(s;v) = Z [si — qil.
=1

Razmotrimo sada neku alokaciju s = (s, s2, ..., Sp) koja ne zadovoljava kvotu. Tada Vﬁjedi jedan
od sljedec¢ih slucajeva.

1. I e{l,...,n} takav da s; < |¢]
U ovom slucaju mora postojati j takav da vrijedi s; > [¢;|. Inace bi vrijedilo:

pri ¢emu dolazi do kontradikcije.

Ukoliko postavimo



tada se moze provjeriti da vrijedi ¢ (s';v) < 9(s;v). Uzastopnim iteracijama algoritma do-
lazimo do rjeSenja s* koje je bolje i zadovoljava trazenu kvotu.

2. Fie{l,...,n} takav da s; > [¢;]

Analognom logikom kao u prvom slu¢aju dolazimo do alokacije mjesta koja zadovoljava kvotu.

S druge strane, ¥ je separabilna funkcija. Stoga taj optimizacijski problem mozemo formulirati i
kao

maxriz1 +reze + - + rnzn,
z1+22+--+2z, =R,
o f0. 1% i=1,2 ...,

pri ¢emu je 7; = ¢; — |qi|. Navedena jednakost slijedi iz
c=(lal+1-@)—(a—la])=1-2r, i=12,...,n

U ovom primjeru optimizacijski problem je ekvivalentan binarnom problemu ruksaka, te do nje-
govog rjeSenja dolazimo analognom logikom kao u razmatranju prethodnog problema. S ciljem
maksimizacije linearne kombinacije, konstruiramo padajuéi niz sastavljen od tezina, te prvih R
odgovarajucih varijabli z; postavimo na 1, a ostale na 0.

Primijetimo da u ovako formuliranom problemu pohlepni algoritam se podudara s metodom najveéih
ostataka (LAR).

Sljedeéi teorem pokazuje da sve metode djelitelja daju optimalno rjeSenje s obzirom na neku funk-
ciju uskog grla. Neka vrijedi pretpostavka da razmatramo samo s; > 1.

Teorem 9. (vidi [4])
Svaka metoda djelitelja ¢iji je niz djelitelja d(s) pozitivan i monotono rastuci daje optimalno rjesenje
pri problemu proporcionalne alokacije mjesta sa sljede¢om funkcijom cilja:

. (%
max min ————
s i d (Si — 1)
Dokaz. Neka je s* alokacija dobivena koristenjem metode djelitelja pri ¢emu je njezin niz djelitelja

d(s). Nadalje, neka je
U (%

d(sf—1) i d(s;—1)

Primijetimo da, bez obzira na odabranu metodu djelitelja, zadnji razmatrani omjer prilikom alo-

kacije S mjesta je d(sfi—l) za svaki i, ukoliko je (s}, s3,...,s;) optimalna alokacija. Pretpostavimo

da postoji neka druga alokacija s # s* koja zadovoljava kardinalno ograni¢enje pocetnog optimiza-

cijskog problema, tj.,
n n
I SEEE
=1 =il

pri ¢emu dobivamo vecéu vrijednost funkcije cilja. Tada postoji stranka h takva da
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Uh . Uj < ] (% (% (2)
— 0 =min ————:c min = i
d(sp—1) i d(s;—1) i d(sf—1) d(sf—1)

S obzirom da je niz djelitelja monotono rastuca funkcija slijedi da s; < s;. Ukoliko bi vrijedilo
sp> sy tadad(sp—1)>d(sf —1)i

U, " U] > U]
d(sp—1) d(sf—1) —d(si—1)

S§to je ocita kontradikcija s ﬁ = min; ﬁ kao u (2). Nadalje, ukoliko je s; < s;, s obzirom na
kardinalno ogranicenje s, mora postojati stranka j takva da s; > s;-‘ i s obzirom da su sve varijable
cjelobrojne to implicira da s; > s;f 4+ 1. U ovom trenutku koristimo pomoé¢nu lemu Balinski and
Young.

Lema. Metoda alokacije mjesta je metoda djelitelja ako i samo ako daje alokaciju t takvu da

. Ui U
min max ——

o .
i d(ti—1) — i d(t)

Stoga, koriStenjem leme i s; > s}‘ + 1 slijedi

L—minL>maX . > i > 3
d(sf—1) iod(sf—1) 7 d(s;)—d<8;>—d(sj—1)
5 i V; Up, vl

dlsi—1)  d(sa—1)  d(s;—1)’

Sto je proturjecno. Stoga zaklju¢ujemo da nejednakost (2) ne vrijedi, ¢ime je teorem dokazan. O
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6 Analiza podzastupljenosti i prezastupljenosti

6.1 Daltonovi transferi

U ovom poglavlju se baziramo na analizu nejednakosti u reprezentaciji (tj., zastupljenosti) stranaka
nakon §to su mjesta dodijeljena nekom alokacijskom metodom. S obzirom na prirodu promatranog
problema egzaktna proporcionalnost u alokaciji mjesta je ¢esto nemoguca, te ¢e stoga neke stranke
dobiti poneko mjesto viSe nego Sto bi trebale i to naustrb nekih drugih stranaka koje ¢e dobiti
manji broj mjesta.

Promatrajuéi vektor distribucije mjesta s kazemo da je neka stranka ¢ prezastupljena kada vrijedi
S; - S
v; P’
tj. kada je omjer dodijeljenih mjesta stranci ¢ i broja glasova koje je stranka dobila ve¢i od omjera
ukupnog broja mjesta i ukupnog broja glasova. Tada je troSak koji je stranka ¢ platila za svako
mjesto manji od realnog troska jednog mjesta. Takoder, analogno vrijedi i za slu¢aj podzastup-

ljenosti samo sa suprotnim znakom nejednakosti u gornjem izrazu, za odgovarajuéu stranku. U
slucaju savrSeno pravedne zastupljenosti svake stranke vrijedio bi znak jednakosti u gornjem izrazu.

Konstruirajmo vektor zastupljenosti y = (%, 2—;—, e f}—’i) = (y1,%2, - ,Yn) koji nam daje jasan
uvid u identifikaciju stranaka kojima je nakon alokacije mjesta nekom alokacijskom metodom dodi-
jeljen visak ili manjak mjesta, pri cCemu podzastupljenost i prezastupljenost usporedujemo s fiksnom

S
kvotom P

Nadalje, s ciljem poboljSsanja kvalitete zastupljenosti Zelimo napraviti transfer mjesta na nacin da
stranci kojoj je dodijeljen visak mjesta oduzmemo § > 0 mjesta i transferiramo ih nekoj podzastup-
ljenoj stranci. Ako je § < y; —y; umanjuje se nejednakost u reprezentaciji i to nazivamo Daltonov
transfer. Ako je uz to § < %
transfer naziva se altruisticni Daltonov transfer i jako je bitan kriterij za daljnju analizu.

, tada se relativna pozicija stranaka j i ¢ ne mijenja. Takav

Neka uredeni par (h,l) predstavlja prezastupljenu i podzastupljenu stranku, tj. yp > y;. Pret-
postavimo da transferiramo jedno mjesto od prezastupljene ka podzastupljenoj stranci s ciljem
ujednacenije distribucije. Tada vektor mjesta poprima oblik:

8= (B 50058k — Less gy =t 1 n ey Bp)

Primijetimo da simetrican transfer jednog mjesta od prezastupljene ka podzastupljenoj stranci
odgovara asimetricnom transferu na vektoru zastupljenosti, tj.

S1 sp—1 s1+1 Sn
y: = g TR g o — ’
V1 Vh ] Un

Dobitak u razini zastupljenosti stranke [ bi iznosio v%? dok bi gubitak stranke h iznosio i Ukoliko
ne vrijedi vy, = v; ovakav transfer ne bi bio jednak. Takoder, primijetimo da je suma komponenata

vektora mjesta ostala nepromijenjena, dok je suma komponenata vektora zastupljenosti promije-
njena.
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Stoga, promotrimo transfer na koji stavljamo dodatna ograni¢enja. Neka je d-transfer izmedu
stranaka h i [ asimetri¢na operacija tako da vrijedi

Yn, = Yn — Oh,
Yy =y + 4,
yi =y Vi#h,l,

uz dana ograniCenja i uvjete:

Yn — Y1 = 0p + 0,
1 vp,
oh =m—, 0 =0dn—,
Uh Ul
pri Cemu je m broj mjesta transferiranih od stranke h stranci . Zadnji uvjet osigurava da je ukupan
broj mjesta cjelobrojan i iznosi S.

Sumarno, pristup analize vektora zastupljenosti dobivenog nekom alokacijsko metodom obuhvaéa
pronalazak Sto ujednacenijeg vektora zastupljenosti sukcesivnim provodenjem transfera mjesta. Pri
tome su zadovoljena ogranicenja stavljena na prirodu ovih transfera, budué¢i da transfere mjesta
radimo na vektoru mjesta, dok implikacije koje ti transferi nose promatramo na vektoru zastuplje-
nosti.

6.2 Indeksi neproporcionalnosti i algoritmi razmjene

Kod procjene nejednakosti koja nastaje u politickim sustavima koji koriste proporcionalne alo-
kacijske metode, teorija majorizacije moze biti vrlo korisna, te je stoga vazna uloga pripisana
klasi Schur-konveksnih funkcija. U slu¢aju manje rasprienosti distribucije argumenata vektora zas-
tupljenosti Schur-konveksne funkcije poprimaju manje vrijednosti. Analizom Lorenzovih krivulja
uocavamo da Schur-konveksne funkcije poprimaju minimalnu vrijednost kod krivulje uniformne
distribucije koja je predstavljena simetralom prvog kvadranta. Svaka druga Lorenzova krivulja
nalazit ¢ée se ispod nje i funkcija ée imati veéu vrijednost. Stoga je ova klasa funkcija vrlo korisna
mjera neproporcionalnosti u vektoru zastupljenosti stranaka.

Vratimo se optimizacijskom problemu koji koristi funkcije cilja povezane s raznim metodama aloka-
cije mjesta. Ukoliko je funkcija cilja Schur-konveksna funkcija, mogucée je dizajnirati proporcionalnu
alokacijsku metodu za rjeSavanje sljedeceg optimizacijskog problema:

: S1 82 Sn
minep | —, —,..., —
V1 Vg Un

n

Zsi:S

=1
$,2>0,8,€Z,i=12,...,n
©(y) Schur-konveksna funkcija.
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Ovako formuliran optimizacijski problem konzistentan je s indeksima neproporcionalnosti koje smo
veé¢ analizirali i njihovim svojstvima, te su neke navedene funkcije Schur-konveksne. Transferima
mjesta od jedne ka drugoj stranci moze se dizajnirati metoda koja minimizira ve¢inu funkcija cilja
koje su navedene u prethodnim poglavljima. Vazna subklasa Schur-konveksnih funkcija (uklju¢ujuéi

funkcije (6) do (9) u Tablici 3) su funkcije za koje vrijedi ¢(s) = > 1" | g <f}—l), pri ¢emu je g konvek-

sna funkcija. Bududéi da je p; (s;) = ¢ (%) konveksna funkcija, pohlepni algoritam daje kao rjeSenje
alokaciju mjesta koja minimizira ¢(s). Pokazat ¢emo da pristup koji koristi transfere daje alokaciju
mjesta koja je istovjetna s barem jednim optimalnim rjeSenjem koje daje pohlepni algoritam.

Promotrimo separabilnu funkciju ¢(s) = Y | ¢; (s;) 1 pokuSajmo ju minimizirati tako da radimo
transfere mjesta od prezastupljene stranke h ka nekoj podzastupljenoj stranci .

90(3/) = (B0 w0588 — Ly ws w85 Lywavy S

Nova alokacija mjesta je bolja ukoliko nakon izvrSenog transfera funkcija cilja poprima manju vri-
jednost, tj. ¢ (s’) < ¢(s). Uzastopni transferi se prekidaju i alokacija postaje stabilna na razmjenu,
ako ne postoji neki drugi par stranaka za koji je transfer mjesta profitabilan, tj., ako ne postoji s’
tako da @(s") — p(s) < 0.

Lema 10. (vidi [4])
Neka je ¢(s) diskretno konveksna funkcija s neopadajuéim diskretnim derivacijama p;. Za alokaciju
mjesta s* sljedeée tvrdnje su ekvivalentne:

1. s* je optimalna alokacija, tj. minimizira ¢(s) za sve alokacije s takve da ) ;- ; s; = S
2. s* je alokacija koja je stabilna na razmjenu

3. za sve stranke ¢ i j, pri Cemu s; > 1, vrijedi
pj (s5) = pi(sf — 1)

4. h(s*) =lg, gdje je lg definiran kao u tocki 4.1 prije Leme 5.

Dokaz.

(1) = (2) : Ocito.

(2) = (3) : Neka je s; > 1, te neka je s** alokacija mjesta dobivena transferom jednog mjesta od
stranke ¢ ka stranci j. S obzirom da je s* stabilna vrijedi:

0<o(s™)—(s*) =9; (s +1) + @i (s — 1) — @ (s]) — @i (s})
= p;j (s]) —pi(s] — 1),
(4) : Slijedi iz Leme 51 7.
(1) : Slijedi iz Leme 6. O
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Sumarno, algoritam razmjene ¢ée raditi uzastopne transfere mjesta na vektoru alociranih mjesta sve
dok ne bude vrijedilo p; (s;) = g8 — 1), §=1,2:+ yi

Teorem 11. (vidi [4])
Ako je ¢ diskretno konveksna funkcija, svaki algoritam razmjene ¢ée kao rjeSenje dati optimalnu
alokaciju s*.

Dokaz. Svaki algoritam razmjene daje rjeSenje s* koje je stabilno na razmjenu pa je stoga po
prethodnoj lemi optimalno. O

Neeticnim transferima smatramo razmjenu mjesta od podzastupljene ka prezastupljenoj stranci.
KoriStenjem diskretnih derivacija provjeravamo eti¢nost svakog transfera, te se pokazuje da su
neeti¢ni transferi uvijek neprofitabilni za promatrani indeks neproporcionalnosti. Stoga, sve se
mjere neproporcionalnosti mogu minimizirati sukcesivnim koriStenjem eti¢nih razmjena. Stoga,
podzastupljenost i prezastupljenost imaju vaznu ulogu u dizajniranju algoritama koji smanjuju
neproporcionalnost u vektoru zastupljenosti stranaka nakon alokacije mjesta nekom alokacijskom
metodom.
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7 Zakljuéak

Cijela poanta ovog diplomskog rada koji izuCava problem proporcionalne zastupljenosti i cjelo-
brojne optimizacije je da rjeSenje proporcionalne alokacije mjesta nije jedinstveno. Izborne formule
su pohlepni algoritmi koji su dizajnirani s ciljem da minimiziraju razlike izmedu udjela glasova i alo-
ciranih zastupnickih mjesta za svaku pojedinu stranku. Problem se javlja u ¢injenici da se te razlike
mogu mjeriti na razne nacine. Svaka izborna metoda usko je vezana uz specificnu mjeru nepropor-
cionalnosti i daje optimalno rjeSenje kada je kao funkcija cilja odabrana upravo ta mjera. Nakon
§to se odbaci tradicionalni koncept rangiranja proporcionalnosti alokacijskih metoda uobic¢ajenim
indeksima neproporcionalnosti, moguée je dizajnirati nove metode koje minimiziraju i neke nove
indekse neproporcionalnosti s pozeljnim matematickim svojstvima.
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Sazetak

Tradicionalno, proporcionalne alokacijske metode analiziraju se raznim indeksima neproporcional-
nosti. Na temelju tih analiza smatra se da metoda najvecih ostataka daje najproporcionalnije re-
zultate, dok d’Hondtova metoda, koja se koristi i u Hrvatskoj za izbor saborskih zastupnika, ¢esto
biva kritizirana da daje manje proporcionalne rezultate i pogoduje velikim politickim strankama.
Kroz ovaj rad promatramo novi pristup cjelobrojne optimizacije koji sa snaznom matematickom
podlogom, koristeé¢i funkciju cilja, konveksne funkcije i pohlepne algoritme, zapravo otkriva da je
tradicionalni pristup analize proporcionalnosti pogreSan. Svaka alokacijska metoda je pohlepni al-
goritam koji minimizira odredenu funkciju cilja koja nije nuzno jedinstvena, ve¢ ovisi o odabranoj
metodi. Stoga, njihova usporedba i rangiranje metoda po kriteriju proporcionalnosti ne daje jed-
noznacan odgovor. Pristup cjelobrojne optimizacije takoder omogucuje dizajn novih alokacijskih
metoda koje minimiziraju neke nove indekse neproporcionalnosti koji imaju pozeljna matematicka
svojstva.

Kljuéne rijeci:
proporcionalne alokacijske metode, metode kvocijenta, metode djelitelja, indeksi neproporcional-
nosti, konveksne funkcije, pohlepni algoritmi, cjelobrojna optimizacija
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Proportional representation problem and integer opti-
mization

Summary

Traditionally, proportional allocation methods are analyzed by various indices of disproportionality.
Based on these analyses, it is considered that the method of the largest remainders gives the most
proportional results, while the d’Hondt method, which is also used in Croatia for the election of
members of parliament, is often criticized for giving less proportional results and favoring large
political parties. Through this paper, we observe a new approach to integer optimization that,
with a strong mathematical foundation, using the objective function, convex functions and greedy
algorithms, actually reveals that the traditional proportionality analysis approach is wrong. Each
allocation method is a greedy algorithm that minimizes a certain objective function that is not
necessarily unique, but depends on the chosen method. Therefore, their comparison and ranking
of methods according to the criterion of disproportionality does not give an unequivocal answer.
The integer optimization approach also enables the design of new allocation methods that minimize
some new disproportionality indices that have desirable mathematical properties.

Keywords:
proportional allocation methods, quotient methods, divisor methods, disproportionality indexes,
convex functions, greedy algorithm, integer optimization
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