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Sazetak: Tema ovog rada je Jordanova forma matrice. U radu su definirani osnovni
pojmovi iz linearne algebre, kao Sto su svojstvene vrijednosti, karakteristicni i minimalni
polinom, dijagonalizacija matrice, Jordanovi lanci te invarijantni potprostori. Predstav-
ljena je motivacija za uvodenje Jordanove forme matrice, te je objasnjen postupak njezinog
odredivanja. Navedeni su teoremi o egzistenciji i jedinstvenosti navedene forme, te je na
primjeru objasnjen postupak odredivanja Jordanove forme matrice. Takoder su navedeni
problemi pri numerickom racunanju Jordanove forme te je istaknuta njezina vaznost kod
primjene matri¢nih funkcija.

Kljuéne rijeci: Jordanova matrica, Jordanov blok, elementarna Jordanova klijetka, Jorda-
novi lanci

Jordan form of a matrix

Abstract: The topic of this paper is the Jordan form of a matrix. In the paper are
defined the basic terms from linear algebra such as eigenvalues, characteristic and minimum
polynomial, matrix diagonalization, Jordan chains and invariant subspaces. The motivation
for introducing Jordan form is presented and the procedure for its determination is explained.
Theorems of the existence and uniqueness of the given form are stated, and the procedure
for determining the Jordan form of the matrix is explained using an example. There are
also stated problems in the numerical calculation of Jordan form and importance of its
application for matrix functions.

Key words: Jordan matrix, Jordan block, elementary Jordan ventricle, Jordan chain
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Uvod

Francuski matematicar Jordan Camile (1838.-1922.) napisao je mnogo radova u podrucju
algebre, funkcija i grupa. Pojmovi koje je on uveo u linearnu algebru su: Jordanova klijetka,
Jordanova matrica i Jordanova baza, a njegov rad ”Jordanova forma matrice” objavljen je
1870. godine u ”Treatise on substitutions and algebraic equations”.

Elementarnom Jordanovom klijetkom nazivamo matricu koja na glavnoj dijagonali ima svoj-
stvenu vrijednost A, a na mjestima iznad glavne dijagonale ima jedinice dok su svi ostali
elementi jednaki 0. Sve elementarne Jordanove klijetke jedne svojstvene vrijednosti mozemo
staviti u jednu blok-dijagonalnu matricu koju zovemo Jordanov blok. Dakle, ta matrica na
glavnoj dijagonali ima svojstvenu vrijednost A, a na gornjoj sporednoj dijagonali moze imati
1ili 0.

Jordanova forma matrice je specijalna blok-dijagonalna matrica koja na glavnoj dijagonali
ima Jordanove blokove.

Jordanova forma je vrlo jednostavna matrica. Nije uvijek jednostavna kao dijagonalna (ne-
kada ¢e ona biti bas dijagonalna), no kao $to ¢emo vidjeti nema svaki operator za sebe
pridruzenu dijagonalnu matricu, ali zato ima onu u Jordanovoj formi. Za Jordanovu ma-
tricu kazemo da je najljepsa matrica u klasi slicnih matrica.

U prvom poglavlju rada definirani su osnovni pojmovi usko vezani za teoriju Jordanove forme
te potrebni za njeno bolje razumijevanje, poput svojstvenih vrijednosti, karakteristicnog i
minimalnog polinoma matrice, dijagonalizacije matrice, Jordanovih lanaca te invarijantnih
potprostora. Teorija vezana uz Jordanovu formu matrice predstavljena je u drugom poglav-
lju rada gdje je prvo vidljiva ideja i struktura Jordanove forme, zatim teoremi vezani za nju,
nacin na koji ju pronalazimo i druge njene karakteristike.



1. Osnovni pojmovi

Kako bismo u potpunosti razumjeli Jordanovu formu matrice potrebno je razumjeti neke
osnovne pojmove koji su objasnjeni u nastavku. Sve definicije, teoremi, propozicije i korolari
preuzeti su iz [1, 2, 3, 4].

Neka je A: X — X linearni operator definiran na kona¢nodimenzionalnom vektorskom
prostoru X nad poljem F. Oznacit ¢emo s A kvadratnu matricu pridruzenu tom operatoru.

1.1. Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Definicija 1.1. Neka je X vektorski prostor nad poljem F 1 A: X — X linearni operator. Za
skalar Ay € F kazemo da je svojstvena vrijednost operatora A ako postoji vektor x € X,
x # 0, takav da je Ax = N\gx. Skup koji ¢ine sve svojstvene vrijednosti operatora A se zove
spektar (operatora A) i oznacava sa o(A).

Vektor x iz definicije nazivamo svojstveni vektor koji je pridruzen svojstvenoj vrije-
dnosti A\g. Za svojstveni vektor x pridruzen svojstvenoj vrijednosti \g je i az, Vo € F, a # 0
takoder svojstveni vektor pridruzen istoj toj svojstvenoj vrijednosti. Dakle, svojstveni vektor
nije jedinstven. Stovise, za jednu svojstvenu vrijednost mozemo imati vise linearno nezavis-
nih svojstvenih vektora.

Za svaku svojstvenu vrijednost A mozemo promatrati potprostor Ker(A — AI) (jezgru ope-
ratora A — AI). Lako primije¢ujemo:

(A= A)(z) =0= Az = Iz. (1)

Dakle, svaki vektor x, x # 0 koji pripada tom potprostoru je svojstveni vektor operatora
A, odnosno z je svojstveni vektor ako i samo ako se nalazi u Ker(A — AI). Potprostor
Ker(A — X)) = {z € X : Az = Az} nazivamo svojstveni potprostor koji pripada svoj-
stvenoj vrijednosti A. Dimenzija svojstvenog potprostora naziva se geometrijska kratnost.

1.2. Karakteristicni polinom

Svojstvene vrijednosti su oni skalari A za koje je potprostor Ker(A — AI) netrivijalan tj. za
koje jednadzba (1) ima netrivijalno rijesenje. Tada operator A — AI mora biti singularan.
Neka je matrica A = [aij} matrica operatora A u nekoj bazi, te I jedini¢na matrica koja
odgovara jedinicnom opertoru I. Dakle, operatoru A — Al odgovara matrica A — A\I. Ta
matrica mora biti singularna, §to znaci da njena determinanta mora biti jednaka 0:

ail — A a12 Ty A1p
a921 a9 — > A2p,
|JA=X|=| , ‘ )
Qn Ana cee A — A

Ocito je ova determinanta polinom n-tog stupnja po varijabli A s koeficijentima iz F. Taj
polinom nazivamo svojstveni ili karakteristiéni polinom operatora A tj. matrice A i
oznacavamo ga s k4 (),

ka()) = det(A — AI).

On je oblika:
Balh) = AT 2 ke g XN A ennt g,
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Jednadzbu
HA(/\> =0

nazivamo karakteristicna jednadzba matrice A. Njena rjesenja su svojstvene vrijednosti
operatora A. Kratnost svojstvene vrijednosti nazivamo algebarska kratnost.

Propozicija 1.1 (vidjeti [4], Propozicija 1, poglavlje 10.6.). U karakteristicnom polinomu
matrice A su koeficijenti:

Kn = (_1)n7 Rn—1 = (—l)n_lt’l“A, Ko = det A.
Uvedimo pojam slicnosti matrica i korolar vezan za njih.

Definicija 1.2. Za kvadratne matrice A i B istog reda kaZemo da su slicne ako postoji
reqularna matrica S tako da vrijedi:

A =8'BS.

Korolar 1.1 (Vidjeti [4], Korolar 3, poglavlje 10.5.). Neka su matrice A i A’ matricéni zapisi
istog linearnog operatora A: X — X w razlicitim bazama prostora X. Tada su A i A’ slicne
matrice, A ~ A’.

Propozicija 1.2 (vidjeti [4], Propozicija 2, poglavlje 10.6.). Matrice koje su sliéne imaju
jednak karakteristicni polinom.

Kada se u k4(A) uvrsti A = A tako da je A kvadratna matrica reda n imamo tzv.
matricni polinom r4(A) koji je zapravo matrica n-tog reda. Kazemo da nultocka ponisti
svoj polinom tako sto mu daje vrijednost 0 pa isto tako mozemo reé¢i da i matrica ponisti
svoj polinom tako $to mu svojim uvrstavanjem daje nul-matricu. Na temelju toga vrijedi
sljededi teorem.

Teorem 1.1 (Hamilton - Cayley; vidjeti [2], poglavlje 31.). Svaka kvadratna matrica A
ponistava svoj karakteristicni polinom, tj. vrijedi:

Primjenom Hamilton-Cayleyevog teorema mozemo nadi, ako postoji, inverz matrice A
na nacin da jednadzbu k4 (A) = [0] mnozimo s A1,

1.3. Minimalni polinom

[z Hamilton-Cayleyevog teorema znamo da uvijek postoji polinom n-tog stupnja kojeg
ponisti matrica A n-tog reda. Naime, za neke matrice postoje polinomi stupnja nizeg od
stupnja karakteristicnog polinoma (n) kojeg matrica A takoder ponisti. Pronadimo polinom
najmanjeg stupnja kojeg ¢e ta matrica ponistiti.

Postojanje polinoma kojeg A ponisti ovisi o tome je li skup matrica od nulte do neke potencije
matrice A nezavisan ili ne. Definirajmo potencije matrice A: A® = I (jedini¢na matrica),
A=A A2=A A A3 = A A%itd sve do A" Znamo da je skup koji sadrzi jedan
element razli¢it od nule linearno nezavisan. Prema tome neka skup matrica ide od A? = I do
A" Skup {I, A, A% ... A"} nije linearno nezavisan za svaki n. Neka postojim, 1 <m <mn
takav da je skup {I, A,..., A™ 1} linearno nezavisan, a skup {I, A, ..., A™~1 A™} linearno
zavisan. To znac¢i da A™ mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju svojih prethodnika,
A" = g AT 4 A2 4 4ol



Oznacimo s p14 polinom:

pa(X) = X™ — g A — o NPT — e — i A — .

Tada je
pa(A) = [0],
odnosno matrica A ponistava taj polinom. Polinom j4 nazivamo minimalni polinom.

Navedimo neka svojstva minimalnog polinoma.
Za sljedece propozicije vidjeti [2], poglavlje 32.

Propozicija 1.3. Ne postoji polinom kojeqg matrica A ponisti, a ciji b stupanj bio nizi od
stupnja minimalnog polinoma.

Propozicija 1.4. Ne postoji normiran polinom kojeg matrica A ponisti koji bi imao stupanj
jednak stupnju minimalnog polinoma, a koji bi bio od njega razlicit.

Propozicija 1.5. Svaki polinom P stupnja p > m kojeg matrica A ponisti djeljiv je s jia.
Propozicija 1.6. Nultocke karakteristicnog polinoma su i nultocke minimalnog polinoma.

Dakle, karakteristi¢ni i minimalni polinom imaju iste nultocke koje se mogu razlikovati
u svojoj kratnosti.
paAO) = (A= AP - (= A

raA(A) = (A=) - (A= A)"
gdie jepu+ - =t Pe=mir - FTu=n, MER, BrE i = 1,000,585

Propozicija 1.7. Slicne matrice imaju isti minimalni polinom.

1.4. Dijagonalizacija operatora

Najjednostavniji matri¢ni zapis linearnog operatora je dijagonalna matrica. To je matrica
oblika:

A0 .00
0 X ... O
0 0 ... Ay

Dakle, to je matrica koja na glavnoj dijagonali ima svojstvene vrijednosti dok su svi ostali
elementi jednaki 0. Nije moguée svaki operator svesti na dijagonalnu matricu pa pogledajmo
uz koje uvjete je to moguce i kako. Moramo pronaéi bazu za prostor X u kojoj ¢e se operator
A modi prikazati u obliku dijagonalne matrice ako je to moguce.

Teorem 1.2 (vidjeti [3], Teorem 9.2.). Operator A: X — X se moZe dijagonalizirati ako i
samo ako postoji baza koju cine svojstveni vektori operatora A.

Buduéi da su svojstveni vektori koji pripadaju razli¢itim svojstvenim vrijednostima
medusobno linearno nezavisni vrijedi sljede¢i korolar.

Korolar 1.2 (vidjeti [4], Korolar 3, poglavlje 10.10.). Ako operator A ima n razlicitih svoj-
stventh vrijednosti pri cemu je dimenzija od X jednaka n, onda se A moze dijagonalizirati.



U prijevodu, operator se moze dijagonalizirati ako su mu algebarske i geometrijske krat-
nosti svake svojstvene vrijednosti jednake. Taj korolar nam predstavlja dovoljan, ali ne i
nuzan uvjet o prepoznavanju operatora koji se mogu dijagonalizirati.

Teorem 1.3 (Vidjeti [4], Teorem 4, poglavlje 10.10.). Da bi linearni operator dopustao
dijagonalizaciju, nuZan v dovoljan uvjet je da se njegov minimalni polinom moZze prikazati u
obliku produkta medusobno razlicitih faktora s koeficijentima iz pripadnog polja.

Postupak dijagonalizacije operatora:
Neka je A matrica operatora A: X — X u nekoj bazi od X te dimX = n.

1. Odredimo svojstvene vrijednosti operatora A.
2. Odredimo maksimalan skup [ linearno nezavisnih vektora 1, x», ..., z; operatora A.
3. Za slucaj kada je I < n A se ne moze dijagonalizirati.

4. Za slucaj | = n odredujemo matricu prijelaza P iz pocetne baze u bazu koju ¢ine
svojstveni vektori operatora.

5. Matrica operatora A u bazi svojstvenih vektora je dana s:

MO0 ...00
papi— |’ M !
0 0 .. A
gdje su Ay, ..., A\, svojstvene vrijednosti operatora A.

Kao sto smo rekli, ne moze se svaka matrica dijagonalizirati, ali zato se svaka moze svesti
na gornje-trokutastu matricu.

Teorem 1.4 (vidjeti [3], Teorem 9.3.). Za svaku matricu A postoji matrica B takva da je
T := B~1AB gornje trokutasta matrica.

1.5. Jordanovi lanci

Neka X predstavlja konacnodimenzionalni vektorski prostor C" te neka je
o(A) ={M\,...,\¢}. Baza u kojoj ¢e operator A imati Jordanovu formu sadrzi i
svojstvene vektore, ali je sastavljena od tzv. Jordanovih lanaca.

Definicija 1.3. Jordanov lanac pridruzen svojstvenoj vrijednosti \;, i = 1, ...,k je skup
vektora CUZ(-l), - ,xl(-mi), gdje je m; kratnost svojstvene vrijednosti \;, koji su razliciti od nul-

vektora te za koje vrijedi:

Axl(k) = )\imz(»k) + xgk_l), E=1,...;%
Uzimamo x@(o) = 0. To znaci da vrijedi:
Aacl(»l) = )\il‘l(»l) + :UEO) = )\i:pl(-l) Awgl) a ml(-o) =0
Axl@) = )\ix?) + :rgl) Aa:Z@) = zV
Ai #0 . Ai=0
Al = gl 4. glme Az{™) = gD



Uocimo da to nisu nuzno svojstveni vektori. Za A = 0 je vektor (1) u jezgri operatora
A. On je takoder i svojstveni vektor (i za A # 0) te njime pocinje lanac. Ostali vektori
2@ 1 > 1 nisu u jezgri. Iz suprotne tvrdnje bi slijedilo da je 20~V = 0 &to je suprotno
pretpostavei. Za A = 0 gdje je 1 <1 < m — 1 vektor ) se nalazi u slici operatora A. Za
A £ 0 svi vektori () za koje je I > 1 su u slici operatora A.

1.6. Invarijantni potprostori

Definicija 1.4. Neka je A: X — X linearni operator. KaZemo da je potprostor Y C X A-
invarijantan potprostor od X ako y € Y povlaci A(y) €Y .

Dakle, mozemo reéi da je Y A-invarijantan potprostor ako vrijedi: A(Y) C Y. U tom
slucaju, restrikcija A = AlY je linearni operator A:Y — Y koji je reduciran operatorom
A. Primjeri invarijantnih potprostora su KerA, I'mA, svojstveni potprostor koji pripada
jednoj svojstvenoj vrijednosti A, trivijalni invarijantni potprostori (Y = X te Y = {0}),. ..
Operator je reducibilan ako ima i invarijantne potprostore koji su netrivijalni.

Uvedimo pojam direktne sume operatora.

Definicija 1.5. Neka su Y @ Z potprostori vektorskog prostora X. KaZemo da je suma
potprostora Y i Z direktna i oznacavamo ju s Y @ Z ako je Y N Z = {0}.

Operator moze dopustati i vise invarijantnih potprostora. Neka sunpr. ¥ < X i Z < X
invarijantni potprostori operatora A te vrijedi:

Yo =X
Iz navedenog slijedi propozicija:

Propozicija 1.8 (vidjeti [4], Propozicija 1, poglavlje 10.8.). Linearni operator potpuno je
odreden operatorima koje inducira na direktnim sumandima prostora X .

Neka su A; i As linearni operatori koji dijeluju na direktnim sumandima Y i Z takvima
da je AlY = A; 1 A|Z = A,. Tada je operator A: X — X jednoznacno odreden, odnosno
A = A, ® A,. Taj operator, koji sadrzi netrivijalne invarijantne potprostore koji u sumi daju
cijeli prostor, je potpuno reducibilan.



2. Jordanova forma matrice

Sljedeca teorija preuzeta je iz [2, 3, 4, 5, 6, 7]. U ovom poglavlju uzimamo da je za operator
A: X — X vektorski prostor X iskljuc¢ivo nad poljem C. Operator A ima pridruzenu
matricu A n-tog reda.

Promotrimo sli¢ne matrice. Ono sto je nama zanimljivo je da slicne matrice imaju iste

svojstvene vrijednosti s jednakim algebarskim i geometrijskim kratnostima, isti karakte-
ristiéni i minimalni polinom, rang, defekt, trag, determinantu. Na primjer, rang linearnog
operatora je rang bilo koje njemu pridruzene matrice jer su sve njemu pridruzene matrice
jedna s drugom slicne te zato imaju isti rang. Isto vrijedi i za ostala navedena svojstva.
Sli¢ne matrice ne moraju naizgled biti slicne. One zapravo mogu izgledati potpuno razlicito
dok se neke matrice mogu razlikovati samo u pojedinim elementima, a ne biti sli¢ne.
Kako bi iz operatora mogli lakse vidjeti bitna svojstva, odnosno invarijantne linearnog
operatora! kao $to su rang, trag, determinanta itd., cilj nam je operator prikazati u $to
jednostavnijem matricnom zapisu. Dakle, moramo na¢i bazu u kojoj ¢e operator imati
sto jednostavniji zapis u obliku matrice. Ako ve¢ imamo neku matricu koja je pridruzena
tom operatoru, moramo naci njoj slicnu matricu koja ¢e biti Sto jednostavnijeg oblika.
Najjednostavniji zapis je u obliku dijagonalne matrice koja na glavnoj dijagonali sadrzi
svojstvene vrijednosti operatora. Nazalost, nema svaki operator pridruzenu dijagonalnu
matricu. Npr. kada je svojstvena vrijednost visestruka, njen pridruzen svojstveni potprostor
moze biti manje dimenzije od njene kratnosti. U tom slucaju se operator ne moze prikazati
u obliku dijagonalne matrice pa trazimo blok-dijagonalnu matricu takvu da blokovi budu
sto jednostavnije strukture. Taj oblik matrice nazivamo Jordanova forma matrice (J),
a blokove na glavnoj dijagonali Jordanovi blokovi(J(}\)).

J(A) 0 o --- 0
0 JAX) 0 -+ 0

J= : : P : ’ (2>
0 0 0 - Jw

Svaki Jordanov blok J()\;) je kvadratna matrica m;-tog reda koja odgovara jednoj svojstve-
noj vrijednosti \;, ¢+ =1,..., k, gdje je m; kratnost te svojstvene vrijednosti. Jordanov blok
je 1 sam dijagonalna matrica specijalnog oblika, tj. matrica koja na glavnoj dijagonali ima
tzv. Jordanove klijetke mozda razli¢itih redova, ali pridruzene istoj svojstvenoj vrijednosti,

Jp 0 0 --- 0
0 J 0 --- 0

=L T ®)
0o 0 0 --- Jg

Jordanova forma (2) ¢e se pojaviti za karakteristi¢ni polinom matrice A koji je oblika:
EA(A) = (A= A)™ (A= A)™2 - (A= Agp)™*.

Tada je Jordanov blok J(A;) reda my, J(Ag) reda mo, ..., J(A;) reda my.
Vrijedi m; + mgy + - - - + my = n gdje je n dimenzija operatora A, odnosno red matrice A.

Lsvojstva koja mozemo procitati iz matri¢nog zapisa, a koja ne ovise o izboru baze
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Elementarna Jordanova klijetka pridruzena svojstvenoj vrijednosti \; je matrica:

A 1 O @ =« @]
b & 1 @ e B
00 0 0 -+ A

Ta matrica na glavnoj dijagonali ima svojstvenu vrijednost A;, dok na gornjoj sporednoj
dijagonali ima jedinice, a na svim ostalim mjestima su nule. Obi¢no Jordanove klijetke
jedne svojstvene vrijednosti u Jordanovom bloku poredamo od najve¢eg do najmanjeg reda.
Redove najveé¢ih Jordanovih klijetki vidimo iz minimalnog polinoma nase matrice A. Neka
je minimalan polinom oblika:

pA) = A= A)" (A= Ag)™ - (A= )™,

pri ¢emu naravno vrijedi: 1 < my,ry < mg,..., 1 < my. Tada su najveée Jordanove
klijetke redova ry, 1, . .., T%.

Broj elemenetarnih Jordanovih klijetki u jednom Jordanovom bloku pridruzenom svoj-
stvenoj vrijednosti \; odgovara geometrijskoj kratnosti od A;; dok suma redova svih
elementarnih Jordanovih klijetki u Jordanovom bloku odgovara algebarskoj kratnosti od A;.
Posebno, kada je algebarska vrijednost jednaka geometrijskoj vrijednosti, matrica (2) ¢e biti
dijagonalna.

Primjer 2.1. Neka je dan karakteristicni polinom nekog operatora:
sy = — 257,

Njena Jordanova forma ce biti jednog od sljedecih oblika:
210 2 1 0 200 200
02 L, |0 2 &, @ 2 1], (6 2 O],
0 0 2 0 0 2 00 2 0 0 2

a tocno kojeg je oblika ovisi o njenom minimlanom polinomu.

2 10
pA)=A-23 = |0 2 1

0 0 2

[2 1 0] J o @
pA)=A—-22 = |0 2 0f ili [0 2 1

0 0 2 00 2

ERE]
pN)=X0-2' = [0 2 0

0 0 2

Naime, kod matrica koje su reda veceq od tri, za definiranje Jordanove forme nisu nam
dovoljni karakteristicni © minimalnt polinom.



Primjer 2.2. [z zadane matrice v Jordanovoj formi odredimo Jordanove blokove i elemen-
tarne Jordanove klijetke te njen pridruzeni karakteristicni ¢« minimalni polinom.

51000 0 0 0
05100 0 0 O
00500 0 0 O
J_ 00051 0 0 O
000 05 0 0 0
0O 00O0OO0O-1 1 0
00000 O -1 0
00000 O 0 -—1]
Jordanovi blokovi su:
[5 1 0 0 0
g 5 1 O @ -1 1 0
JB)=100% 00 « J(—-1)j=|0 —1 @
0 0 05 1 0o 0 -1
00 005

Jordanove klijetke su:

0 5 — il

[5 1 0
5 1 -1 1 .
Js1= 10 5 1 ;,]5’2:[ },J_l,lz[o 1 7 J_1,2:[—1}.
00 5

Uocimo da je dana Jordanova forma tog oblika kada je njen karakteristicni polinom:
k(A) = (A =5)°(A+1)3

Na temelju veze reda najvece Jordanove klijetke i kratnoséu svojstvene vrijednosti, minimalni
polinom glasi:

HN) = A= 5P (A + 1)

Uocimo da kada bismo raspisali Jordanove klijetke i Jordanove blokove kao sto je to u

matrici J u prethodnom primjeru, imali bismo da je Jordanova matrica J zapravo specijalni
oblik gornje-trokutaste matrice. Jordanov blok je tada isto gornje-trokutasta matrica koja
na mjestima iznad glavne dijagonale moze imati ili 0 ili 1, ovisno o dimenzijama Jordanovih
klijetki.
U slucaju kada su sve svojstvene vrijednosti razlicite, Jordanova matrica je tada dijagonalna
matrica, a svi Jordanovi blokovi su reda 1, odnosno J(A;) = A;. Problem dijagonalizacije je
dakle, specijalan slu¢aj nalazenja Jordanove forme, tj. Jordanova matrica je generalizacija
dijagonalne matrice.

Sljededi teorem nam govori o postojanju Jordanove forme za svaku matricu.

Teorem 2.1 (vidjeti [4], Teorem 6, poglavlje 10.10.). Svaka kvadratna matrica nad alge-
barskim zatvorenim poljem? (posebno C) je slicna mekoj Jordanovoj matrici nad tim istim
poljem. Ta Jordanova forma je jedinstvena do na poredak Jordanovih blokova na dijagonals.

2polje u kojemu svaki nekonstantni polinom jedne varijable s koeficijentima iz toga polja ima korijen u
tome polju



Ovaj teorem je egzistencijalne prirode i on nam govori da se svaka matrica moze prikazati
u obliku Jordanove forme na jedinstven nacin.
Isti teorem za operatore glasi:

Teorem 2.2 (Vidjeti [4], Teorem 7, poglavlje 10.10.). Neka je A operator koji je definiran
na prostoru X nad algebarski zatvorenim poljem. Tada postoji baza u prostoru X u kojoj je
operator A prikazan Jordanovom matricom.

Dok teoremi 2.1 i 2.2 govore o egzistenciji Jordanove forme, sljedeéi dio je konstruktivnog
karaktera. Objasnjava nam kako do¢i do nase Jordanove forme.
Definirali smo Jordanove lance, te rekli da ¢e upravo oni ¢initi bazu prostora X u kojoj
operator, odnosno matrica ima Jordanovu formu.
Sljedeci teorem vrlo je bitan.

Teorem 2.3 (vidjeti [2], poglavlje 35.). Svaki potprostor Y koji je invarijantan na linearni
operator A definiran na C" sadrzi barem jedan svojstveni vektor operatora A tj. njemu
pridruZene matrice A.
Dokaz. Neka je {i1,...,Ym} baza za prostor Y. Neka je {41, ..., Ym,Tmi1,---,2Zn} baza za
(8
Uzmimo da je ) matrica koja ima stupce 43, j =1,...,m.
Ay; je iz prostora W pa vrijedi:

AY; = aath + -+ + QY-

Iz Q71Q = I slijedi:
07

= 1] ,§=1,...,m

tako da je jedinica u j-tom retku. Slijedi:
ey
-1 2= Q5
Q™ Ay; = 0]
L 0
-0411 Q1m |
. : E : F
Q_ AQ = |Qm1 0 O
0 G
Transformacija koja je odredena s E na C™ sadrzi barem jedan svojsteni vektor
7= (v,...,Un). Slijedi da Q71AQ ima svojstveni vektor :
U1
W= || = Q'AQW = M = AQW = \Qw.
B,
0

10



Znaci, QW = vyWy + - -+ + vy Wy, je svojstveni vektor od A iz potprostora Y.
O

Propozicija 2.1 (vidjeti [2], poglavlje 34.). Ako svaki A-invarijantni potprostor od X sadrzi
barem jedan svojstveni vektor onda X ima bazu od Jordanovih lanaca za operator A.

Znamo da postoji baza kona¢nodimenzionalnog prostora X koja se sastoji od unije vek-
tora iz disjunktnih Jordanovih lanaca:

xgl), i ,:L“gml) pripada svojstvenoj vrijednosti A

(2) )

- SN ,xgm pripada svojstvenoj vrijednosti As

x,(cl), "y ,x,(cm’“) pripada svojstvenoj vrijednosti A,

gdje se neke svojstvene vrijednosti mogu ponavljati viSe puta, vri%'edi:

mi+ma+ - +mp=n. Sastavimo matricu P od stupaca z{",...z{™) ... ,mkm’“)‘

Tada vrijedi:
AP =PJ.

Transformacijom dobivamo

J=P1AP.
Matricu A sveli smo na J koja je u Jordanovoj formi.

Primjer 2.3. Odredimo Jordanovu formu za operator kojemu je pridruzena matrica:

A:

oS

1
3
1

w O N

Najprige trebamo odrediti Jordanove lance. Karakteristicni polinom matrice A je:
ka(\) = det(A — XI) = (3 — \)3.

Dakle, \s5 =3, k=1, m; = 3. Za elemente Jordanovog lanca uzimamo:

o | . »_ | !
Ty = Qo) , T = Ba y L1 = |2
Q3 Bs V3

Axgl) = /\19551) + xgo) = 33:51)
Am?) = )\lx§2) + xgl) = 3m§2) o x§1>
A:I,‘gg) = )\11'53) + x§2) = 3$§3) + $§2)

Iz jednadzbi trazimo Jordanove lance. Prui clan Jordanovog lanca.

3 1 2 Qaq 30[1
0 3 0 as| = [3as = OéQZOé?):O, aq GR\{O}
01 3 (6%} 3@3

11



1
Neka je npr. oy =1, azgl) = |0].
0

Nadimo drugi ¢lan Jordanovog lanca.

31 2] (B 361 iL 1
0 3 0| [B2| =130 + [0 = (=0, 53257 preR
0 1 3| |5 383 0
0
Uzmimo [, = 0, xf): 0].
1
2
Preostalo nam je naci posljednji clan.
0 3 0] |2]| = (3| + |0 = M= W= 1 ER
01 3] [ 373 3
0
Neka je v1 =0, xf”: %
1
1
Jordanov lanac je:
1 0 0
{ of,|0f,]| 3 }
o) ][
Dakle matrica P izgleda ovako: i
1 0 0
P=100 1
0 5 —il
Njen inverz je: i
100
Pi=|9 1 2
0 2 0]
Nadimo sada Jordanovu formu.
1 003 12|10 O 3 1 2|1 @ 9 300
J=P'AP=1|0 1 2(|0 3 0 0052056 00%2031
02001303 —3 06 0|0 3 —3 003

Promotrimo malo detaljnije jedinstvenost Jordanove forme.

Kada trazimo bazu u kojoj matrica A ima Jordanovu formu, osnovni podatak je do
koje mjere je ta forma jedinstvena. Unutar Jordanove matrice mogué je svaki poredak
Jordanovih blokova, a on ovisi o tome po kojem redu uzimamo svojstvene vrijednosti.
Takoder, u Jordanovom bloku mozemo imati razlicit redoslijed elementarnih Jordanovih
klijetki. Poredak elementarnih Jordanovih klijetki unutar Jordanovog lanca je odreden
redosljedom lanaca koji su pridruzeni elementarnim Jordanovim klijetkama. Za svaku
svojstvenu vrijednost imamo jedinstveno odreden broj Jordanovih lanaca duljine m. Broj
elementarnih Jordanovih klijetki koje su odredene duljine u Jordanovom bloku ne ovisi o

12



poretku lanaca.

Promatramo matricu A te jednu njenu svojstvenu vrijednost ozna¢imo s A.  Defini-
rajmo matricu S = A — AI. Tada vrijede sljedeée tvrdnje:

a) Broj lanaca koji su dugacki barem m ima

dim(KerS N ImS™1).

b) Broj lanaca koji su to¢no duljine m ima

dim(KerS N ImS™ 1) — dim(KerS N ImS™).

c¢) Kratnost svojstvene vrijednosti regulira duljinu lanca.

Kao sto je ve¢ receno, Jordanova forma je korisna u promatranju matri¢nih svojstava.
Medutim, problemi se javljaju kod numerickog racunanja Jordanove forme pa se tada ona
mora pazljivo koristiti. Moze do¢i do promjene tipa Jordanove forme. Npr., Jordanov blok
se moze raspasti na niz manjih, visestruke svojstvene vrijednosti se mogu raspasti u nekoliko
bliskih jednostrukih itd. To se dogada zbog sitnih gresaka koje nastaju zbog nepreciznosti
mjerenja ili zaokruzivanjem konac¢nosti racunalne aritmetike. Radi toga se Jordanova forma
izbjegava u numerickom racunanju. U tom slucaju se koristi tzv. Schurova dekompozicija.

Na primjer, neka je
11
A= [ ! 1} .

Za d =0 A je Jordanova matrica. Kada je 6 # 0, a jako blisko 0, Jordanova forma je tada:

{1 +0\/3 1 _1\/5} ‘

Jordanova forma nam je bitna kod matriénih funkcija jer znamo li Jordanovu formu,
mozemo napisati njihov opé¢i oblik.

Neka je 0(A) = {A1,..., \c} spektar matrice A i g neka elementarna kompleksna funkcija
koja je definirana u svakoj tocki spektra. Uzmimo da je P matrica koja matricu A svodi na
Jordanovu matricu J;

A=PJP.

Tada ¢emo definirati matri¢nu funkciju na sljedeéi nacin:
9(A) =Pg(I)P".

J je blok-dijagonalna matrica, pa ¢e i g(J) biti blok-dijagonalna matrica:

g(J(A1)) 0 0 0
o) = 0 9(“}\2)) 0 0 |
0 0 0 g(J(\r))

13



a svaki blok matric¢ne funkcije izgleda ovako:

9(J1)

Elemenetarna Jordanova klijetka se definira na nacin:

9N (V) 79"
A)

g(J1) =

0
0

0

g\
0

0

g/
9

(
(A

0

)

Definicija je ta jer takva formula vrijedi kada je g polinom. Zbog toga nam je u redu uzeti
tu istu formulu u definiciji matriécne funkcije kada je g neka po volji odabrana funkcija.
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