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1 Uvod

Teorija grafova je podrucje koje pripada diskretnoj i kombinatornoj matematici. Grafovi
se ve¢ nekoliko stolje¢a proucavaju s teorijskog aspekta, a u kontekstu primjena, najcesce
se koriste za modeliranje sustava u kojima je poseban naglasak na vezama, odnosima medu
objektima. Tako se grafovi koriste u ra¢unalnim znanostima, inZenjerstvu, u prirodoslovnim,
ali i drustvenim znanostima. Nije rijetkost da su problemi koje proucava teorija grafova dio
nasSe svakodnevnice. Graf je matematicki objekt koji se sastoji od vrhova i bridova koji
povezuju neke ili sve parove vrhova. U ovom radu posvetit ¢emo se specijalnoj vrsti grafova
koje zovemo stablima te ¢emo u njima proucavati udaljenosti izmedu vrhova. Odredit ¢emo
ekstremne vrijednosti omjera specijalnih veli¢ina pridruzenih stablu: Wienerov indeks stabla
ili suma svih udaljenosti medu vrhovima stabla, udaljenost lista u stablu ili suma udaljenosti
izmedu lista i preostalih vrhova stabla te udaljenost centroidalnog vrha u stablu. Odmah
nakon uvoda, navest ¢emo definicije i osnovne tvrdnje iz teorije grafova koje su neophodne
za razumijevanje glavnog dijela rada. U tre¢em poglavlju objasnit ¢emo Sto je to centroid, a
Sto centar grafa, a poglavlja koja slijede sadrzavat ¢e klju¢ne rezultate o donjim ili gornjim
granicama omjera raznih udaljenosti u stablu s n vrhova. Rezultati navedeni u ovome radu
odnose se na veli¢ine koje su i danas sastavni dio brojnih otvorenih problema iz teorije

grafova.



2 Osnovni pojmovi teorije grafova

U ovom poglavlju éemo definirati i objasniti osnovne pojmove iz teorije grafova koji su vazni

za razumijevanje glavnog dijela rada. Najprije éemo definirati graf.

Definicija 2.1. Graf G je uredena trojka G = (V(G), E(G),¢¢g) koja se sastoji od nepraznog
skupa V(G) ¢t su elementi vrhovi od G, skupa bridova E(G) koji je disjunktan s V(G) te

funkcije incidencije Y koja svakom bridu od G pridruzuje neuredeni par vrhova od G.

Kazemo da je vrh v incidentan s bridom e u G ako je v jedan kraj brida e. Za vrhove koji
su krajevi istog brida kazemo da su susjedni. Ako su u grafu G' dva vrha u i v spojena s vise
bridova, onda kazemo da postoji visestruki brid izmedu w i v. Ako brid spaja vrh sa samim
sobom, onda ga zovemo petljom. Graf je jednostavan ako ne sadrzi viSestruke bridove ni

petlje. U ovome radu ¢emo se baviti iskljucivo jednostavnim grafovima.

Definicija 2.2. Stupanj vrha ili valencija vrha grafa G, u oznaci dg(v) je broj bridova u G

incidentnih s v.
Sada ¢emo definirati Setnju i put kako bismo mogli definirati udaljenost.

Definicija 2.3. Setnja u grafu G je netrivijalan konacan niz w = vgejv1€9v; . . . €Uy Ciji SU
clanovi naizmjence vrhovi v; 1 bridovi e;, tako da su krajevi od e; vrhovi v;_1 1 v; za sve i,
1< <k.

Setnju u kojoj su svi bridovi razli¢iti zovemo staza, a Setnju u kojoj su razli¢iti i bridovi
i vrhovi zovemo put. Za Setnju kazemo da je zatvorena ako pocinje i zavrsava u istom vrhu.
Zatvorena Setnja u kojoj su svi bridovi razli¢iti te svi vrhovi (osim prvog i zadnjeg) razliciti,
zovemo ciklus. Duljina Setnje je broj bridova koji se u njoj pojavljuju. Dijametar grafa
G, u oznaci diam(G), je najveca udaljenost medu vrhovima grafa G, odnosno duljina puta
najvece duljine u G.

U nastavku ¢emo pisati o (u, v)—putu ako su krajevi tog puta vrhovi u i v.

Definicija 2.4. Udaljenost dg(u,v) dvaju vrhova u,v € V(G) je duljina najkraéeg (u,v)—
puta uw G. Ako ne postoji takav put u G, onda je dg(u,v) = oo.

Za dva vrha v,u € V(G) u grafu G kazemo da su povezana ako postoji (u,v)— put u G.

Definicija 2.5. Graf G je povezan ako dg(u,v) < oo Yu,v € V(G). U suprotnom, kaZemo

da je graf G nepovezan.

Ako je G nepovezan graf, onda se maksimalni povezani podgrafovi tog grafa zovu kom-

ponente povezanosti od G.

Definicija 2.6. Graf H je podgraf od G ako je V(H) C V(G) @ E(H) C E(G), a ¥y =
¢G\E<H)- Pisemo H C G.



Ako je H C G i H # (G kazemo da je H pravi podgraf od G. Ako je H podgraf od G,
onda kazemo da je G nadgraf od H.

Definicija 2.7. Za graf H kaZemo da razapinje G ili je razapinjujuci podgraf od G ako
HE€@iV{iH)=V(G)

Podgraf grafa G nastao uklanjanjem vrha v ozna¢avamo s G — v. Analogno s G — e

oznacavamo podgraf grafa G nastao uklanjanjem brida e iz G.

Buduéi da je tema ovog rada vezana uz stabla, navest ¢emo definiciju i neka svojstva
stabla.

Definicija 2.8. Aciklicki graf ili suma je graf koji ne sadrzi cikluse. Stablo je povezan

aciklicks graf.

S obzirom da se dvostruki brid zajedno sa svojim krajevima smatra ciklusom duljine dva,
a petlja s vrhom koji joj je dvostruki kraj ciklusom duljine jedan, to je jasno da je Suma
jednostavan graf. Korijensko stablo je stablo u kojem je jedan vrh istaknut kao pocetni i zove
se korijen. Visina korijenskog stabla je broj bridova na putu od korijena do najudaljenijeg
lista, gdje je list vrh stupnja jedan. Dubina nekog vrha u korijenskom stablu je broj bridova
na putu od tog vrha do korijena. Jedno od klju¢nih svojstava stabla jest da su svaka dva
njegova vrha povezana jedinstvenim putem, sto znad¢i da se uklanjanjem svakog vrha koji nije
list stablo T' razdvaja na najmanje dvije komponente povezanosti. Ostala svojstva stabla
Citatelj moZe pogledati u [17]. Mi ih ovdje ne¢emo navoditi s obzirom da nisu klju¢na za
razumijevanje glavnih rezultata.

Za tri ne nuzno razli¢ita vrha p, ¢ i r u stablu T kazemo da q separira p i r ako i samo
ako ¢ lezi na p —r putu u 7', odnosno ako p i r leze u razli¢itim komponentama povezanosti

od T — ¢ (u tom slucaju su p, r i ¢ medusobno razli¢iti).

Definicija 2.9. Razapinjujuce stablo grafa G je razapinjujuci podgraf od G koji je stablo.



3 Udaljenosti u grafu

S obzirom da se glavni rezultati ovoga rada odnose na udaljenosti vrhova u grafu, ovaj
odjeljak ¢emo u cijelosti posvetiti toj velic¢ini.

Neka je G konac¢an jednostavan neusmjeren graf sa skupom vrhova V' (G) i skupom bridova
E(G). Za vrhove u,v € V(G) udaljenost d(u,v) izmedu vrhova u i v je broj bridova na
najkracem putu koji ih spaja. Udaljenost o(v) vrha v € V(G) (ili transmisija vrha v) je
suma udaljenosti izmedu vrha v i svih ostalih vrhova u G. Udaljenost o(G) grafa G (ili

Wienerov indeks od GG) definirana je na sljedeéi nacin:

o(G) = Z d(u,v) = % Z a(v). (1)
{up}CV(G) veV(G)

Udaljenost grafa se pod nazivom Wienerov indeks prvi put pojavila 1947. u znanstvenom
radu iz kemije autora Harolda Wienera [18], i to pod nazivom Wienerov indeks. Koristena je
pri odredivanju aproksimacijske formule za tocku vrelista parafina. Kasnije se ova grafovska
invarijanta pojavljivala u brojnim radovima i u razli¢itim kontekstima [3, 12, 13, 14, 22|. Bez
obzira na stotine radova o udaljenosti grafa, i dalje postoji velik broj nerijesenih problema

koji se odnose na tu veli¢inu pa je ona i dalje vrlo zanimljiva za istrazivanje.
Osnovni rezultati o udaljenosti grafa su, poput pjesmice, poznati veéini matematicara
koji se bave teorijom grafova. U [5], a kasnije i u brojnim drugim radovima pokazano je da
je udaljenost proizvoljnog stabla T}, s n vrhova najveca u putu P,, a najmanja u zvijezdi S,,,

odnosno vrijedi

(=17 =o(s) o) <o) = ("3 ) @)

Stoviée, gornja granica vrijedi i za sve povezane grafove s n vrhova.
Grafovska invarijanta, slicna udaljenosti grafa G je prosje¢na udaljenost u(G) grafa G, a

od nje se razlikuje jedino u faktoru koji ovisi o n:

(3)

Upravo zato se te dvije veli¢ine mogu ravnopravno koristiti u istrazivanjima. O udaljenosti
stabala se do sada puno toga otkrilo. Jos je devedesetih godina dvadesetog stolje¢a Winkler
[21] pokazao da za svaki racionalan broj r > 2 postoji beskonaéno mnogo stabala za koje
je prosjetna udaljenost izmedu parova vrhova jednaka r. Takoder, Shi [16] je dokazao hi-
potezu prema kojoj za stablo T' s n > 2 vrhova vrijedi u(7T) - ZUGV(T) 1/d(v) > n, dok je
Entringer s koautorima [7] razmatrao o¢ekivanu vrijednost (7') medu svim stablima reda n
koji pripadaju specijalnim familijama. Pokazao je da je uz odredene pretpostavke ocekivana
vrijednost o(7T) asimptotski jednaka @ - n5/%, za n — oo, gdje konstanta Q ovisi o familiji

kojoj pripada T



3.1 Centroid grafa

Maksimalno podstablo koje kao list sadrzi vrh v stabla T" zovemo granom od T u v. Tezina
grane B, koju ¢emo oznaciti s bw(B), je broj bridova u B. Centroid stabla T, u oznaci
C(T), je skup vrhova v od T za koje je najveca tezina grane u v najmanja moguca. Slijedi

karakterizacija centroida stabla koju je dao Jordan.

Teorem 3.1. (Jordan [11]). Ako je C = C(T) centroid stabla T s n vrhova, onda vrijedi
jedan od sljedecih slucajeva:

(1) C =:{c} i bw(c) < (n—1)/2,

(it) C =: {c1, 2} i bw(cy) = bw(ey) = n/2.

U oba slucaja vrijedi da ako je v € V(T)\C, tada je bw(v) > n/2.

Dakle, centroid stabla je skup koji se sastoji ili od jednog vrha ili od dva vrha za koje je
lako ustanoviti da su susjedni. U nastavku éemo vrhove koji pripadaju centroidu zvati cen-
troidalnim vrhovima. Zelinka je karakterizirao skup vrhova u stablu 7' koji imaju najmanju

udaljenost upravo pomocu centroida.

Teorem 3.2. (Zelinka [23]). Skup vrhova stabla T koji imaju najmanju udaljenost je cen-
troid od T.

Iz prethodna dva rezultata proizlazi sljedeca tvrdnja.

Korolar 3.3. Vih v u stablu T ima najmanju udaljenost (i prema tome je u C(T)) ako i
samo ako je bw(v) < n/2. O

S obzirom na sljedece opazanje, Zelinkin teorem se moze progiriti.

Lema 3.4. (Entringer i ostali [5]). Pretpostavimo da su a i b vrhovi povezanog grafa G.
Neka je A skup vrhova koji su bliZe a nego b v neka je B skup vrhova koji su blize b nego a.

Tada je o(a) —o(b) = |B| — |A| = |B'| — |A'|, gdje je A =A—a i B =B-0.

Iz ovoga slijedi da ako je v = vy, v9,...,vr = w proizvoljan put od centroidalnog vrha v
do lista w, tada je

or(vy) < op(vg) < ... < or(vg), (4)

pri ¢emu jednakost u (4) vrijedi ako i samo ako vrhovi v; i v ¢ine centroid stabla T

Gore navedeni rezultati ukazuju na vaznost centroida i listova u razmatranjima udalje-
nosti. Posljedi¢no tome, veze izmedu o(T),or(v) i or(w), gdje je T stablo, v € C(T), i w
list u 7', imaju vrlo vaznu ulogu u proucavanju udaljenosti u stablima. Koristenje leme 3.4
omogucuje jednostavno rac¢unanje udaljenosti izmedu vrhova stabla 7T': treba odabrati neki
vrh r, izra¢unati o(r), a zatim primijeniti lemu 3.4 za uspjesno racunanje udaljenosti izmedu
susjednih vrhova duz svakog puta od r do lista u 7. Canfield i koautori [2] predstavili su
rekurziju za odredivanje ¢(7') i napisali mnogobrojne radove koji uklju¢uju primjenu o(7)

u kemiji. Kasnije ¢emo koristiti sljedeéi rezultat.
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Lema 3.5. (Burns i Entringer [1]). Pretpostavimo da je ¢ € C(T) i da v,w i ¢ (dozvoljeno
je w = c¢) tim redoslijedom leze na putu P uw T. Nadalje, pretpostavimo da je B grana

od T u vrhu v koja ne sadrzi ¢ i neka je uw vrh u B koji je susjedan vrhu v. Oznacimo
T =T —uw ~+uw. Tada je o(T") < o(T).

U nastavku ¢emo dokazati zanimljiv rezultat koji se odnosi na razapinjujuca stabla po-
vezanog grafa G koja ¢uvaju udaljenost. Za razapinjujuce stablo T s korijenom r grafa
G kazemo da ¢uva udaljenost s obzirom na G ako i samo ako dr(r,v) = dg(r,v) za sve

v e V(Q).

Teorem 3.6. Povezan graf G sadrZi razapinjujuce stablo T koje cuva udaljenost s korijenom

r tako da je r centroidalni vrh od T .

Dokaz. Neka je W := {w € V(G)|w tezisni vrh razapinjujuceg stabla od G}. Za w € W
definiramo T'(w) kao skup razapinjujuéih stabala od G kojima je vrh w centroidalni vrh.
Definiramo p(w) := ngv) or(w) i biramo r tako da vrijedi p(r) = gg{} p(w). Kona¢no, neka
je T razapinjujuce stablo grafa G za koje vrijedi o7(r) = p(r). Jasno je da je r centroidalni
vrh od T. Pretpostavimo da T nije razapinjujuce stablo koje ¢uva udaljenost s korijenom
r, tj. T sadrzi vrh u za koji vrijedi dg(r,u) < dr(r,u). Neka je r = ryry... 7, = u najkraci
(r,u)—put u G i neka je ¢ najmanji indeks za koji vrijedi dg(r,r;) < dr(r,r;). Tada je rir;_;
brid u G koji nije u T i dr(r,7;) > dr(r,r;—1) + 2. Neka je w susjedni vrh od 7; i nalazi se na
(ri,r)—putu u T. Ozna¢imo s m broj vrhova u u T separiranih od r s r; (tj. uklanjanjem
vrha 7;, vrh r se nalazi u komponenti povezanosti koja ne sadrzi vrhove u). Definirajmo

T =T — ryw+ r;r;_;. Tada imamo
or/(r) = op(r) + m[l + dgp(r,r; 1) — dp(r,m3)] < op(r).

Neka je r’ centroidalni vrh od T”. Jasno je da r’ € W. Tada, koristeci Zelinkin teorem (teorem
3.2), imamo o7 (r') < op/(r) < op(r), tj. p(r') < p(r), $to je u suprotnosti s definicijom od
P, a

3.2 Centar grafa
FEkscentricitet vrha v povezanog grafa G definiran je na sljedeéi nacin:

eccg(v) = wren‘;d(}é) d(v, w).
Centar od G je skup vrhova s najmanjim ekscentricitetom. Kao u slu¢aju centroida, centar
grafa G moze ¢initi ili samo jedan vrh (centralni vrh) ili par susjednih (centralnih) vrhova.
Vrijedi rezultat analogan teoremu 3.6, samo umjesto centroidalnog vrha r uzimamo da je r

centralni vrh. Da bismo to pokazali, pretpostavimo da je r centralni vrh od G i T razapi-

njujuce stablo od G u korijenu r koje ¢uva udaljenost. Za v € V(T') imamo

ecer(r) = eccq(r) < eccg(v) < ecer(v).
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Stoga je r centralni vrh od T pa smo dokazali tvrdnju da povezan graf G sadrzi razapinjujuce
stablo T" koje ¢uva udaljenost s korijenom r tako da je r centralni vrh od 7'

Obratimo paZnju na ekstremna stabla iz nejednakosti (2). Primijetimo da je vrh v najve-
¢eg stupnja u zvijezdi S,, ujedno i centroidalni vrh, vrijedi o(v) = n — 1 te ne postoji stablo
razli¢ito od 5, ¢iji centroidalni vrh ima manju udaljenost. Lako se pokaze da za centroidalni
vrh v puta P, vrijedi o(v) = [n?/4].

U nekim tvrdnjama koje slijede, a odnose se na grafove s ekstremnim svojstvima, pojavit
¢e se dva specijalna stabla. Prvo se zove komet (eng. comet graph), u oznaci B(n,r), a
oznacava stablo s n vrhova koje se sastoji od puta P, s n —r vrhova stupnja jedan susjednih
jednom listu tog puta. Drugo stablo je tzv. bucica (eng. dumbbell), u oznaci D(n, a, b), koji
se sastoji od puta P,_,_p zajedno s a vrhova stupnja jedan koji su susjedi jednom listu tog
puta, te b vrhova stupnja jedan koji su susjedi drugom listu puta.

Napomenimo i metodu kojom ¢emo dokazivati da stabla koja su optimalna s obzirom
na neki parametar imaju odredenu strukturu. Najprije éemo krenuti od pretpostavke da
optimalno stablo nema takvu strukturu, a zatim ¢emo provesti neke operacije kojima ¢emo
promatrani parametar povecati. U naSem slucaju é¢emo racunati promjenu u udaljenosti
stabla nakon izvrSene operacije. Op¢i princip je sljede¢i. Neka je ab brid stabla T, Ai B
su komponente povezanosti od 1" — ab koje sadrze redom a i b, ¢ je vth u B te definiramo

stablo T" := T — ab + ac. Tada vrijedi

0-<T> - U<T,) = Z dT<x7y) - Z dT’(mv y)
zeAyeB zeAyeB
Primjerice, uzmimo da su u i v listovi koji pripadaju razli¢itim granama stabla 7" u vrhu
w 1 neka su obje grane putovi. Neka je v’ vrh od T susjedan s u i definiramo stablo 7" :=
T — uu' + wv. Tada je

o(T") =o(T) — [dr(v,w) + 1 — dr(u, w)][n — dr(u,v) — 1].

Primijetimo da je suma udaljenosti od u do vrhova (u, v)—puta u T jednaka sumi udaljenosti
od u do vrhova (u,u')—puta u 7.

Sada ¢emo navesti primjer u kojemu "micemo" vise bridova. Pretpostavimo da je ab brid
u stablu T, A i B su komponente povezanosti od 7" — ab koje redom sadrze a i b te neka
je S skup listova susjednih vrhu a, a razlic¢itih od b. Definirajmo stablo 7" := T — {as|s €
S} + {bs|s € S}. Tada je

o(T') = o(T) = [S|IIV(B)| + IS|(IV(A)] = |S]) = [SI(IV(A)] = [V(B)| = |5])-

Ova razmatranja vode do opcenitijeg rezultata. Wiener [18| je pokazao da ako je T stablo,
onda se o(T") moze raCunati tako da se prvo izrac¢una tezina p(e) svakog brida e, a potom se

sumiraju tezine po svim bridovima. Tezina svakog brida e = uv je produkt broja vrhova koji
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su blize u nego v i broja vrhova koji su blize v nego u. Lako se moze uociti da je rezultatna
suma o(T). Ovu formulu ¢emo kasnije Cesto koristiti te ¢emo je iz tog razloga istaknuti u

nastavku.

Lema 3.7. (Wiener[18]). Za proizvolino stablo T' vrijedi o(T') = 3 c g p(€)-

Ovu formulu je ustanovio i Gutman zajedno s koautorima [9]. Tamo je tezina p(e)
nazvana kao broj putova brida e jer je p(e) zaista broj putova stabla koji sadrze brid e.
Dana je analogna definicija za broj putova vrha v, tj. broj putova stabla koji sadrze v kao
unutarnji vrh (vrh koji nije list), a time su se bavili Burns i Entriger [1].

U sljedecih pet poglavlja ¢emo se baviti udaljenostima nekih specijalnih vrhova stabala,

udaljenosti stabala te pronalaziti granice njihovih omjera.



4 Gornja granica za op(u)/orp(w), gdje su u i w listovi
stabla T’

Uocimo da se za list w stabla T' ekstremne vrijednosti od or(w) pojavljuju ako je T'= S, i
T = P,. Jer je 05, (w) = 2n — 3 i op,(w) = (}), omjer tih ekstremnih vrijednosti veci je od
n/4 + 1/8. Medutim, ako dva lista pripadaju istom stablu koje sadrzi n > 22 vrhova, onda
je omjer njihovih udaljenosti najvise (|2y/n] + 1)/4. To ¢emo i dokazati.

Lema 4.1. Za prirodan brojn > 5 definiramo prirodne brojeve k > 14 s tako da 4n = k*+s,
0 < s < 2k. Jedinstven prirodan brojr > 1 u kojem funkcija

flr) = =14+2[(n—2)r+2(n—1)]/[r* - 3r + 4(n — 1)]
doseze maksimum dan je s

12y7] =2, 0<s<k—6,
=
12v7) =1, k—5<s<2k

Dokaz. Dokaz ove leme, kao i dokazi lema 5.1 1 7.1, bazira se na osnovnim ra¢unskim ope-

racijama i razdvajanjima na slucajeve pa ¢emo ga izostaviti. U

Teorem 4.2. Ako su w i u listovi stabla T s n > 2 vrhova v ako su prirodni brojevi k > 1 i
s definirani s 2n =: k* + s, 0 < s < 2k, onda vrijedi

or(w) (n—2)r+2(n-—1)
or(u) =2 r2 —3r+4(n —1) —b

pri cemu je

12v7) =2, 0<s<k—6,
P =
12y/7] =1, k—5<s<2k

Zan > 5 jednakost se postize ako i samo ako je T = B(n,r).

Dokaz. Neka su w (u) listovi od T' s najve¢om (najmanjom) udaljenosti, gdje je T odabrano
izmedu svih stabala s n vrhova tako da je omjer o(w)/o(u) najveéi. MoZemo pretpostaviti
da je w # v idajen > 5 (zastabla s 2,3 i 4 vrha tvrdnja se direktno dokaze). Neka je

u = Ug, U, -..,U = w put uT te primijetimo da je 2 <r <n — 1.
Tvrdnja 1. Za 2 <i <r — 1 vrijedi d(u;) = 2.

Pretpostavimo suprotno, odnosno da za neki ¢, 2 < 7 < r — 1 stablo 7" ima granu B
u vrhu u; koja ne sadrzi w;_; niti u;;1 i neka je x vrh u B susjedan vrhu u;. Za stablo
T =T — zu; + xu;_q vrijedi
or(w) or(w)+bw(B) _ or(w)

or(w) ~ or(u) —bw(B) ~ or(w)’
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Sto je nemoguce.
Tvrdnja 2. Svi vrhovi stabla T" koji ne leze na u — w putu susjedni su vrhu u;.

Iz leme 3.4 i tvrdnje 1 slijedi

o(u) = o(u)+n-—2,
o(uz) = o(w))+n—-2-2(r—2)=o0(w)+n—2r+2,
o(us) = o(ue)+n—-2-2(r—3)=o0(w)+2n—4r+6

i opcenito, za 1 < ¢ < r imamo

o(u;) =o(u) + (¢ —1)(n—2r)+i(i — 1).

Dakle,

ocw)=r—-1n-r)+o(uw)=r—-n-—r)+0c(u) —n+2.

Iz toga slijedi
(r—n—-r)—n+2

o(u) o(u)

Za svaki fiksni 7, 2 < r < n — 1 ovaj omjer je najveci kada je o(u) najmanji, tj. kada su
vrhovi 2, koji nisu na (u, w)—putu najblizi vrhu v. Bududi da je d(u) = 1, to je d(z,u) > 2
pa je tvrdnja 2 dokazana.

Iz tvrdnje 2 slijedi da je T = B(n,r) paje o(u) = ("3') +2(n —r — 1) i

1) ::M:1+2—r2+(n—|—1)r—2(n—1) :_1+2(n—2)r+2(n—1)

o(u) r2 —3r+4(n—1) r2—3r+4(n—1)"

Primjenom leme 4.1 ovaj dokaz je gotov. 0

Za n = 4 stabla Py i Sy su ekstremni grafovi u teoremu 4.2, ali s obzirom na lemu 4.1,
ovo je jedini slucaj kada ekstremni graf nije jedinstven.
Ako je T stablo s n > 2 vrhova za koje je omjer or(w)/or(u) najveéi, osnovni racun

pokazuje da je

112Vl — 5 < s2va-2) < T < f(lava) - 1) < gloval + 1

or(u)

10



5 Granice za op(w)/op(v), gdje je w list, a v centroidalni
vrh stabla T

U nastavku ¢emo pokazati kako je omjer udaljenosti lista i udaljenosti centroidalnog vrha
stabla T' s n > 2 vrhova najmanji u stablu koje se sastoji od puta P s n — 1 vrhova zajedno
s vrhom w koji je susjed vrhu u € V(P). Mogli bismo pomisliti da je v € C(P). Zan > 4
to je tofno jedino u slucaju kada je n neparan. Ukoliko n > 4 i n paran, vrijedi u ¢ C(P),
ali je u susjed centroidalnom vrhu puta P. Gornja granica promatranog omjera postize se
za B(n,r), gdje je r priblizno v/2n.

Lema 5.1. Za prirodan broj n > 3 definiramo prirodne brojeve k > 1 1 s tako da vrijedi

2n = k% + 5, 0 < s < 2k. Jedinstveni prirodan brojr > 1 za koji funkcija
f(r):=2rn—1*—=r)/(r*+2n — 3r)

postize maksimum dan je s

|[v2n| -1, 0<s<k-—4,
T =
|[vV2n|, k—-3<s5<2k.
Dokaz. Pogledati dokaz leme 4.1. O

Teorem 5.2. Ako je T stablo s n > 2 vrhova, w list uT, v € C(T), a k > 1 i s definirani
s2n=k*+s, 0 < s <2k, onda je
n—2 <UT(w) 2rn —r? —r

1+4 <
b —r242n—3r’

n?—2n+¢e¢ = or(v)

pri cemu je € jednak 8 ako je n paran i 5 ako je n neparan te vrijeds

) v2r] -1, 0<s<k-—4,
a V2n|, k—3<s<2k

Zan > 3 donja granica se postiZe ako 1 samo ako se T sastoji od puta uius ... u,—1 zajedno s

vrhom w susjednim vrhu u|(n_1)/2. Gornja granica se postize ako i samo ako je T = B(n,r).

Dokaz. Tvrdnja se lako provjeri za n = 2, 3 i 4 pa pretpostavimo da je n > 5. Primijetimo
da iz primjedbi koje proizlaze iz leme 3.4 zaklju¢ujemo or(w) > or(v). Nadalje, ako je T
stablo koje se sastoji od puta duljine n — 2 zajedno s vrhom koji je susjedan centroidalnom

vrhu od T, tada imamo

or(w) or(v)+n—-2 n—2
or®w) ~ or) O -0+l

2. 5)

Ovo vrijedi jer je udaljenost centroidalnog vrha u putu koji sadrzi n — 1 vrhova jednaka

|(n —1)?/4]. Sada pretpostavimo da je T stablo s n vrhova koje sadrzi list w i centroidalni
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vrh v, a za koji je omjer or(w)/o7(v) najmanji. Prema teoremu 3.1 moZzemo pretpostaviti da
su v 1 w izabrani tako da je tezina grane u v koja sadrzi w najvise (n—1)/2. Kod dokazivanja
tvrdnji 2 i 3 (a 1 kod maksimizacijskog problema 5), iz stabla T" konstruirat ¢emo stablo 7"

s n vrhova, s listom w i s v € C(T”) tako da za neke m > 0(< 0) vrijedi

or(w)  or(w)+m

or(v)  or(v)+m’

or(w) +m or(w)
or(v) +m or(v)’

a to je nemoguce. Stoga, da bismo dobili kontradikciju u dokazima ovih tvrdnji, dovoljno je
pokazati

or/(w) — op(w) = op(v) — op(v) > 0(< 0).

Tvrdnja 1: vw € E(T).

Neka je w = wow; ... wy = v put u T. Pretpostavimo t > 2 i neka je b ukupna tezina

grana u wy koje ne sadrze v ili w. Tada imamo b < (n — 5)/2. Vrijedi da je v centroidalni

vrh i w list stabla 77 := T' — ww; + wwy. Primjenom formule (5) dobivamo
or'(w) UT(w)—I—b+1—[n—1—(b+1)]
UT’(v) O'T<U> = 1
_ op(w)—n+20+3 < or(w) — 2 - or(w)
or(v) —1 ~or(v)=1 " or(v)’

a to je nemoguce.
Tvrdnja 2: Svaka grana u v je put.

Pretpostavimo suprotno. tj. neka postoji grana B u v koja sadrzi dva lista u; 1 ug, pri
Cemu u; # v # ug. Iz tvrdnje 1 slijedi w ¢ V(B). Mozemo pretpostaviti d(v,u1) < d(v, us).
Neka je u} vrh u T koji je susjed vrhu u,. Sada je v centroidalni vrh, a w list stabla

T =T — wu) + ujus. No, vrijedi
or(w) — or(w) = oy — or(v) = dr(v,u2) + 1 — dr(v,u1) > 0

pa je tvrdnja dokazana.
Tvrdnja 3: d(v) < 3.

Pretpostavimo suprotno. Neka su prema prethodnoj tvrdnji putovi (v, uy) (v, u2) 1 (v, us3)

grane u v koje ne sadrze w. MozZemo pretpostaviti d(v,u1) < d(v,u2) < d(v,us) iz cega

12



proizlazi d(v, uy) < (n —1)/2. Neka je u} vrh od T koji je susjed s u;. Tada je v centroidalni

vrh (to slijedi iz korolara 3.3), a w list stabla 7" := T — uyu} + uyuy. Medutim,
or/(w) — or(w) = o (v) — op(v) = dr(v,u2) + 1 — dr(v,u1) >0

pa je tvrdnja dokazana.

Iz tvrdnji 1-3 slijedi da je T'— w put, a kako vrijedi n > 5, to T" — w ima listove x i y
razlicite od w. Pretpostavimo da vrijedi nejednakost dr(v, z) < dr(v,y)(< n/2 bududéi da je
v € C(T)). Neka je v' vrh susjedan vrhu v na (v, y)— putu u 7. Ako je dr(v,y) = n/2, onda
je v' € C(T") tako da or(v') — or(v) = 1. Ako dr(v,y) < n/2, onda dr(v,z) = dp(v,y) =
(n—1)/21iv e C(T — w). Slijedi

n—2
or(w) _or(v)+n—2 _ 1+UT—w( N+ v ¢ C(T —w),
or(w)  or(v) 1+ (;,>2+ -, v eC(T ~w).

Ovime je zavrsen dokaz donje granice.

Neka je T stablo s n > 5 vrhova, listom w i v € C(T), za koje je omjer or(w)/or(v)

najvec¢i. Kao ranije, pretpostavimo da je w = wow; ... wy =v put u 7.
Tvrdnja 4: Ako je 1 <i <t —1, onda je dp(w;) = 2.

Pretpostavimo da je t > 21 da je za neke 7, 1 <17 <t —1, vrh w; susjedan vrhu u razlici-
tom od w;_; i w;y1. Tada je v centroidalni vrh grafa 7" := T' — uw; + vw;y1, O7/(w) > O7(w) 1

or/(v) < orp(v). Buduéi da ovo nije moguce, zakljucujemo da je d(w;) =2zal <i<t— 1.
Tvrdnja 5: Svaki vrh osim w;_; koji je susjedan vrhu v je list.

Pretpostavimo suprotno. Neka je B grana u v koja ne sadrzi w, a za koju vrijedi bw(B) >
2, neka je w list u B razli¢it od v i neka je v’ vrh u T susjedan s u. Definiramo stablo
T =T —uv +w. Tada je v € C(T") i
or/(w) — or(w) = o (v) — op(v) =1 — dr(v,u) <O0.
Iz tvrdnji 4 1 5 zaklju¢ujemo da je T'= B(n,r) za neki r. Prema tome, vrijedi

:J(w) _ () +r(n—r) -2y
U(U) (;)—i—n—r 24920 —3r°

Sada primijenimo lemu 5.1 i dokaz je zavrsen. U
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Neka je sada T stablo s n > 3 vrhova za koje je or(w)/or(v) najvece. Osnovni racun

pokazuje da vrijedi

S VN + 1 < f(IVE] -~ 1) <

or(w)

or(v)

< F(1V2l) < S 1Vn) + 2.
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6 Granice za o(T)/or(v), gdje je v centroidalni vrh stabla
T

Ako je T stablo s n vrhova i v € C(T), onda, buduéi da je o(T) = %Evevmo(v), i%
teorema 3.2 slijedi da je o(T")/or(v) > n/2. U nastavku ¢emo izvesti precizniju donju
granicw: o(T)/or(v) > n/2+ |/n] —3/2.

Funkcija f(r) definirana u sljedecoj lemi imat ¢e vaznu ulogu u teoremu 6.2. ITako se direktnim

racunom moze potvrditi da je f(n —2) = f(n) za n > 3, to ¢e postati ocito u dokazu leme.

Lema 6.1. Ako jen =: k* +5 > 10,0 < s < 2k i € definiran s e =0 za n paran i e = 1 za

n neparan, tada je cijelt brojr,1 <r <n — 2 koji minimizira funkciju

-3 +3r? + (3n? — 12n+ 10)r 4+ 9n* — 12n
—r24+2(n—1)r+2n—e

f(r) =

1 1ste je parnosti kao n, zadan s

2k —1 ako je 0 < s<k/3—11in jeneparan,

2k +1 ako je k/3 < s <2k i n je neparan, (6)
7=

2k ako je 0 < s <4k/3 —1 i n je paran,

2k +2 ako je 4k/3 < s < 2k i n je paran.
Dokaz. Pogledati dokaz leme 4.1. U

Napomena: Ako definiramo r kao u lemi 6.1, stavimo T* = D(n,(n —r)/2,(n —r)/2) i
odaberemo v* € C(T*), tada vrijedi

) ) (e () ()

1
= E[—T‘B +3r* + (3n* — 12n + 10)r 4+ 9n® — 12n]

1
o« (v*) = Z[_TQ +2(n — 1)r + 2n — ¢,

gdje je e = 0 ako je n paran i € = 1 ako je n neparan. Proizlazi da je
o(T%)

or«(v*)

—r3 4+ 3r2 + (3n? — 12n + 10)r + 9n? — 12n 1f( )
= = Flr ).
—r24+2(n—1)r+2n—e 3

_1
3

Teorem 6.2. Ako je T stablo sn =: k* + s > 2 vrhova, 0 < s < 2k iv € C(T), onda

1—r®+3r? 4+ (3n? — 12n+ 10)r + 9n? — 12n - o(T) ” |
pa— n —_—
3 —r24+2(n—1)r+2n—e ~or(v) T ’
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gdje je € =0 ako je n paran i € =1 ako je n neparan te vrijeds

2k —1 ako je 0 <s<k/3—11in jeneparan,
2k +1 ako je k/3 < s <2k in jeneparan,
2k ako je 0 < s <4k/3 —1 i n je paran,
2k +2 ako je 4k/3 < s < 2k i n je paran.

Donja granica se postize za T ='T*, a gornja ako i samo ako T = S,,.

Dokaz. Tvrdnja se lako provjeri za 2 < n < 9 pa u nastavku pretpostavljamo n > 10. Za
dobivanje donje granice pretpostavimo da je T stablo s n vrhova za koje je o(T)/or(v) naj-

manji.
Tvrdnja 1: o(T)/or(v) <n/2+ [v/n] —1/3.

Iz leme 6.1 uocavamo da je o(7%)/op- (v*) < f(2k — €)/3. Za k > 2 neka vrijedi

3 3
f2k—¢) = —k2+3k:+§s—5

(Bs+1)k* + sk + s(3s — 1) + e[k* — (3s — )k + s — 3]
2k3 — k2 +2(s — D)k + s — e[k? — 2k + 5]
3 (3s—|;1)k:22+sk+s(35—1)
2k3—k2+4+2(s—1)k+s ?
= " +3[vn] -5+ (3s+2)k2t(és—1))k:3s2—3
2k3—2k? 4 25k ,

T je paran,

n je neparan.

Buduéi da su za k > 2 oba razlomka rastuce funkcije od s, imamo

5 6k2-;15k—2
f@k—¢€) < -n+3lym| -5+4q B2HE

2
2k212k

n je paran

n je neparan
3

za n > 4 islijedi tvrdnja.

Za vrh u u stablu T kazemo da je poseban ako i samo ako u nije list i susjed je s dp(u)—1 > 1

listova. Neka je v’ vrh susjedan vrhu « i nije list.
Tvrdnja 2: Ako je u poseban vrh, onda je d(u) > 3.

Pretpostavimo suprotno. Neka je d(u) = 2 i neka je w list susjedan vrhu u. Neka je T”

stablo T' — uw + w'w. Tada je prema tvrdnji 1, za n > 12
o) oT)+1—-(n—2) _ o(T)

or(v) or(v) —1 or(v)’

Sto je nemoguce. Za stablo s 10 (11) vrhova dobivena dodavanjem puta duljine 2 proizvolj-

nom vrhu stabla s 8 (9) vrhova, moZze se pojedina¢nom provjerom pokazati da nisu ekstremna.
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Tvrdnja 3: Ako je u poseban vrh, onda je

<n—d(u). (7)

Da bismo dokazali ovu tvrdnju, pretpostavimo da je {u;|1 < i < d(u) — 1} skup listova

od T susjednih vrhu wu.

Definiramo stablo 7" := T — {uwu; |1 < ¢ < d(u) — 1} + {v'u; |1 < i < d(u) — 1} i
primijetimo da je C(T") = C(T) ako je d(u) < (n—1)/2 i ako je d(u) > n/2, ondau € C(T)
iu € C(T). Dakle, postavljanjem v' = v ako je d(u) < (n—1)/21 v = v ako je d(u) > n/2,
imamo v’ € C(T") i

d(u) —1 ako je d(u)
n—d(u)—1 ako je d(u)

(n—1)/2,

O'T('U) — O'T/(U,) = { n/2

=
>
Bududi da je o(T) — o(T") = [d(u) — 1][n — d(u) — 1] i, u ovom slucaju

o(T)

or(v)

gl T")

o(T)—o(T') _ o(T)
P E

or(v) —op(v') ~ or(v)’

IN

implicira
mora vrijediti

n/2.

(8)

<
>

o(T) - { n—d(u)—1 ako je d(u)
| d(uw) -1 ako je d(u)

Sada definiramo stablo 7" := T — {uu; |1 < i < d(u) — 1} + {wu; |1 < i < d(u) — 1}
i primijetimo da je C(T") = C(T) ako je d(u) < (n —1)/2. Ako je d(u) > n/2, tada je
u e C(T")NC(T). Dakle, ako stavimo v = v za d(u) < (n —1)/21i 0" = w za d(u) > n/2,
imamo v"” € C(T") i

d(u) —2 ako je d(u)
n—d(u) ako je d(u)

2.

<
>

OTH(U”) = OT(U) — {

Buduéi da je o(T") — o(T) = [d(u) — 2][n — d(u)] i u tom slucaju

o(T) a(T") N a(T") —o(T) a(T)
or(v) = o (V") pl o (v") — or(v) = or(v)’
moramo imati
a(T) <= d(u) ako J:e dim) < {m+ 2)/2, (©)
or(v) d(u) —2 ako jed(u) > (n+3)/2.

(n+2)/2. Ako je d(u) < n/2, onda (7) slijedi
(n+2)/2, onda je n —d(u) — 1 < d(u) —1 <

Iz (8) i (9) mozemo zakljuciti da je d(u)

<
direktno iz (8) i (9). Ako je n/2 < d(u) <
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o(T)/or(v) < n—d(u), sto takoder povlaci (7).
Tvrdnja 4: Mozemo pretpostaviti da su svi posebni vrhovi od T istog stupnja.

Pretpostavimo da su u i w dva posebna vrha od T' za koje vrijedi d(u) > d(w). Tvrdnja
3 implicira

n—du)=n—dw)—1<0(T)/or(v) <n—d(u).

Dakle, svaki poseban vrh od T ima stupanj d(u) ili d(w). Nadalje, nejednakosti u (8) i (9)
primijenjene na v i w su jednakosti kao i parovi nejednakosti koje im neposredno prethode.
Ako bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je T" izabran tako da minimizira broj parova
posebnih vrhova s razli¢itim stupnjevima, tada mozemo uociti, po pitanju stabala 7" i T"”

koja su konstruirana u dokazu tvrdnje 3, da svi posebni vrhovi od T imaju isti stupanj.
Tvrdnja 5: Svaki list u 7' je susjedan posebnom vrhu.

Pretpostavimo suprotno. Neka je neki list w susjedan vrhu w’ koji nije poseban. Postoji
netrivijalna grana od B od T' u w’ koja ne sadrzi v. Oznac¢imo sa z vrh od B koji je susjedan
vrhu w’. Buduéi da je B netrivijalna grana, ona sadrzi poseban vrh u i sve listove susjedne
vrhu w. Definiramo 7" := T — ww' 4+ wz i primijetimo da je v € C(T") (ako je w' = v, onda

biramo B tako da bude netrivijalna grana od 7" u v s najmanjom tezinom). Sada imamo

o(T) < o(T") _ o(T) —bw(B) 4+ (n — 1 - bw(B))
or(v) = op/(v) or(v)+1 ’
Sto zajedno sa (7) daje
o(T)

n—bw(B)—1<n-du)—1<

a to je nemoguce.
Tvrdnja 6: Stablo T ima to¢no dva posebna vrha.

Najprije primijetimo da iz tvrdnji 11 3, za svaki poseban vrh w iz T proizlazi
du)—1>n—-2—0(T)/or(v) >n/2 — |v/n] —5/3.

Napominjemo kako ¢e se tvrdnja 4 u dokazu tvrdnje 6 koristiti vise puta. 1z nje i iz tvrdnje
5 slijedi da je broj unutarnjih vrhova od T" kongruentan s n modulo broj posebnih vrhova.
Ako T ima Sest ili vise posebnih vrhova, onda 7" ima najmanje 6[d(u—1)] listova. Nadalje,
buduéi da posebni vrhovi ne mogu biti susjedni osim kada postoje samo dva posebna vrha,
stablo T' mora imati najmanje 7 unutarnjih vrhova. Dakle, |V (T)| > 3n — 6[/n| + 2. To je
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nemoguce za n > 10.

Ako T ima pet posebnih vrhova, onda V(T') > 5n/2 — 5y/n — 7/3. Bududéi da je to ne-
moguce za n > 12, imamo da je n = 10 i T" ima Sest, sedam ili osam unutarnjih vrhova ili
n = 11 1 T ima to¢no Sest unutarnjih vrhova. Stablo koje zadovoljava ove kriterije postoji
samo za n = 11 (i jedinstveno je). Izra¢uni pokazuju da ovo stablo nije ekstremno.

Ako T ima Cetiri posebna vrha, onda V(T) > 2n — 4|/n] — 5/3 tako da je n < 17. Za-
pravo, u pogledu napomena koje smo spomenuli ranije u dokazu ove tvrdnje, jedini moguci
(n,7) parovi, gdje je i broj unutarnjih vrhova od T su (10, 6), (11,7), (13,5) i (17,5). Postoje
dva moguca stabla za slucaj (10,6), cetiri za slucaj (11,7) i jedinstveno stablo za svaki od
slucajeva (13,5) 1 (17,5). Izracun pokazuje da niti jedno od ovih stabala nije ekstremno.

Ako T ima to¢no tri posebna vrha, onda ima ¢ > 4 unutarnjih vrhova. Neka je sada
[V(T)| > 3[d(u) — 1 +1] > 3n/2 —3y/n+i— 5, §to je nemoguce za ¢ > 9. U tablici 1 su
navedeni svi moguci (n,7) parovi za 4 < i < 8 zajedno s brojem stabala koja moraju biti
istrazena u svakom pojedinom slucaju. Buduéi da izracun pokazuje da niti jedno od ovih
stabala nije ekstremno, dokaz tvrdnje je zavrsen.

Neka je ujusg . ..us put u 7' koji povezuje posebne vrhove u; i u;. Sljedeca tvrdnja slijedi
direktno iz tvrdnji 51 6.

7 n broj stabala
8 10,11, 16 17 5
Fi 10-13, 16-19,25 3
6 10-13, 16-21, 25-27 p
b 10-29 1
4 10-31, 36, 37 1

Tablica 1: Kandidati za ekstremna stabla

Tvrdnja 7: Za 1 < < t vrijedi d(u;) = 2.

U svrhu evaluacije donje granice za o(T") /or(v), moZemo pretpostaviti da je T' = D(n, (n—
r)/2, (n—7)/2) za neki r. Donja granica sada slijedi iz leme 6.1 i primjedbi koje slijede nakon
nje.

Da bismo dobili gornju granicu, pretpostavimo da je T stablo s n vrhova za koje je
o(T)/or(v) najvedi i uo¢imo da je o(T')/o(v) > 0(S,)/0s, (v) =n— 1, pri ¢emu je v centro-
idalni vrh od S,,.

Pretpostavimo da je bw(B) > 2 za neku granu B od T u v i neka je u vrh od B susjedan
vrhu v. Ozna¢imo vrhove koji su susjedni vrhu wu, ali razli¢iti od v s u;, 1 <1 < r. Konstru-
iramo stablo T s n vrhova tako da T" := T — {uu;|1 < i < r} + {vu|l < i < r}. Lako se

moze uociti da je or(v) — o (v) = bw(B) — 1 > 0, i kako smo pokazali ranije, imamo
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o(T) —o(T") = [ow(B) - n - buw(B)] - pu(B) - 1]
= [bw(B) —1][n —bw(B) —1] > 0.
Tada
Ao o) o(D) _ e(T)
or(v) — o (v) ) — L= = or(v)’ o) or(v) = or(v)

Buduéi da v € C(T) povlaci da je v € C(T") ( vidi 3.3), posljednja nejednakost je nemoguca.
Dakle, bw(B) = 1 za sve grane Bod T uv, tj. T =S, i0(T)/or(v) =n— 1. O

Na kraju ovog poglavlja primijetimo da ako je u vrh od T™* susjedan listu, imamo (nas-

tavlja se na tvrdnju 1)

o(T) o(TY) n+r n 3 n 3
- >n—du)—1= >R yp_2_0 _2
or(v) o) " () 2 — 2 2 2 + Lvn| 2
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7 Granice za o(T)/op(w), gdje je w list u T

Za 3 <m <n—1 graf S(n,m) je stablo s n vrhova sa samo jednim centroidalnim vrhom,
oznafimo ga s v, a svaka od m grana stabla S(n,m) u v je put duljine |[(n — 1)/m] ili
[(n —1)/m]. Stavljamo S(n,2) := P, zan > 2.

U ovom poglavlju ¢e S’(n,m) oznacavati stablo koje se sastoji od stabla S(n — 1,m)
zajedno s listom w susjednim centroidalnom vrhu v od S(n—1, m). Primijetimo da je v jedini

centroidalni vrh od S'(n, m). Definiramo ki s sn—2 =: km+ s, pri Cemu je 0 < s < m — 1.

Lema 7.1. Neka jen > 21

f(n) :=maxo (S (n,m))/os (mm(w).

Tada je n — 2v/3n < f(n) <n.
Dokaz. Pogledati dokaz leme 4.1. O

Teorem 7.2. Neka stablo T sadrzi n > 2 vrhova i neka je w list uwT. Definiramo k i s tako
da2n —2=:k®>+ s za 0 < s < 2k. Vrijedi
1 [=r®+3nr? — (12n — 13)r 4 24n® — 39n + 12 < a(T)
3 —r2 —4(n—1)r +4n—3 ~ or(w)

pri cemu je

< (1+o0(1))n,

%—1, 0<s<k/3—1,
T:{ %+ 1, k/3<s<2k
Donja granica postize se ako i samo ako je T = B(n,(r — 1)/2), a gornja ako je T =
S'(n, |(n —2)/[V3n]]).
Dokaz. Teorem se lako dokaze za n = 2,3,4 ili 5. Neka je T stablo s n > 6 vrhova i w list u
T za koji je o(T') /or(w) najmanji. Neka je T” stablo koje dobijemo ako uzmemo dvije kopije
od T, Ty i Ty identificirajuci sve vrhove w (slijepimo ih u jedan vrh), pri ¢emu novonastali

vrh ozna¢imo s v. Tada je v € C(T") i o/ (v) = 207(v) = 207(w). Nadalje,

o(T") = 20(T)+ > > d(v,m)

v1eV(T1)\v v1€V(T2)\v

= 20(T)+ Z Z d(vy,v) + d(v,vq)
v1 €V (T1)\v v2€V (Ta)\v

= 20(T)+2(n—1)or(v).

Sada, koristeci teorem 6.2 imamo
o1) o)
OT@w) — OTI(v)
173+ 312+ [3(2n — 1)2 — 12(2n — 1) + 10]r + 9(2n — 1)2 — 12(2n — 1)
—r24+2[2n—1)—1]r+22n—-1) -1
—r3 + 3nr? — (12n — 13)r + 24n* — 39n + 12
—r2 —4(n—1)r +4n —3

>

—(n-1)

Wl = Wl
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Iz leme 6.1, posljednji izraz je minimiziran (po cijelim brojevima izmedu 11 2n — 1) za

| 2%k-1, 0<s<k/3-1,
| 2k+1, k/3<s <2k,

pri ¢emu je 2n — 1 =: k* + 5, 0 < s < 2k. Stoga vrijedi T = B(n,r).
Neka je T stablo s n vrhova i neka je w list u T za koji je 0(T") /or(w) najveci. Izaberimo
centroidalni vrh v u 7' i pretpostavimo da je w = wow, ... wy =vputuTl1i B;,;1 <7 <5

grane od T' u v koje ne sadrze w.
Tvrdnja 1: Vrhovi w i v su susjedi, tj. ¢ = 1.

Pretpostavimo suprotno. Neka je t > 2 i neka je m ukupan broj vrhova u granama od
T u w; koje su razli¢ite od grana koje sadrze v i w. Tada m moZe biti 1 (bududéi da je w;
ubrojen) te iz teorema 3.1 vrijedi m+1 < n/2 jer w ¢ C(T). Neka je T" := T — ww; + wws.

Tada je
o) oT)+m—(n—m-—1) - o(T)

0T (w) Cor(w)+m—(n—m—1)" op(w)

jerjen—2m—1>01ior(w) <o(T). No, to je nemoguce jer je w list u 7".

Tvrdnja 2: Ako su B i By dvije grane u vrhu v od 7' i niti jedna grana ne sadrzi w, onda

(i) o(T)/or(w) >n—bw(B;) — bw(By) — 1 ako je bw(B;) > bw(By).
(i7) o(T)/or(w) < n—bw(B;y) — bw(By) — 1 ako je bw(B;) < bw(Bsy) — 2.
Kako bismo ovo i dokazali, pretpostavimo da su u;, 1 < i < d(u) vrhovi od T susjedni s

u i neka su B; grane u u koje sadrze u;. Neka je T" := T — {uw;|3 < i < d(u)} + {usu;|3 <
i <d(u)} tako da uz lemu 3.7 vrijedi,

o(T") =o(T) + [n — [bw(By) + 1Jbw(B1) — 1] — bw(Bz)[n — bw(By)].

Dakle,

a(T) 5 o(T') _ o(T) + [bw(B1) — bw(Bs) + 1][n — bw(By) — bw(By) — 1]
or(w) ~ op(w) or(w) + bw(By) — bw(Bs) + 1 ’

sto daje
[bw(By) — bw(Bs) + 1]o(T) > [bw(B;) — bw(Bz) + 1] X [n — bw(Bs) — bw(By) — 1|or(w).

Nejednakosti (7) i (i¢) direktno slijede.
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Napomena: Primijetimo da ako vrijedi jednakost u (¢) i bw(By) # bw(Bsy), onda je o(T') /or(w) =

o(T")/or(w).

Tvrdnja 3: Ako je B grana u vrhu u, bw(B) > 11 B ne sadrzi w, onda je o(7T')/op(w) <
n—bw(B) — 1.

Neka je u’ vrh od B susjedan vrhu u i oznac¢imo vrhove susjedne vrthu v’ s u = wj, uj, . . ., uy,,-
Definiramo
T =T —{uu}|2 <i<d)}+{uu;|2 <i<du)}
1 primijetimo da iz leme 3.7 proizlazi 0(T") = o(T) + n — 1 — bw(B)[n — bw(B)]. Dakle,

o(T) o) _ o) = [bw(B) —1][n — bw(B) — 1]
or(w) — or(w) or(w) — [bw(B) - 1] ’
sto daje o(T)[bw(B) — 1] < op(w)[bw(B) — 1][n — bw(B) — 1].

Tvrdnja 4: Ako su B; i By dvije grane u vrhu u od 7' i niti jedna grana ne sadrzi w, onda je

(T)/or(w) =n — bw(By) — bw(Bs) — 1 ako |bw(Bs) — bw(By)| > 1.

-~
.
.

p
Q

Nejednakost (7) slijedi iz tvrdnje 2 ako bw(B) > bw(Bs) ili (zamjenom B; i By u tvrdnji
2) bw(Bs) > bw(By), tj. dio (7) vrijedi za sve vrijednosti od bw(By) i bw(By).

Iz nejednakosti (i¢) tvrdnje 2 imamo o(T)/or(w) < n — bw(B;) — bw(By) — 1 ako
bw(By) < bw(By) — 1 ili bw(Bs) < bw(B;) — 1. Kombinacijom ovih rezultata s nejedna-
kosti (7) tvrdnje 4, dobivamo jednakost (it).

Tvrdnja 5: Svaka grana od T u v je put.
Pretpostavimo suprotno. Postoji vrh u(# v) grane By od T u v za koji vrijedi d(u) > 3

te neka su A i B grane od T u u od kojih niti jedna ne sadrzi w. Tada, primjenjujuéi tvrdnju

4 na u i tvrdnju 3 na v dobivamo

n—bw(A) —bw(B)—1<

<n-—bw(B) -1,
iz Cega proizlazi bw(B;) < bw(A) + bw(B), a to je nemoguce.

Tvrdnja 6: Neka su B;, 0 < i < m grane od T u v s w u By. Tada je |bw(B;) — bw(B;)| <1
zal <7< j<m.
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Mozemo pretpostaviti da je m > 3 jer ako je T'— w put, tvrdnja 6 slijedi iz ¢injenice da
je v € C(T). Dakle, ako tvrdnja 6 ne vrijedi, onda imamo tri grane By, Bo i B3 od T u v za
koje vrijedi bw(B;) < bw(By) < bw(Bs) 1 bw(B3) > bw(By) + 2. 1z tvrdnje 4 slijedi

n—bw(B;) —bw(B;) — 1=

>n—bw(By) — bw(By) — 1,

Sto zahtijeva da je bw(Bz) = bw(Bs). Mozemo zakljuciti da ako je B bilo koja grana od T
u v razli¢ita od B; i ne sadrzi w, onda je bw(B) = bw(Bs). Nadalje, buduéi da stablo T
zadovoljava jednakost (77) tvrdnje 4, to imamo, s obzirom na napomenu koja slijedi iz tvrdnje
20(T)/or(w) = o(T")/or(w) za stablo T" definirano u dokazu tvrdnje 2 (pri ¢emu smo uzeli
da je u sada v). Primijetimo da je u vidu tvrdnje 5, stablo T” dobiveno iz T zamjenom puta
By putom B duljine bw(B;) + 1 i zamjenom puta B, putom Bj duljine bw(By) — 1. U T’
imamo
bw(B;) + 1 = bw(B]) < bw(By)) < bw(By) — 1 < bw(Bj),

tj. u 1" je najveca razlika u tezinama grana u v, koje ne sadrze w, manja od odgovarajuce
razlike u T'. Ali ovo je suprotno od nasSeg pocetnog izbora stabla T'. Zato zaklju¢ujemo da
vrijedi tvrdnja 6.

Iz tvrdnji 1, 51 6 slijedi da je T = S’(n,m) za neke m gdje je n — 2 = km + s i

0 < s <m — 1. Dokaz ovog teorema zavrsavamo primjenom leme 7.1. O
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8 Zavrsna razmatranja

Entriger i ostali [6] koristili su gornju granicu teorema 6.2 kako bi pokazali da svaki povezan

graf G's n vrhova sadrzi razapinjujuce stablo T' za koje vrijedi o(T) < 2(1 — 1/n)o(G).

Ovo je zanimljivo u svijetlu rezultata Johnsona i ostalih [10] koji su pokazali da je problem

pronalaska minimalne udaljenosti razapinjujuéeg stabla grafa NP-tezak. U svrhu usporedbe,

tablica koja slijedi sadrzi asimptotske vrijednosti nasih granica.

omjer

donja granica ~

gornja granica ~

n/2
n/2

n

Tablica 2: Asimptotski ostre granice omjera gdje je T stalo s n vrhova, v je centroid od T,

awiwusu listoviuT.
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Sazetak. Stablo je povezan aciklicki graf, tj. povezan graf koji ne sadrzi cikluse.
Brojni autori posvetili su se istrazivanju prosje¢ne udaljenosti u stablima. Udaljenost
izmedu vrhova u i v u povezanom grafu G definirana je kao duljina najkraceg (u,v)— puta
u G te ju oznac¢avamo s dg(u,v) ili d(u,v). Glavni cilj ovog rada je odrediti asimptotske

vrijednosti omjera raznih udaljenosti u stablima.

Kljuéne rijeci: graf, stablo, vrh, razapinjujuce stablo, grana, udaljenost, granica
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Extremal values for ratios of distances in trees

Summary. A tree is a connected acyclic graph, i.e. a connected graph that does
not contain cycles. Numerous authors have dedicated themselves to research the average
distance in trees. Distance between vertices u and v in connected graph G is defined as
the length of the shortest (u,v)—path in G and is denoted by dg(u,v) or d(u,v). The
main goal of this work is to determine the asymptotic values of ratios of various distances

in the trees.

Keywords: graph, tree, vertex, spanning tree, branch, distance, limit
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