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Sazetak

U ovom zavr$nom radu ¢emo se baviti krivuljnim integralima i njihovim svojstvima. Najprije se
bavimo krivuljnim integralom skalarnog polja koji se naziva krivuljni integral prve vrste. Navo-
dimo definiciju tog integrala, raCunanje integrala i svojstva. Na kraju opisujemo neke primjere
krivuljnog integrala prve vrste. Zatim u sljedecem poglavlju razmatramo krivuljni integral vek-
torskog polja odnosno krivuljni integral druge vrste. Za taj integral takoder navodimo definiciju,
racunanje integrala i svojstva. Na kraju rada navodimo neke primjere krivuljnog integrala druge
vrste.

Kljuéne rijeci: krivulja, Jordanov luk, krivuljni integral prve vrste, krivuljni integral druge vr-
ste



Line integrals

Abstract

In this paper we will observe line integrals and their properties. First, we will observe scalar
line integrals. We present the definition of that integral, the calculation of the integral and its
properties. Finally, we describe some examples of scalar line integrals. Then in the next chapter
we consider the vector line integrals. For that integral we also state the definition, calculation
of the integral and some of his properties. At the end of the paper we give some exaples of the
vector line integrals.

Keywords: curve, Jordan arc, scalar line integral, vector line integral
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1 Uvod

Cilj ovog zavr$nog rada jest usredotociti se na krivuljne integrale i njihova svojstva. U prvom di-
jelu rada ¢emo definirati neke osnovne pojmove koji se spominju u bitnim definicijama ovoga
rada. Definiramo skalarno i vektorsko polje, krivulju u prostoru, Jordanov luk i orijentaciju Jor-
danovog luka. Prelazimo na drugi dio ovog rada §to je krivuljni integral prve vrste. Uvodnom
motivacijom precizno definiramo taj integral, opisujemo racunanje krivuljnog integrala prve
vrste i navodimo njegova svojstva. Zatim opisujemo neke primjere za krivuljni integral prve vr-
ste od kojih smo naveli duljinu luka krivulje i povr$inu rotacijskih ploha.

U trecem dijelu rada razmatramo krivuljni integral druge vrste. Kao i kod krivuljnih integrala
prve vrste, uvodnom motivacijom precizno iskazujemo definiciju, opisujemo racunanje inte-
grala i navodimo svojstva. Iskazujemo i dokazujemo Greenov teorem te definiramo potenci-
jalno polje. Na samom kraju navodimo primjere izracunavanja rada sile i povrSine omedene
plohe pomocu krivuljnih integrala druge vrste.



2 Osnovni pojmovi

Najprije ¢emo uvesti odredene definicije radi lakSeg razumijevanja definicija i teorema u ovome
radu. Definirajmo skalarno i vektorsko polje te krivulju u prostoru.

Definicija 2.1 Neka je Q < R3. Svaku funkciju f: Q — R nazivmo skalarno polje, a svaku funk-
ciju F: Q — R® nazivmo vektorsko polje.

Kako bi kasnije mogli definirati odredena preslikavanja, moramo definirati klase funkcija.

Definicija 2.2 Funkcija f je klase C° na Q ako je ona neprekidna na Q. Za funkciju f: Q — R
kazemo da je klase C* na otvorenom skupu Q < R ako je ona klase C*~! naQ) i ako sve parcijalne
derivacije k-tog reda funkcije f postoje na ) i one su neprekidne.

Neka je O tocka u prostoru E. Definirajmo vektorski prostor Xy = {&5: P € E} kao skup svih
radijvektora u prostoru E.

Definicija 2.3 Neka je I <R intervalir: I — X, neprekidna funckija na I. Za skup
I'={r()eE:.tel} 1)
kazemo da je krivulja u prostoru.

Za (I,r(1)), ako vrijedi (1), kazemo da daje parametrizaciju skupa I', a varijablu t nazivamo
parametar.

Nakon $to smo definirali vektorsko i skalarno polje te krivulju u prostoru, uvodimo po-
jam Jordanovog luka kako bismo mogli definirati krivuljni integral prve vrste i krivuljni integral
druge vrste.

Definicija 2.4 Parametriziranu krivulju T koja ima barem jednu parametrizaciju v: [a,b] — T’
sa svojstvima

a) T je injekcija,
b) 7€ C'(la,b),1),
¢ (Vtela, b)) F'(1)#0

nazivamo Jordanov luk ili jednostavna glatka krivulja s rubom.

Krajevi krivulje I' ili rubne tocke su tocke A =7(a) i B = F(b). Ako je 7(a) = ¥(b), tada je krivulja
I' zatvoren Jordanov luk.

Definicija 2.5 Za krivulju I' kazemo da je po dijelovima glatka krivulja ako se ona sastoji od
konacno mnogo Jordanovih lukoval,I'y,...,Tx-1,Tk koji se nadovezuju jedan na drugi tako da
je krajnja tocka lukaT ,—, ujedno i pocetna tocka lukaly, k=1,2,...,n.



P

Slika 1: a) Jordanov luk, b) zatvoren Jordanov luk, c) po dijelovima glatka krivulja

Pretpostavimo da imamo Jordanov luk I' u prostoru. U svakoj tocki ove krivulje postoji tan-
genta. Orijentacija krivulje podrazumijeva odabir jednog od dva moguca jedini¢na vektora u
smjeru tangente u toj tocki. To znaci da postoji beskona¢no mnogo nacina za orijentirati krivu-
lju. Nas najviSe zanimaju orijentacije u kojima je povezivanje jedini¢nih vektora s tockama na
krivulji neprekidno. S obzirom da krivulja ima poc€etnu tocku A i krajnju to¢ku B, jedan nacin
orijentacije je kretanje duz krivulje od A do B, dok je drugi nacin kretanje krivulje od B do A.

U slucaju da je I' zatvoren Jordanov luk, tada moZemo govoriti o pozitivnoj i negativnoj
orijentaciji krivulje. Krivulja I' se smatra pozitivno orijentiranom ako se kretanje po njoj odvija
u smjeru suprotnom od kazaljke na satu, dok se smatra negativno orijentiranom ako se kretanje
odvija u smjeru kazaljke na satu.



3 Krivuljni integral prve vrste

U ovom poglavlju najprije uvodimo motivaciju za definiranje krivuljnog integrala prve vrste te
samu definiciju. Zatim navodimo oblike racunanja i svojstva krivuljnog integrala prve vrste te
neke uporabe krivuljnog integrala prve vrste u matematici i fizici.

Pretpostavimo da je I" Jordanov luk, a
r=T7(1), t€la,b) 2)

njegova glatka parametrizacija. Neka je f: I — R skalarna funkcija. Zelimo izra¢unati povrsinu
plohe koja se nalazi ispod grafa funkcije f, a iznad krivulje I'. Neka su dane sljedece tocke na
krivulji I

A= P(),Pl,...,Pn =.B.
Tada subdiviziji krivulje I' odgovara subdivizija

a=ty<n<---<t,=b

segmenta [a, b], takva da je Py = F(tx). S [(Px-1,Px) ozna¢imo duljinu luka krivulje T, a s Qg
oznacimo neku tocku koja se nalazi krivulji I izmedu toc¢aka Py_; i P. PovrSina koju Zelimo

izracunati priblizno je jednaka
n

Y F(Qu) L(Pr-1, Py). (3)
k=1
Tangenta na krivulji I' u tocki P_; dana je izrazom:
t—Flt-) + (t— ) P (te1),  teR
Duljinu luka krivulje Py_; Py aproksimiramo s udaljenosti toc¢aka Py i

P;C = F(l’k_l) + (tk - tk—l) ?l(tk—l))

gdje je P, tocka na tangenti za ¢ = t;. Tada je udaljenost tocaka Pi_; i Py priblizno jednaka
(tx — tr_1) |7 (tx_1)|. Zatim je izraz (3) pribliZno jednak izrazu

n
Y fw) 7 (= DI (5 — tr—1)
k=1
gdje je uy broj za koji je 7(ux) = Qk i dobivamo integral

b
f FE@ 7 (nldt.

Prema uvodnoj motivaciji definiramo krivuljni integral prve vrste.

Definicija 3.1 Neka jel Jordanov luk, 7: [a, b] — T njegova parametrizacija te f: I’ — R takva
da je funkcija (f o 7) - |F'| Riemann integrabilna na segmentu [a, b]. Broj

b
f FEOIF ()] de

nazivamo krivuljni integral prve vrste funkcije f po krivuljiT i oznacavamo ga s

frfds.
4



Pretpostavimo da je krivulja I' po dijelovima glatka krivulja, koja se sastoji od kona¢nog broja
Jordanovih lukova I'y uT, U---U T, gdje je poCetna tocka I';,; jednaka krajnjoj tocki I';,. Tada
se krivuljni integral prve vrste duz krivulje I' moZe racunati kao zbroj krivuljnih integrala duz
svakog od tih glatkih dijelova I';,I's,...,T'5:

ff(x,y)ds:f f(x,y)ds+f f(x,y)ds+-~-+f f(x,y)ds+f fx,y)ds.
T I T Tpa Iy

3.1 Racunanje isvojstva krivuljnog integrala prve vrste

Zanima nas kako izracunati krivuljni integral prve vrste. U ovisnosti kako je zadana krivulja T,
krivuljni integral prve vrste se svede na odgovarajuci odredeni integral, $to navodimo u nas-
tavku.

e Neka je krivulja I' zadana jednadzbom y = ¢(x), x € [a, b], a njena parametrizacija, za
t:=x,danas
FO=ti+e(]j, tela bl

Tada je integral oblika:

b
* d=f tLp()y/1 "(1)2dt.
frf(xy) S af( @(0)\/1+ (' (1)

¢ Polarne koordinate krivulje I" su
r=r(p), @is@p=gpy,
a njena parametrizacija
F(p) =r(p) coscpz?+ r(p) sin(pf, Q1= @ <@>.

Integral je u tom slucaju oblika:

P2
frf(x, yds= f(r(g)cose,r(p)sing) \/(r(cp))2 + (r' ()% de.
?1

e Ako je parametrizacija krivulje I' dana s
FO=xi+y®)j+zk  telabl,

tada integral ima oblik:

b
fr fxy2)ds= f ), y(0), 200\ (D)2 + (V (0)2 + (2 (D)2 .

Istaknimo tri svojstva krivuljnog integrala:

a)
f(/lf)ds:/lffds Akonstanta;
r i

<]



b)
f(f+g)ds:ffds+fgds;
P T r

j;fds:frlfds+[r2fds.
fr2xds

pri cemu se krivuljaT sastoji od krivuljeT'; $to je luk parabole y = x* od tocke (0,0) do tocke (1,1)
te krivulje T, Sto je dio pravca paralelan s y osi od tocke (1,1) do tocke (1,2).

Rjesenje:

Gledajuci krivuljuT'y, za parametar uzimamo x:

Primjer 3.2 Izracunajmo integral

X=%, y:xz, x € [0,1].

Racunamo integral:

! ! 1L B 3/2|1 1
fods:f 2x\/1+((x2)’)2dx:f 2x\/1+4x2dx:—-—(1+4x2) ‘0:5\/3 ’
I, 0 0

4 3 6

Za krivuljuT's uzimamo y za parametar:
x=1, y=y yell2].

Racunamo integral:

2 2
fods:f 2-1\/0+1dy:f 2dy=2.
T 1 1

Stoga, pocetni integral je jednak

5v5-1 5v5+11
fods:f 2xds+f 2xds= v5 +2:\/_—.
r I T 6

6
fxyds
i

gdje je luk krivuljel zadansy=-x+1, x€[0,1].
Rjesenje:

1 1 39 2.0 >
fxyds:f x(—x+1)\/1+(—1)2dx:\/§f (—x2+x)dx=\/§(—x—‘ +x—‘ ):£
r 0 0 3lo 210 6

Primjer 3.3 Izracunajmo integral



3.2 Uporaba krivuljnih integrala prve vrste

U daljnjem tekstu navodimo nekoliko primjera koristenja krivuljnog integrala prve vrste.

Primjer 3.4 Odredimo duljinu luka parabole y* = x od tocke A = (0,0) do tocke B = (1,1).
Rjesenje:
Duljina grafa po dijelovima glatke funkcije f: [a, bl — R dana je s

b
I, :f 1+ (f2dx. @)

Stoga, duljina luka dane parabole x = g(y) = y*, gdje je promjena znacenja varijabli x i y, prema

(4) jednaka je integralu
1
l(l")zf 1+4y%2dy,
L \ yeay

pa zamjenom varijabli y = % sht (te formalnim deriviranjem dy = % chtdt) imamo

arsh2 1 arsh2 1 arsh2 ch(2f) + 1
Ir)= \/1+Sh2t-—chtdt:f —Chztdt:f ehi2h) + dt
0 2 0 2 0 4
2 1 arsh2 1 ]
- (Sh( 2 +—t) =—sharsh2)+—arsh2 = §+—ln(2+\/§),
8 4 /=0 8 4 4 4

Slika 2: Parabola y? = x



Primjer 3.5 Izracunajmo povrsinu plohe koja je dobivena rotacijom dijela kruznicey = V4 — x?,
x € [-1,1], oko osi x.

Rjesenje:

Povrsinu plohe koja nastaje rotacijom oko osi x dijela luka krivulje y = f(x) za x € a, b], moze
se dobiti sljedecom formulom:

b
P:f 2 f(x)\/ 1+ f?(x) dxsznf(x)ds. (5)
a T

Stoga, prema formuli (5) dobivamo:

i
P:f 27t\/4—x2(1+

1

2

1.
r xz)zdx:8n.

Slika 3: Ploha dobivena rotacijom dijela kruznice y = V4 — x2, x € [-1, 1], oko osi x



4 Krivuljni integral druge vrste

U ovom poglavlju definiramo krivuljni integral druge vrste i izvodimo formulu za racuanje in-
tegrala. Zatim navodimo svojstva integrala druge vrste te iskazujemo i dokazujemo Greenov
teorem. Dolazimo do definiranja potencijalnog polja te zavr§avamo s primjerima uporabe kri-
vuljnog integrala druge vrste.

Pretpostavimo da je r orijentiran Jordanov luk ¢ija je pocetna tocka A i krajnj atocka B, 7 njegova
parametrizacija i neka j je | F sila koja djeluje na tijelo koje se giba po luku T. Zelimo izratunati
rad te sile pri gibanju po I'. Neka su dane sljedece tocke na krivulji I:

A=Py,Py,...,P,=B (6)
Razdioba segmenta [a, b]
a=1tyt,...,t,=>b

odgovara razdiobi (6) Jordanovog luka v ivrijedi Py = 7(f;). Nakomadu Pj_; Py Jordanovog luka
TsiluF aproksimiramo njezinom vrijednosti u nekoj tocki Q. koja se nalazi na luku Pr_1Py. Rad
sile koji je potreban da se tijelo prenese iz tocke Py_; u tocku Py po luku Py_; Py aproksimiramo
S ﬁ(Qk) - Px_1 Py, pa dobivamo sljedece:

n

Y F(Qx) - Pr—1Py.

Neka je Qi = Pr_1 = F(tx—1), tada vrijedi
F(Qp) - Pr—1Pr = F(F(t5—1) - [F(tr) = F(tr—1] = E(F(te_1)) - ¥ (tx—1) (tx — tre—1)

pa se rad aproksimira s
n

Z Flte_1) 7 (tr—1) (tx — tr—1),

Sto se svodi na integal

b
f EFE)T (0 dr.

Deﬁn1c1]a4 1 Neka ]eF orijentiran Jordanov luk od tocke A=T7(a) doB =T7(b), gdjej ]er la, b] —
I njegova parametrizacija. Ako je funkcija F: I — R® takva da je funkcija t — F(7(D) - 7 (1)
Riemann integrabilna na segmentu [a, b, onda broj
b -
f FF@) -7 (ndt
a

nazivamo krivuljni integral druge vrste funkcije F po orijentiranom Jordanovom luku T iozna-
cavamo ga s

ﬁﬁ- ds.

r

Za krivulju T koja je zatvorena, krivuljni integral druge vrste se pise

fﬁwﬁ
T

i naziva cirkulacija polja F po krivulji I



4.1 Racunanje isvojstva krivuljnog integrala druge vrste
Zanima nas kako izracunati krivuljni integral druge vrste, pa ¢emo najprije izvesti formulu za
racunanje.
Ozna¢imo s T glatku orijentiranu krivulju u prostoru ¢ija je parametrizacija 7 = 7(1), t € [a, b]
u skladu s orijentacijom takva da je
7(0) = (i + y(O ] + z(Dk.

Na krivulji T' zadamo preslikavanje a: I' - R? takvo da je

a(T) = ax(T)i + ay(T)j + a,(T)k.
Podijelimo segment [a, b] na podsegmente

a=th<h<..<th.1<t,=bh.

Ovaj rastav dijeli krivulju T po tockama: A = Py = (x(fy), y(t), z(%)), P1(x(t1), y(t1), z(t1)),...,B =
(x(tn), y(tn), z(t,)). Izaberimo tocku T; izmedu tocaka P;_; i P; takvudaje T; = (x(c;), y(c;), z(c;)),
gdje je c; € [t;—1, t;]. Sada je

—»

Z By (7)

pri éemu je P;_1 P; = ((x(£;) — x(t;-1)i + (y(t) — y(ti1))] + (2(t) — z(t;-1) k), pa je izraz u (7)
jednak izrazu:

=

Z (T - (Ge(t) = x(t-1)) T + (¥ () = y (i) ] + (2(83) = 2(£:-1)) ). ®)

Koristec¢i Lagrangeov teorem srednje vrijednosti, postoje d;, e;, f; € [t;_1, t;] takvi da je

x(t;) — x(t;—1) = x'(d;) (8 — t;-1)
y(t:) = y(ti—1) = y'(e) (& — ti-1)
z(t;) — z(t;-) = 2 (f) (8 — t;-1),

pa vrijedi:
(X(8) = x(Ei- )T+ (8) = y(E-1) ] + (2(8) - 26k = (' (d)i+ Y (e ]+ 2/ (fR) (6 — 1)
Uvrstimo u (8):
i a(Ty) - (X (d)i+y (e )+ z’(ﬁ)%)(ti — ti-1).
Znamo daje d(T) = ax(T);+ ay(T)] + a,(T)k te dobivamo da vrijedi
(ax(T))i+ ay(Ti)f+ a(THR) (X' (d)i+y (e; )+2 (f)K) = a.(T)x'(di) +ay (T)y' (e) +a (T)Z'(fy),

odnosno dobivamo

Y (ax(Tx'(d) + ay (T Y (e)) + a (TNZ' (fi) (t; — t;-1) =

i=1
Z(ax(x(c,) y(e), z(eNx'(dy) + ay(x(cy), y(c)), z(c)) Y (e:)

+az(x(c;), y(Cz) Z(Cl))z (fz)) (6 — L1}

10



Kada n — oo te d(P;_1, P;) — 0, tada ovaj izraz prelazi u odredeni integral odgovarajuce funkcije
po varijabli z. Kako se tocke P;_; i P; pribliZzavaju, tako i tocke t;_, i t; postaju sve bliZe, pa izraz
t; — t;_ prelaziu dt, suma prelazi u integral i vrijedi:

b
f,rﬁd§= f (ax(x(8), y(8), 2(D)x'(£) + ay (x(1), y(1), 2(1)y' (1) + a-(x(1), y(1), (1) Z' (1)) dt,

a Cesto se zapisuje u sljedecem obliku:

ﬁﬁd?z ﬁaxdx+ aydy+a;dz.
i T

Svojstva krivuljnog integrala druge vrste:

a) linearnost: za sve «,f € R i funkcije d, b na krivulji T vrijedi
ﬁ(aa+ﬁ5) ds=a ﬁﬁd§+,6 fjodg
r T r

b) integriranje po dijelovima krivulje: ako je I'= lgl U IQZ, onda je

ﬁa(ﬁ:fn zmmﬁ ads
T I, I

¢) ovisi o orijentaciji krivulje integracije:

fn ﬁd?z—fﬁd?
-T T

Primjer 4.2 Izracunajmo integral
ﬁ [(xy + y2 —xyz)dx+ (x? - xy)dy]
T

od A=(-1,1,0) do B =(2,4,0), pri éemujef luk parabole y = x?, z=0.
Rjesenje:
Parametarska jednadzba lukaT je dana s

s=ulfl =ty=pB=C.z=90=0  t=l-12,
Uvrstavanjem u podintegralnu funkciju dobivamo

xy+y2—xyz: e PP =52 0= P 2 1%
LB =0 =1

dx=dt,dy=2tdt,dz=0.
Zatim racunamo pocetni integral

2 93
B+ i+ -2t dit = —.
f_l[( + )+ (2 - 1) =

11



Krivuljni integral druge vrste po konturi T' se moze pretvoriti u dvostruki integral po podrucju
koje je omedeno tom konturom. O tome nam govori iduci teorem.

Teorem 4.3 (Greenov teorem) (vidi [3]). Neka je Q < R? otvoren skup koji sadrzi pozitivno ori-
jentiranu konturu I = 0D zajedno s njenim unutrasnjim podrucjem D. Tada za proizvoljne

M, N € CH(Q) vrijedi
ON O0M
ff (———)dxdy: Mdx+ Ndy
oD

Dokaz: (vidi [3]). Dokaz teorema provodimo za poseban slucaj.

1) NekasuM i N neprekidne funkcije s neprekidnim prvim derivacijama definirane na otvo-
renom skupu ( koje sadrzi skup D. Podrucje D je zatvoreno i ogranic¢eno podrucje koje
ispunjava uvjet da svaka horizontalna linija paralelna s y osi i svaka vertikalna linija para-
lelna s x osi sijeku rub podrucja D, $to je oznaceno kao T'=0D,u najvise dvije tocke.

7!

|
I
I
A
a

=
Slika 4: Podrucje D - apsciseaib

Podrugje D se nalazi unutar pruge izmedu paralelnih linija koje prolaze tockama aib na
y-osi, kao $to je prikazano na Slici 4. Neka su funkcije fi, f2: [a, b] — R po dijelovima klase
C! na intervalu [a, b] za koje vrijedi

D={(x,y)eR*: fi(x) <y < fo(x);x€[a,bl}

Neka je s I'; oznacen graf funkcije f;, a s I', graf funkcije f,. Tadaje I' =I'; UT',. Krivulju
I'y éemo orijentirati od tocke (a, fi(a)) do tocke (b, f1 (b)) i oznaciti ju s I';. Sli¢no, krivulju
I', éemo orijentirati od tocke (b, f>(b)) do tocke (a, f>(a)) i oznaciti jus I's.

Prema pretpostavci da je M funkcija klase C! na otvorenom skupu Q koji uklju¢uje skup
D, moZemo zakljuciti da je funkcija ® = neprekldna na skupu Q, pa vrijedi

f2(x)
fq)dxdy f (ff() CD(x,y)dy)dx. 9
1(x
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Primjenom Newton-Leibnizove formule imamo sljedece:

fo(x) oM
f O dy = M(x, f,(0) - M(x, f, (x)),
fiy Oy

zatim (9) postaje

ff dxdy = f [M(x, fo(x)) — M(x, fi(x)]dx = f M(x, fg(x))dx+f M(x, f1(x)) dx.

Uocimo da vrijedi

b

f M, L(x)dx=| . Mx,y)dx+0-dy=—-| M(x,y)dx;
a —F2 1"2
a

f Mx, ix))dx= | Mx,y)dx+0-dy=—| M(x,y dx.
b -1 I

Prema tome je

/f—dxdy—— ~Mx,y)dx— |, M(x,y)dx=— f M(x,y)dx.
I

Fz

2) Dokaz da za funkciju N(x, y) vrijedi

ff dxdy= f N(x,y)dy

provodi se analogno kao prethodni dokaz izraza za funkciju M(x, y). Stoga, zbrajanjem ta
dva izraza dobiva se Greenova formula.

d

Primjer 4.4 Izracunajmo integral

ﬁ(x+y)dx+(y—x)dy,
T

183
pricemu jeT kruznica x> + y* = 1 pozitivne orijentacije.

Rjesenje:
VidimodajeM =x+y, N=y—xivrijedi

Prelaskom na polarne koordinate dobivamo

x=rcosy, y=rsing, rel0,1], ¢ €[0,27]

Primjenimo Greenov teorem pa imamo

2n

21 r1 21 1
ﬁde+Ndy=f (—2)drd(p:—2f (r’ )d(p:—zf dcp:—z(cp
T o Jo 0 0 0

13




4.2 Potencijalna (konzervativna) polja

Krivuljni integral druge vrste potencijalnog polja ima svojstvo da integral ne ovisi o putu inte-
gracije, Sto iskazujemo u teoremu u nastavku, a najprije definiramo potencijalno polje.

Definicija 4.5 Neka je Q) < R® otvoren i F € C(Q,R®). Za vektorsko polje F kazemo da je potenci-
jalno (konzervativno) ako postoji skalarno polje ® € C*(Q) takvo da je

(VPeQ) F(P)=-grad®(P). (10)
Tada se ® naziva potencijal polja F.

Teorem 4.6 Neka je F € C(Q,R%), Q € R® otvoren. Krivuljni integral druge vrste polja F ne ovisi
o0 putu integracije ako i samo ako je polje F potencijalno polje.

Dokaz: moZze se vidjeti u [3]. O

4.3 Uporaba krivuljnih integrala druge vrste

U daljnjem tekstu navodimo nekoliko primjera koriStenja krivuljnog integrala druge vrste.

Primjer 4.7 Odredimo rad sile koji je potreban da se jedinicna masa pomakne po spojnici (tj.
dijelu pravca) od tocke A = (a, b, c) do tocke B = (2a,2b,2c) usmjerenu prema ishodistu ako je
njezin iznos u tocki spojnice obrnuto proporcionalan udaljenosti tocke od ravnine XOY .
Rjesenje:

Rad sile F po krivulji T racuna se po formuli:

W:ﬁﬁdi
T
JednadZzba spojnice je
x—a&_y—b_ z-g
a b ¢’
odnosno
x=at+a, y=bt+b, z=ct+c, te[0,1].
Radi se o sili R
- 1 k(xi+yj+zk)
F:k'—'r(): .
z zZ\/x2+y?+ 22

Zatim racunamo rad sile

— xdx+ydy+zdz L' [(at+a)a+ (bt+b)b+ (ct+c)c]
f F-ds:k/ :kf dt
5 m AN +yr+et 0 (ct+0)V(at+a)?+ (bt+b)2+(ct+c)?

In2.

a2+b2+02f1 dt _ kva*+b*+c?
0 1+If_

Cc c
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Primjer 4.8 Odredimo povrsinu podrucja unutar kruznice x> + y* = R.
Rjesenje:
Povrsina podrucja D unutar zatvorene krivulje " racuna se po formuli:

1
PD)= —ﬁxdy—ydx,
2Jr

Sto slijedi iz Greenove formule.
Parametrizacija ove kruznice je dana s

7(f)=Rcosti+Rsintj, te€[0,27],
pa je

x(t) = Rcost, y(t) =Rsint
dx=-Rsintdt, dy=Rcostdt

Uvrstavanjem u formulu za povrsinu podrucja D unutar kruznice dobivamo

1 271
P(D):Ef (Rcost-Rcost+Rsint-Rsint)dt
0

1 27 1 21
:—f (R? cos?® t + R? sin? t)dt:—f R?>dt = R*m.
2 0 2 0

Krivuljni integrali druge vrste koriste se u fizici, elektrotehnici i mnogim drugim podruc¢jima.
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