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Sazetak

Tema ovoga rada su matrice i razli¢ite dekompozicije matrica. Dekompozicija matrica
je postupak kojim se slozena matrica razvija kao produkt vise slozenih matrica kako bi se
olaksala analiza ili rjeSavanje matematickih problema. Rad se sastoji od tri dijela. U prvom
djelu definirati ¢emo Hessenbergovu dekompoziciju te navesti neka njezina svojstva. U dru-
gom dijelu upoznati ¢emo se sa tridijagonalnom dekompozicijom i njezinim svojstvima. U
posljednjem dijelu definirati ¢emo bidijagonalnu dekompoziciju te njezinu vezu sa tridijago-

nalnom dekompozicijom.

Kljucne rijeci

Householderov reflektor, Hessenbergova dekompozicija, tridijagonalna dekompozicija, bi-

dijagonalna dekompozicija.



Hessenberg, Tridiagonal and Bidiagonal Decomposition

Summary

The topic of this paper are matrices and their different decompositions. Matrix decom-
position is the process by which a complex matrix is developed as a product of multiple
complex matrices in order to facilitate analysis or solving mathematical problems. The pa-
per consists of three parts. In the first part we will define Hessenbergs decomposition and
state some of its properties. In the second part, we will find more about the tridiagonal
decomposition and its properties. Finally, we will define bidiagonal decomposition and its

connection with tridiagonal decomposition.

Key words

Householder reflector, Hessenberg decomposition, tridiagonal decomposition, bidiagonal

decomposition.
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Uvod

Numericka linearna algebra grana je numericke matematike koja se bavi algoritmima ko-
riStenima u linearnoj algebri. Znacajnu ulogu u linearnoj algebri imaju matrice.
U numerickoj linearnoj algebri dekompozicija matrice je faktorizacija matrice u produkt ma-
trica. Glavna ideja dekompozicije matrice je da se matrica zapiSe kao produkt jednostavnijih
matrica kako bi se ubrzalo rjesavanje raznih problema. Cilj dekompozicije matrice je razu-
mijeti strukturu matrice ili omoguéiti uc¢inkovito rjesavanje zadataka, kao sto su rjesavanje
sustava linearnih jednadzbi ili analize njezinih svojstvenih vrijednosti.
Jedan od prvih modernih tretmana dekompozicije matrica objavio je 1954.godine Alston S.
Householder u svome djelu Principleso f Numerical Analysis. Alston S. Householder najvise
je zagovarao LU dekompoziciju - faktorizaciju matrice u produkt donje i gornje trokutaste
matrice. Danas je dekompozicija matrice postala temeljna tehnologija u strojnom ucenju,
uglavnom zahvaljujuéi razvoju algoritma s unatranim rasprostiranjem prilikom prilagodava-
nja neuronske mreze.
U linearnoj algebri postoji mnogo razli¢itih dekompozicija matrice, a svaka pronalazi upo-
trebu u odredenoj klasi problema. U ovom radu opisat ¢emo tri razli¢ite dekompozicije
matrica te se upoznati s njihovim svojstvima.
Definicije, teoreme i napomene u okviru ovoga rada preuzete su iz udzbenika Numerical Ma-
trix Decomposition, autora Jun Lu. Ostatak literature koristili smo kako bi opisali provedene

korake pojedinih dekompozicija matrica i prilikom rjeSavanja primjera.



1 Hessenbergova dekompozicija

U cilju pojasnjenja Hessenbergove dekompozicije najprije se moramo upoznati sa Hessen-

bergovom matricom.

Definicija 1. (/4/, str. 225) Gornja (donja) Hessenbergova matrica je kvadratna
matrica u kojoj su svi elementi ispod (iznad) glavne subdijagonalne jednaki nuli. Matematicki
zapisano, kvadratna matrica A je gornja Hessenbergova matrica ako je a;; = 0 za svak:
i,] takvi da jev > j+1 .

Primjer 1. Matrice A + B dane ovim primjerom su gornje Hessenbergove matrice.

08 7 g 3 9 11
00 6 5

Hessenbergova matrica je nereducirana ukoliko su svi elementi na glavnoj subdijagonali

razli¢iti od nule. U nastavku ovoga rada po koracima ¢emo provesti dokaz sljedeceg teorema.

Teorem 1 (Hessenbergova dekomporzicija). (/4/, str. 225) Svaku kvadratnu matricu A mo-
Zemo zapisati u obliku

A=QHQ,

gdje je H gornja Hessenbergova matrica,a () ortogonalna matrica.

1.1 Postojanje Hessenbergove dekompozicije

Dokazat éemo da se bilo koja kvadratna matrica reda n moze reducirati do Hessen-
bergove matrice preko niza Householderovih transformacija. Hessenbergovu dekompoziciju
provodimo po koracima, ali prije nego sto objasnimo matematicku konstrukciju same de-

kompozicije slijedi napomena koja ¢e nam u tome pomodi.

Napomena 1. (/4/, str. 228) Neka je A € M,, kvadratna matrica i H = [ % HO ] gdje
n—k

je Iy jedinicna matrica reda k. Tada djelovanje matrice H na matricu A slijeva (zdesna)

nece promijeniti prvih k redaka (stupaca) matrice A.

Vaznu ulogu za dobivanje Hessenberogve forme imati ¢e Householderov reflektor pa se

najprije trebamo upoznati s njegovom definicijom.

Definicija 2. (/4/, str. 115) Neka je u € M, jedinicni vektor. Tada za H = I — 2uu®

kazemo da je Householderov reflektor.

Napomena 2. (/4/, str. 118) Ako je H Householderov reflektor, tada on ima sljedeca
svojstva:

e HH =1

s = HT

e H"H = HTH = I, tako da je H ortogonalna matrica.

o Hu= —u dako je H = I — 2uu”



1.1.1 Prvi korak: uvodenje nula u prvi stupac

Kao $to je navedeno u [1], [4] objasnit ¢emo prvi korak. Cilj prvog koraka je u prvom
stupcu dobiti nule. U tu svrhu neka je A = [ay, as, ..., a,], gdje su a; € M,;. Pretpostavimo
da su @y, @z, ..., a, € M,_1 vektori dobiveni uklanjanjem prve komponente vektora a;.
Neka je

r = @]
a; —rieg
ulz_ia
||a1—7‘1€1||

gdje je e1 =[1,0,0,...,0] € M,_1 te neka je

Jq/l =1 - 2U1U,1T € Mn—l

U cilju dobivanja nula ispod subdijagonale Householderov reflektor dodajemo u matricu H;
1 0
na sljedec¢i nac¢in: H; = [ 0 ﬁ/l ]

Djelovanjem matrice Hy A dobit ¢emo nule u prvom stupcu matrice A ispod elementa na
poziciji as ;. Prema napomeni (1.1) prvi redak matrice A ostat ¢e nepromijenjen. Matrice H;
i H su ortogonalne i simetri¢ne (prema definiciji (1.2)). Kako bismo dobili Hessenbergovu
formu H; A mnozimo zdesna s H;? i dobivamo H; AH,T. Djelovanje matrice H,T zdesna
nec¢e promijeniti prvi stupac matrice H; A.

U nastavku ovoga rada slijedi shematski prikaz 1. koraka Hessenbergove dekompozicije na
kvadratnoj matrici reda 5 u kojemu znak X predstavlja element koji nije nuzno jednak nuli,

a M element koji se odredenim djelovanjem u tom koraku promijenio.

RN K X N N B XN K N R R R K
@g@ggw [mmmxxw T[@&EEE‘I
NN 0o RR S )RR R
RN R X 0 R R R ® 0 R R @ W
R XK X 0 R B R ® 0 R R X K

A H, A H,AH|

Primjer 2. Zapisi matricu A u gornjoj Hessenbergovoj formi koristeéi Householderove re-

flektore.
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Rjesenje:
Sljedeci primjer rjeSavat ¢emo uz pomo¢ [1], [3]. Prilikom rjeSavanja ovoga primjera s H;

¢emo oznaciti Householderov reflektor, a s H; dobivenu matricu nakon prvog koraka. Tre-

—1
bamo pronaci Householderov reflektor tako da je Hy AH] = H,. Neka je vektor a; = 2
2
1
,e1=| 0| ir =]|la| =3.
0
1 -1 4
Nadalje, neka je u = 3| 0 | — 2 , odakle slijedi da je u = | —2 | . Kako bismo
0 2 -2

mogli izra¢unati Householderov reflektor moramo naprije odrediti matrice uu? i u’u .

16 —8 -8
uwu’=| -8 4 4
-8 4 4
wlu=24
Odakle dobivamo da je:
— 2uu’
H =1-
. wlu
odnosno,
- 1 00 9 16 —8 -8 —1/38 2/3 2/3
H=[010 ~ o -8 4 4 | = 2/3  2/3 —1/3
0 01 -8 4 4 2/3 —=1/3 2/3

Iz ¢ega slijedi da je Householderov reflektor jednak

0 0 0
~1/3 2/3 2/3
2/3 2/3 -1/3
2/3 —1/3 2/3

Iy =

o O =

Kako je H; ortogonalna matrica njen inverz je sama ona tj.vrijedi da je H; = HI. Iz ¢ega
SllJedl da je Hs = HlAHlT = HlAHl.

1 0 0 0 1 0 2371 o 0 0
B o |8 L3 28 2 ~1 ® 52| |0 -3 =3 23
Ho=HAH =1 93 93 _1/3 9 B o]0 23 28 1S
0 2/3 -1/3 2/3 9 -1 20| |0® 218 —1/3 2/3

Nakon toga jednostavnim uvrstavanjem dobivamo matricu H.

10/3 1/3  4/3
0 -4/3 —5/3
3 2/3 —2/3
4 8/3 —2/3

H, =

o O W



Uvrstavanjem smo zavrsili prvi korak Hessenbergove dekompozicije. U nastavku rada
najprije ¢emo objasniti drugi korak Hessenbergove dekompozicije, a zatim ¢emo ga primjeniti

na matricu H,.

1.1.2 Drugi korak: uvodenje nula u drugi stupac

Kao $to je navedeno u [1], [4] objasnit ¢emo drugi korak. Nakon zavrsenog prvog koraka
slijedi drugi korak ¢iji je cilj uvesti nule u drugi stupac dane matrice. Neka je najprije
B = H,AH,", gdje su svi elementi ispod elementa na poziciji as; jednaki nula.

Cilj drugog koraka je da svi elementi ispod elementa na poziciji aso takoder budu jednaki

nula. U tu svrhu neka je
B2 — [bl, b2, wwary bn—l]-

Pretpostavimo da su b_l, b_2, werybp—1 € M,,_5; vektori dobiveni uklanjanjem prve komponente
vektora b;.
Konstruiramo Householderov reflektor na sljedeéi nac¢in

1= [[b]]
a—ﬁﬁ
U1 — —_—
|[by — 7€

gdje je e1 =[1,0,0,...,0] € M,_2; te neka je E = I — Qstis” & My 5.
I, 0
Nadalje, Householderov reflektor dodajemo matrici Hy na sljedeéi na¢in Hy = { 02 f7 }
2
gdje je I, jedini¢na matrica reda 2. Primje¢ujemo da djelovanje HoHy AH,T neée promijeniti
prva dva retka matrice HiAH;T i da ¢e nule iz prvoga retka ostati nepromijenjeni. Ponovno
djelovanje HsT zdesna na HyH; AH, nece promijeniti prva dva stupca te é¢e nule ostati.
Shematski prikaz drugog koraka Hessenbergove dekompozicije kvadratne matrice reda 5

s jednakim oznakama kao iz shematskog prikaza prvog koraka slijedi u nastavku.

X X X K ] X X K K K X X K XK N]
N KN KN K X N KKK KX IR ¥R R R
0 R R R R0 e RPN KR R
0 M N K K 0 0 R B R 0 0 R R R
0 B B X K| 0 0 ¥ X K| 0 0 M ® R
H,AH| H,H, AH| H,H,AH| H)

Identi¢an proces provodi se u narednih n — 2 koraka. Tada vrijedi:

H=~H, sH, 5. HHAH,TH, ... H, 5T



Cijeli proces Hessenbergove dekompozicije matrice 5 x 5 dan je u nastavku ovoga rada.

N N N X K X KN K X K X R R R KX
N X K X KX R R KNR KX SRR R R R
RN X KR Do RRA D0 RR R
N X K X K 0 R R R K 0 R R X K
R XX R X 0 R X R R 0 R R R X
A H A H AH|

X X X X K] X K K R K]

RNRXR (KR RK

Xl R R R R |0 N RR R

0 0 R R K 0 0 R R X

0 0 B ® X 0 0 R R R

H,H,AH| H,H,AH| H;

X X X X K] X X X R K]
Hl&@&l@&]xhﬁ&&&&&

2o M MR R S |0 M X R K

0 0 R R X 0 0 X R K

0 0 0 R R 0 0 0 R ®
H3;H.H,AH| H) Hs;H.H | AH| H) H

Slika 1: Shematski prikaz Hessenbergove dekompozicije na kvadratnoj matrici reda 5

Primjer 3. Zapisi matricu A u gornjoj Hessenbergovoj formi koristeci Householderove re-

flektore.

1 0 2 3
=1 0 5 2
4= 2 —2 010
2 =1 20

Rjesenje:

Sljedeci primjer rjeSavat ¢emo uz pomo¢ [1], [3]. U nastavku ¢emo se nadovezati na rezultate
dobivene u prethodnom primjeru. U prethodnom primjeru dobili smo da je matrica H s
kojom smo oznacili matricu koju smo dobili nakon prvog koraka Hessenbergove dekompozicije

jednaka

10/3 1/3 4/3
0 —4/3 —5/3
3 2/3 —2/3
4 8/3 —2/3

O O W



Radi jednostavnosti i kako bi pratili objasnjenje drugog koraka u nastavku ¢emo tu
matricu oznaciti s B = Hg, s H Hessenbegovu matricu i Hy ¢e oznacavati Householderov
reflektor.

Neka je vektor by = [ 3 !

A , €1 = 0 iT1:—5.

Nadalje, neka je u = —5 { (1) ] — Ii i ] odakle slijedi da je u = [ :i } . Kako bismo mogli

izracunati Householderov reflektor moramo naprije odrediti matrice vu® i ulu .

r [64 32
Ut =139 16

uTu = 80
Odakle dobivamo da je:
—~ 2uu’
Hy=1—
. uTu

odnosno,
g1 0] 2764 32]) [-3/5 —4/5
SO | 80|32 16| | —4/5 3/5

[z ¢ega slijedi da je Householderov reflektor jednak

10 0 0
01 0 0
Ha=10 ¢ —3/5 —4/5
00 —4/5 3/5

Kako je H, ortogonalna matrica njen inverz je sama ona tj.vrijedi da je Hy = HI. Iz ¢ega
slijedi da je H = HyBHI = H,BHs.

10 0 0 1 0 23710 o0 0
B w | @ 1 B 0 -1 @ B2||@1 @ 0
H=HBHy =y o _gs —ds5 2 —200||00 —=3/5 —4/5
0 0 —4/5 3/5 2 -1 20|00 —4/5 3/5

Nakon toga jednostavnim uvrstavanjem dobivamo gornju Hessenbergovu matricu H.

1 10/3 —19/15 8/15
3 0 32/15 1/15
0 -5 58/75 194/75
0 0 —56/75 —58/75



1.2 Svojstva Hessenbergove dekompozicije

Hessenbergova dekompozicija je poseban nacin faktorizacije matrice koji je koristan u
rjeSavanju numerickih problema kao Sto su rjesavanje linearnih sustava ili dijagonalizacija
matrica. Kako bi bolje razumijeli Hessenbergovu dekompoziciju u nastavku ¢emo iskazati i

dokazi sljedeéi teorem.

Teorem 2 (Implicitni Q teorem za Hessenbergovu dekompoziciju). (/4/, str. 234) Neka
je A = UHUT = VHVT Hessenbergova dekompozicija matrice A € M, ,gdje je U =
bl s @y v Wi

V = [v1, 09, ...,0,]. Pretpostavimo da je k najmanji pozitivni cijeli broj za koji je hyy1.x = 0,
gdje je h;j element na (i, ) poziciji od H.Ukoliko je u; = v, tada je u; = Fv; i

|Biia| = |gii-a| zai € {2,3,....k}.

Ako je k = n — 1, tada je Hessenbergova matrica H nereducirana, inace ako je k < n — 1

tada je gry1x = 0.

Dokaz. Definirajmo najprije ortogonalnu matricu Q = VIU, znamo da je tada

QH = VTUUTAU = VT AU GQ =QH

(1 — 1) stupac svake matrice moze se predstaviti kao Gg;_1 = Qh;_1 , gdje su ¢;_1 1 h; 4

GQ =VTAVVIU =VTAV } Iz cega slijedi da je:

(¢ — 1) stupci matrice G, odnosno matrice H.
Prema definiciji (1.1) znamo da je hj;—1 = 0zal > i+ 1, a Qh;_; moZemo prikazati kao

i i—1
Qhi—1 = Z hji-1q; = hii—1qi + Z hji-1q;
j=1 j=1
i—1
Iz cega slijedi da je h;;_1q; = Ggi_y — Z Rs4-19;.
j=1
Nadalje, mozemo zakljuciti da je [q1,qo,-..,qr] gornje trokutast, a buduci da je @ orto-

gonalna matrica, mora biti i dijagonalna i svaka vrijednost na dijagonali je u {—1,1} za

i €{2,3,..,k}.

Tada je g = e; 1 ¢; = te;, zai € {2,3,.... k}.
i—1

Buduéi da je q; = VTui 1 hi,i—l = ng(GQz—l — Z hj,i—lqj) = ngGQz—l 5
=1

Za i € {2, 3, w0y k} je gZTqu_l = Z‘Iqiﬂ‘_l, iz éega ShJedl da je U; = :l:Ui i Ihi,i—l‘ = |gi,i—1|
za i € {2,3,...,k} ¢ime smo dokazali prvi dio danog teorema.
Da bi dokazali drugi dio danog teorema, ako je k < mn — 1,

Gridp = egﬂGek = iefﬂGQek , a kako znamo da je GQ = QH slijedi da je
k+1

k
Gt = Teg G ey — daf  Ghy = +el Zhjk% = » Zhjkq]' = 0, gdje pretpos-

j J
ljednja jednakost slijedi iz pretpostavke da je hi41 1 = 0. Na taj nacin dokazali smo i drugi
dio teorema.

O



Iz prethodnog teorema vidimo da su dvije Hessenbergove dekompozicije matrice obje ne-
reducirane i imaju isti prvi stupac u ortogonalnim matricama, dakle Hessenbergove matrice
H i G su sli¢ne matrice, tako da je H = DGD™! | gdje je D = diag{=+1,+1,...,+1}.
StoviSe, ako ograni¢imo elemente u donjoj subdijagonali Hessenbergove matrice H da budu
pozitivni (ukoliko je to moguée), tada je Hessenbergova dekompozicija A = QHQT jedins-
tveno odredena matricom A i prvim stupcem matrice @, a to nas dovodi do definicije Krylov-

ljeve matrice.

Definicija 3. (/4/, str. 235) Zadana je matrica A € M, , vektor ¢ € My, i skalar k.
Krylovljeva matrica je definirana kao K(A,q,k) = [q, Aq, ..., A¥"Lq] € M

Teorem 3 (Reducirana Hessenbergova dekompozicija). (/4/, str. 235) Pretpostavimo da
postoji ortogonalna matrica Q tako da se matrica A € M, moze faktorizirati kao A = QHQT.
Tada je QT AQ = H nereducirana gornja Hessenbergova matrica ako i samo ako je

R = QTK(A, q1,n) nesingularna i gornje trokutasta matrica gdje je q; prvi stupac od Q.
Dodatno, ako je R singularna i k najmanji indeks takav da je rpk = 0, tada je k takoder 1
najmangi indeks takav da je hy_, = 0.

Dokaz. Dokaz ¢emo provoditi u dva smjera.

= Pretpostavimo da je H nereducirana matrica i neka je R = QT K (A, q1,n) tj.

R = [ey, Hey, ..., H" 'e1], gdje je R gornje trokutasta matrica pri ¢emu je o¢ito da je ry; = 1.
Uodimo da je ry; = horhga...hi i1 za i € {2,3,...,n}. Kada je H nereducirana matrica tada
je R takoder nesingularna matrica.

<= Pretpostavimo da je R gornje trokutasta i nesingularna. Promatramo da je ry41 = Hry
tako da su (k4 2 : n)-ti redovi od H jednaki nula i hyy1p #0za k € {1,2,...,n — 1}.

Tada je H nereducirana. Ako je R singularna i k£ najmanji indeks tako da je ry. = 0, tada

Tk—1k-1 = h21h32...hk_17k_2 7é 0 } 1z éega Slljedl da je:

Tkk = h21h32-~hk—1,k—2hk,k—1 =0 hk,kz—1 =0

iz Cega slijedi dokaz.



2 'Tridijagonalna dekompozicija

Slicno Hessenbergovoj dekompoziciji tridijagonalna dekompozicija takoder moze pojed-
nostaviti matricu i stoga sluzi kao preliminarni korak za druge algoritme.
U cilju objasnjenja tridijagonalne dekompozicije najprije se moramo upoznati s definicijom

tridijagonalne matrice.

Definicija 4. (///, str. 239) Tridijagonalna matrica je kvadratna matrica u kojoj su svi
elementi 1spod donje subdijagonale © 1znad gornje subdijagonale jednaki nuli. Matematick:

zapisano, kvadratna matrica A je tridijagonalna matrica ako je a;; =0 za |i — j| > 1 .

Primjer 4. Matrica A dana ovim primjerom je tridijagonalna.

>

I
cCo o~
o~
o~ N wo
— N Wwo o
D wWw o oo

Neka je T tridijagonalna matrica i n najmanji prirodni broj za koji vrijedi da je
hit1,=0,zai€ {1,2,..,n — 1}. Tada je T nereducirana ako je i =n — 1.

Primjer 5. Kao primjer uzmimo matricu A € My koja se ne moZe reducirati © matricu

B € Mj; koja se moze reducirati.

[1 1 0 0 0]
1 1100
A=|01110
i R T |
[0 & &3 1)
1 1 0 0 0]
11100
B=|01110
000171
| &L |

Mozemo zakljuciti da je tridijagonalna matrica posebni slu¢aj gornje Hessenbergove ma-

trice, a to nas dovodi do sljedeée tvrdnje.

Teorem 4 (Tridijagonalna dekomporzicija). (/4/, str. 239) Svaka simetricna matrica A € M,
moZe se faktorizirati kao A = QTQT , gdje je T simetricna tridijagonalna matrica, a Q

ortogonalna matrica.

Postojanje tridijagonalne matrice slijedi trivijalno primjenom Hessenbergove dekompozi-
cije na simetri¢nu matricu A. Medutim, vidjet ¢emo da je rac¢unska slozenost tridijagonalne
dekompozicije mnogo manja nego kod Hessenbergove dekompozicije zbog svojstva simetric-

nosti.
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2.1 Odredivanje tridijagonalne dekompozicije

Neka je matrica A € M;. U nastavku ovoga rada slijedi shematski prikaz tridijago-
nalne dekompozicije u kojemu znak X predstavlja element koji nije nuzno jednak nuli, a X
predstavlja element koji se odredenim djelovanjem u tom koraku promijenio.

N B B R K N R ® ® K] ® a 0 0 0]
o = a BRE R |« BB R
R R R EWorrRR Y| R R R E
o = 0 N N K X l @ B I &
N KRR K 0 N N K X Il @ B M &
' A ' . HA ) . HAH]
@ a 0 0 0] ® a 0 0 0]
i K H X a EH b 0 O
He o b @ @ B 2|0 » R @ ®
0 0B R R 0D 0 BR R R
0 0B R R 00 R R R
. H,H,AH] H,H,AH] H]
[® « 0 0 0] ® a 0 0 0]
a EH b 0 {]l“ _ a B b 0 0
Helo b m @ ®| % o b ® ¢ 0
0 0 ¢ @ ® 0 0 ¢ @ X
00 0 @ ® 00 0 @ ®
HyH,H,AH| H] H;H,H, AH] H] H]

—

Primjer 6. Zapisi matricu A u tridijagonalnoj formi koristeci Householderove reflektore.

A:

N
N — W
— N

Rjesenge:
Sljedeéi primjer rjeSavati ¢emo uz pomoé¢ [1], [5]. Prilikom rjeSavanja ovoga primjera s H;
oznacit ¢emo Householderov reflektor, a s 7' pripadnu tridijagonalnu matricu.

Nekajevektoralz[i} ,61:|:(1):| 1wy = —B.

Nadalje, neka je u = —5 { (1) } - [ Z ] , odakle slijedi da je u = { :i } ;
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Kako bismo mogli izra¢unati Householderov reflektor moramo naprije odrediti matrice

wul 1 ulu .

64 32
Y =132 16

ulu = 80
Odakle dobivamo da je:
—— 2uu’
H=1-
! ulu

odnosno,
Fo_[10]_ 2764 32]_[-3/5 —4/5
Yol 80|32 16| | —4/5 3/5

[z ¢ega slijedi da je Householderov reflektor jednak

1 0 0
Hi=|0 —3/5 —4/5
0 —4/5 3/5

Kako je H; ortogonalna matrica njen inverz je sama ona tj. vrijedi da je H; = H{ . Iz ¢ega
SllJedl da je = HlAHlT = HlAHl.

1 0 0 1 3 4 1 0 0
T=HAH = |0 -3/5 —4/5 802 0 —3/5 —4/5
0 —4/5 3/5 4 2 1 0 —4/5 3/5

Nakon toga jednostavnim uvrstavanjem dobivamo tridijagonalnu matricu 7.

1 =5 0
T=| -5 73/25 14/25
0 14/25 —23/25

2.2 Svojstva tridijagonalne dekompozicije

Tridijagonalna dekompozicija nije jedinstvena, ali ukoliko ograni¢imo da elementi na do-
njoj subdijagonali tridijagonalne matrice T budu pozitivni (ukoliko je moguce), tada je tridi-
jagonalna dekompozicija A = QTQT jednoznaéno odredena s matricom A i prvim stupcem

matrice Q).

Teorem 5 (Implicitni Q teorem za Tridijagonalnu dekompoziciju). (/4/, str. 243) Pretposta-
vimo da su dvije tridijagonalne dekompozicije matrice A € M, dane s A=UTUT = VGVT,
pri cemu je U = [ug,ug, ..., u,] 1 V = [v1, 0, ...,0,] stupac matrice U, odnosno matrice V.
Pretpostavimo da je k nagmangi pozitivni cijeli broj za koji je ty11 1 = 0, gdje je t;; element na
(¢,7) pozicifi od T. Ukoliko je u; = vy tada je u; = +v; i |t ;1| = |gii—1] za i € {2,3, ..., k}.
Ako je k = n—1, tada je tridijagonalna matrica T' nereducirana, inace ako je k < n—1 tada

je gr+1,k = 0.
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Prema teoremu (2.5) zaklju¢ujemo da ako ograni¢imo elemente u donjoj subdijagonali
tridijagonalne matrice T' da budu pozitivni (ako je moguce), tj. nereducirani, tada je tri-
dijagonalna dekompozicija A = QT QT jednoznaéno odredena matricom A i prvim stupcem
matrice Q).

Sli¢no, reducirana tridijagonalna matrica moze se dobiti koristenjem Krylovljeve matrice.

Teorem 6 (Reducirana tridijagonalna dekompozicija). (/4/, str. 248) Pretpostavimo da pos-
toji ortogonalna matrica Q tako da se matrica A € M, moze faktorizirati kao A = QT QY.
Tada je QT AQ = T nereducirana tridijagonalna matrica ako i samo ako je R = QT K (A, q1,n)
nesingularna v gornje trokutasta matrica gdje je q1 prvi stupac od Q).

Dodatno, ako je R singularna i k najmanji indeks takav da je ry. = 0, tada je k takoder ¢

najmangi mndeks takav da je t 1 = 0.

3 Bidijagonalna dekompozicija

Kada dana matrica nije simetri¢na, ne mozemo lako dobiti tridijagonalnu formu, medu-
tim moZzemo napraviti korak unatrag i napraviti dekompoziciju koja ima dvije ortogonalne
matrice.

U cilju objasnjenja bidijagonalne dekompozicije, najprije éemo se upoznati sa definicijom

gornje bidijagonalne matrice.

Definicija 5. (/4/, str. 245) Gornje trokutasta bidijagonalna matrica je kvadratna
matrica sa nenul elementima duZ glavne dijagonale i gornje subdijagonale. To znaci da
postoje tocno dvije dijagonale razlicite od nule u matrici.

Nadalje, ukoliko bi nenul elementi bili duz glavne dijagonale © donje subdijagonale, tada

bi govorili o donjoj bidijagonalnoj matrici.

Primjer 7. Kao primjer uzmimo matricu A € Mz 5.

1200 0
03400
0056 0

A=[000 7 8
00009
00000
0000 0|

Uoc¢imo da je donji trokut ispod glavne dijagonale i gornji trokut ispod gornje subdija-
gonale jednak nula u gornjoj bidijagonalnoj matrici.Tada imamo sljedecu tvrdnju:

Teorem 7 (Bidijagonalna dekompozicija). (/4/, str. 245) Svaka matrica A € M, moze se
faktorizirati kao A = UBVT gdje je B gornja bidijagonalna matrica, a U € M,, i V € M,

su ortogonalne matrice. Konkretno, matrica V' je oblika

1 0
V:{OQ}’

gdje je Q € M,,_1 ortogonalna matrica.
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U nastavku ovoga rada ¢emo vidjeti da bidijagonalna dekompozicija nalikuje na dekom-
poziciju na singularne vrijednosti gdje je jedina razlika Sto vrijednosti matrice B u bidijago-

nalnom obliku imaju elemente razli¢ite od nule na gornjoj subdijagonali.

3.1 Postojanje bidijagonalne dekompozicije: Golub-Kahan bidija-
gonalizacija

Prethodno smo kod Hessenbergove dekompozicije koristili Householderove reflektore kako
bi uveli nule ispod subdijagonale, a sli¢an pristup primijeniti ¢emo i kod bidijagonalne de-
kompozicije. Bidijagonalna dekompozicija kao i Hessenbergova provodi po koracima.Kao sto
je navedeno u [1], [4] objasnit ¢emo sljedece korake.

3.1.1 Prvi korak: uvodenje nula u prvi stupac

Neka je A = [ay, aq, ..., a,), a; € My,;. Mozemo konstruirati Householderov reflektor kako

slijedi
r1 = ||ad],
a; —riep
Ul = 775
||a1 —7"1€1||

gdje je e; prva jedini¢na baza za M, tj.e; = [1,0,0,...,0] € M,,; te neka je
Hy =1 -2uyu,” € M,,.

U ovom slucaju, Hy A uvest ¢e nule u prvi stupac matrice A ispod elementa na poziciji aq;.

Lako se moze provjeriti da je H; simetri¢na i ortogonalna matrica (prema definiciji (1.2)).
Na primjeru matrica A € My 5 prikazat ¢emo prethodno opisani prvi korak u kojoj znak

X predstavlja element koji nije nuzno jednak nuli, a X predstavlja element koji se odredenim

djelovanjem u tom koraku promijenio.

® N E @ E M B B B ®]
N EE R X 0B R B R
N EE R X 0B B B ®
N R ENE Yoo R B R
N EER X 0 B B B X
N EER X 0 B B B X
X B B R X 0 B R B B
A H,A
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3.1.2 Drugi korak: uvodenje nula u prvi redak

Nadalje, uvodenje nula iznad gornje poddijagonale matrice H; A ekvivalentno je uvodenju
nula ispod donje poddijagonale matrice (H;A)T.

Pretpostavimo sada da gledamo transponiranu matricu matrice H1 A, to jest matricu
(HA)T = ATHT € My, gdje je ATHT = [21, 29, ..., 2], Pri Semu je z; € M.
Pretpostavimo da su 21, 23, ..., Z, € M, vektori dobiveni uklanjanjem prve komponente
od z;. Neka je

r = ||z]]
ZN1—7“1€1
’U1:~77
||21—7”1€1H

gdje je e; prva jedini¢na baza za M,_;1 tj. e; = [1,0,0,...,0] € M,_;; te neka je

E = I = 21)1’U1T € Mn—l-

Kako bi uveli nule ispod subdijagonale matrice AT H | uvodimo Householderov reflektor

1 0
L= |  — |
' {ULI}

Djelovanjem L;(AT HT) uvest éemo nule u prvi stupac matrice AT H{, ispod elementa na
poziciji as;. Na prvi red matrice AT H] necemo utjecati, odnosno on ée ostati nepromijenjen
tako da ¢e nule uvedene u prvom koraku ostati zadrzane.

Lako se moze provjeriti da su matrice L, i ZI ortogonalne i simetri¢ne matrice (prema
definiciji (1.2)).

Naposljetku éemo se vratiti na po¢etnu netransponiranu matricu H; A koja ¢ée sada biti s
desne strane pomnozena matricom L. Ponovno po uzoru na primjer iz prvog koraka, uzet
¢emo kao primjer matricu A € M5 , u kojoj znak X predstavlja element koji nije nuzno
jednak nuli, a & predstavlja element koji se odredenim djelovanjem u tom koraku promijenio.

= B o 0 o0
® 0 0 0 0 0 0] ® 0 0 0 0 0 0] 0 I B B K
HEHEHEKKKEHK EEEEEEEITUEEEE
HEEEEREES0oRRERERZ| 0 R B R
H EEEEERE 0B B B R R 0 BB B X
N EHEHEKKREHK 0 B B B H E X 0 B B H X
) ATH] S LATH] " o m R E R

H,AL]

..

Ukratko, Hi ALT zavriava uvodenje nula u prvi stupac i prvi red matrice A.
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3.1.3 Treéi korak: uvodenje nula u drugi stupac

Neka je B = H ALY, gdje su svi elementi u prvom stupcu ispod elementa na poziciji a;;
jednaki nula te svi elementi u prvom retku desno od elementa na poziciji a;5 takoder jednaki
nula. Cilj ovog koraka je uvesti nule u drugi stupac ispod elementa na poziciji ass.

Neka je By = [by, by, ..., b, 1] € M,,_1. Ponovno mozemo konstruirati Householderov reflek-

tor, neka je
r1 = |[ba]]
. by —rye;
T e = el

gdje je e = [1,0,0,...,0] € M,,_1; te neka je Hy =T — 2uyu,T € M,,_;.
U cilju dobivanja nulelemenata ispod glavne dijagonale matrice Hy ALY, uvodimo Househol-

1 0
H, = ~ |.
’ {0 HJ

Mozemo vidjeti da Hy(HyALT) neée promijeniti prvi red matrice H; ALY, a kako House-

derov reflektor

holderov reflektor ne moze reflektirati nulti vektor, nule u prvom stupcu ¢ée takoder ostati
nepromijenjene.

Sljedeci primjer iz prethodnog koraka, uzet ¢emo kao primjer matricu A € My 5 , u kojoj
znak X predstavlja element koji nije nuzno jednak nuli, a X predstavlja element koji se

odredenim djelovanjem u tom koraku promijenio.

B ® 0 0 0] B ® 0 0 0]
0 B B B 0 BB E E
0 B B B ® 00 B E H
0@ B EE 30 0B B R
0 B B B X 00 R R B
I O O ¢ 0 0 B B ®
0 B @ H 0 0 B B H
HLAL] H,H AL/
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3.1.4 Cetvrti korak: uvodenje nula u drugi redak

Ekvivalentno kao i u drugom koraku, pretpostavit ¢emo da gledamo transponiranu ma-
tricu matrice HyH, ALY, to jest matricu (HyH\ALT)T = LATHTHI € M,,,, gdje je
LiATHTHT = [z, 29, ..., T, pri Semu je z; € My.

Pretpostavimo da su &7, 23, ..., T, € M,_5; vektori koji uklanjanju prve dvije komponente
od z;.
Konstruirajmo Householderov reflektor na sljede¢i nac¢in. Neka je

1 = ||71]]
3U~1—7“1€1
YV = = 7»
||1'1—7“1€1||

gdje je e; prva jedini¢na baza za M, o, tj. e; = [1,0,0,...,0] € M,,_o, te neka je

E; =1 - 2U2U2T € Mn_g.
Kako bi uveli nule ispod subdijagonale matrice L; AT HI HI' | uvodimo Householderov reflek-

I
P gt
2 {0 LJ’

tor

gdje je I € M, jediniéna matrica. U ovom koraku, Lo(LyATHTHI) uvesti ¢e nule u
drugi stupac matrice L; AT HT HY' | ispod elementa na poziciji as,. Prva dva reda matrice
(L1 ATHT HT') ¢e ostati nepromijenjena, kao i prvi stupac.

Lako se moze provjeriti da su matrice Lo i 172 ortogonalne i simetri¢ne matrice (prema
definiciji (1.2)).

Naposljetku éemo se vratiti na pocetnu netransponiranu matricu HyH; ALT koja ée sada
biti s desne strane pomnoZena matricom LI, kako bi uveli nule u drugi red, desno od elementa
na poziciji ass. Ponovno po uzoru na primjer iz prethodnih koraka, uzet ¢emo kao primjer
matricu A € M75 , u kojoj znak X predstavlja element koji nije nuzno jednak nuli, a X
predstavlja element koji se odredenim djelovanjem u tom koraku promijenio.

B E 0 0 0]
@ 0 0 0 0 0 0] @ 0 0 0 0 0 0] 0 E®E 0 0
B ® 0000 0 = 000000 |008 RN
I BN RN EEE X I RBRRRBR R |0 0B R @
0 B B K KX 00 BB R X 0 0B R =R
0 B B E KX 00 B EE R 00 B 2 A
. LATH/H] = LLATHH [0 0 B B X

HH\AL| L]

Ukratko, djelovanjem Ho(H, ALT)LI zavrsavamo s uvodenjem nula u drugi redak i drugi

stupac matrice A.
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Potpuni primjer bidijagonalizacije matrice A € Mz 5 , u kojoj znak X predstavlja element
koji nije nuzno jednak nuli, a X predstavlja element koji se odredenim djelovanjem u tom
koraku promijenio slijedi u nastavku ovoga rada.

XN XN E X iz B ®E 0 0 0
R AR 0B R E R 0 BB R R
H R EAEEA 0 R R ERR _(oEBRERRR
R ERYorrr S| REE
BN EEE X 0 ¥ B B ® 0 M B @ X
O O v ¢ 0 R BB R 0 B R R R
B B R E R 0 B R B B 0 B R B R
A H A HAL]
@ B B B ] = B 0 0 0]
(VI = 0 ® ® 0 0
D0 R R A 00 B B R
Hax ekl .
= (00 B R A — (00 B R R
D0 M @ ® 0 0 B B X
00 B B X 00 B B K
0 0 B B B 00 B R B
H:H AL/ H;H, AL/ L]
@ B X B H ® E 0 0 0]
0 ¥ B B K B E®E 0 0
00 B R R _|lo @ ®E B 0
Hxlg o om@ ™% |lo o @ m
00 0 B R 00 0 B R
0o 0o o0 B =X 0 0 0 K BH
0 0 0 B M@ 0 0 0 B HE
H;H,H\ALTL] H,HH\ALTL] L]
@ B 0 0 0] @ 2 0 0 0]
0 @B ®E 0 0 0 ® ®E 0 0
0 0 B ®E 0 0 0 B XE 0
He 1o 0 0o B ®| 00 0 @ X
000 0 ® 00 0 0 R
00 0 0 X 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 H 0 0 0 0 0

H,H:H,H,\AL{ L.L] H:H,H:HH,AL| L,L]

Slika 2: Shematski prikaz tridijagonalne dekompozicije
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Isti proces moze se nastaviti i to primjenom n takvih H; Householderovih reflekata s lijeve
strane i n — 2 takva L; Householderova reflektora s desne strane (ukoliko radi jednostavnosti
pretpostavimo da je m > n). Takva isprepletena Householderova faktorizacija poznata je
kao Golub-Kahan bidijagonalizacija.

Napokon dobivamo bidijagonaliziranu matricu B = Han_l...HlALlTLQT...LT

o, a kako su

H; i L; simetri¢ne i ortogonalne matrice, slijedi da je B = H,Hp,_1... HHAL1 Ly... Ly, 5.
Neka je U = H{Hy...H, iV = L1Ls...L, 5, tada bidijagonalnu dekompoziciju mozemo
zapisati na sljedeéi na¢in A = UBVT. Buduéi da gornji lijevi dio od L; sadrzi jedini¢nu

matricu reda ¢ , matrica V' ima sljedec¢u strukturu
1 0
V =
{ 0 @ } ’

Potpunu Golub-Kahan bidijagonalizaciju prikazujemo na na¢in da desni Householderov

gdje je @) ortogonalna matrica.

reflektor L; slijedi iz lijevog H;. Medutim, trivijalna pogreska mogla bi se dogoditi da prvo
sve lijeve Householderove reflektore primjenjujemo uzastopno na matricu A, a zatim desne.
Odnosno, bidijagonalna dekompozicija je kombinacija QR dekompozicije i Hessenbergove
dekomporzicije. Zbog toga, to moze biti problematicno jer ¢e desni Householderovi reflektori
L; ponistiti nule dobivene lijevim. Stoga se lijevi i desni Householderovi reflektori moraju

koristiti isprepleteno kako bi se vratile nule.

3.1.5 Veza bidijagonalne i tridijagonalne dekompozicije

Povezanost izmedu bidijagonalne i tridijagonalne dekompozicije najprije ¢emo ilustrirati
pomocu sljedece leme koja nam otkriva kako konstruirati tridijagonalnu matricu iz bidijago-

nalne matrice.

Lema 1. (/4/, str. 255) Pretpostavimo da je B € M, gornja bidijagonalna matrica, tada su
T, = BB i Ty = BBT simetricne tridijagonalne matrice.
Dokaz. Pretpostavimo da matrica B ima sljedec¢u strukturu.

[ by by 00
0 by bog 0

B = 0 0 b33 by
bTLn
Tada je matrica T = BT B dana izrazom
-b11 0 0 0 --- 7 -bll b12 0 0 o
big by 0 0O --- 0 byy b3 O
T,=B™B=| 0 b b3 0 - 0 0 bsg ba

0 0 by
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b11012 b%g A b%g ba2bag
- 0 b22b23 b%g + b§3

Iz cega se vidi da je ona simetri¢na tridijagonalna matrica kako smo i tvrdili na pocetku.

Sli¢no, moZemo dokazati da je i matrica Ty = BBT simetri¢na i dijagonalna.

[ By By B O oo | [hig @ @ 0 se]
0 boo b23 0 s big by 0 O
Tl = BTB = 0 0 b33 b34 wieis 0 bQ3 b33 0
: : : : e 0 0 b34
bnn . . .
bi, + 0%y biiba 0
biibes b3y + b3y Dbosbss

- 0 bggbgg bgg + b§4

0

Prema lemi (3.1) otkrivamo jedno vazno svojstvo. Pretpostavimo da je A = UBVT
bidijagonalna dekompozicija matrice A, tada simetri¢na matrica AAT ima sljedeé¢u tridija-

gonalnu dekompoziciju.

AAT = UBVTVBTUT = UBBTU”T

Takoder, tada simetri¢na matrica AT A ima sljede¢u tridijagonalnu dekompoziciju.

ATA=VvBTUTUBVT = VvBTBVT

Kao konacni rezultat u ovom odjeljku navodimo teorem koji daje tridijagonalnu dekom-

poziciju matrice s posebnim svojstvima.

Teorem 8 (Tridijagonalna dekompozicija za nenegativne svojstvene vrijednosti). (/4/, str.
256) Pretpostavimo da je A € M, simetricna matrica koja ima nenegativne svojstvene vri-
jednosti, tada postoji matrica Z takva da je

A= BE".

Stovise, tridijagonalna dekompozicija matrice A moZe se svesti na problem pronalaZenja bi-
dijagonalne dekompozicije matrice Z = UBVT, takve da je tridijagonalna dekompozicija
matrice A dana s A= ZZT = UBBTUT.
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Dokaz. Svojstveni vektori simetri¢nih matrica mogu se odabrati tako da budu ortogonalni
kako bi se simetri¢na matrica A mogla rastaviti na A = QAQT, gdje je A dijagonalna matrica
koja sadrzi svojstvene vrijednosti matrice A. Kada su svojstvene vrijednosti nenegativne, A
se moze faktorizirati kao A = AY2AY2,
Neka je Z = QAY?, A se moze faktorizirati kao A = ZZT. Stoga, kombiniranjem dobivenih
zakljucaka slijedi tvrdnja teorema.

O
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