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Sazetak

Tema ovog rada su trobridi krivulje, tj. trojke vektorskih polja povezanih s krivuljom.
Frenetov trobrid ¢ini trojka tangencijalnog polja, normalnog polja i polja binormale te se
moze pridruziti bilo kojoj krivulji u prostoru, osim pravcu. Darbouxov trobrid pridruzujemo
krivuljama koje leze na plohi, te je osim uz krivulju, vezan i uz plohu na kojoj krivulja lezi.
Osim navedenih trobrida, u radu su predstavljene i specijalne krivulje ¢iji je vektor smjera
zadani Darbouxov vektor. U radu su navedeni i odgovarajuci primjeri koji ilustriraju danu

teoriju.

Kljucne rijeci:.
parametrizirana krivulja, Frenetov trobrid, Darbouxov trobrid, krivulja zadanog smjera

Curve frames in R?

Abstract

The topic of this work is a curve frames, i.e. triples of vector fields associated with a curve.
The Frenet frame consists of a tangent field, a normal field, and a binormal field, and it
can be associated with any curve in space, except for a straight line. The Darboux frame is
associated with curves lying on a surface and is linked not only to the curve, but also to the
surface on which the curve lies. In addition to these frames, the work presents special curves
whose direction vector is given by the Darboux vector. The provided theory is illustrated
with corresponding examples.
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parameterized curve, Frenet frame, Darboux frame, direction curve
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Uvod

U ovom radu obradit éemo Frenetov i Darbouxov trobrid krivulje ¢ : I — R3. Opéenito,
Frenetov trobrid koristi se za analizu krivulje kao samostalnog objekta u prostoru, dok se
Darbouxov trobrid koristi za analizu krivulje zajedno s plohom kojoj ta krivulja pripada.
Rad se sastoji od tri poglavlja. U prvom poglavlju definirana je krivulja te njezina pa-
rametrizacija. Definiran je Frenetov trobrid krivulje te zakrivljenost i torzija. Dane su i
Frenetove formule s obzirom na parametrizaciju. U drugom poglavlju definirana je lokalna
teorija ploha, Darbouxov trobrid krivulje te normalna zakrivljenost, geodetska zakrivljenost
i geodetska torzija. U trecem poglavlju, obradujemo krivulje zadane poljima Darbouxovog
trobrida koje leze na regularnoj plohi. Dani su teoremi za krivulje zadanog smjera te teoremi
za Darbouxovu invarijantu koja je jednaka nula.



1. Frenetov trobrid krivulje

U ovom poglavlju obradit ¢emo kljuéne pojmove lokalne teorije krivulja, kao sto su parame-
trizacija krivulje, tangencijalni vektor, zakrivljenost i torzija, te ¢emo saznati njihovu ulogu
u definiranju Frenetovog trobrida krivulje. Sve navedene definicije u ovom poglavlju preuzete
sn iz [2].

1.1. Lokalna teorija krivulja

Prije svega, potrebno je navesti definiciju krivulje kako bismo kasnije mogli uvoditi osnovne
pojmove vezane uz nju.

Definicija 1.1. Glatko preslikavanje s otvorenog intervala I = (a,b) C R u R™ nazivamo
krivulja (parametrizirana krivulja) ¢ u R™.

Krivulje u R? oznacavat ¢emo s

te derivacije

L) = eft) = (@), 5(0), 2(0)

d*c . o e s

Ca (1) = &(t) = ((0),50), £(0).
Nakon sto smo definirali krivulju i njezinu derivaciju, uvodimo pojam regularne krivulje kako
bismo mogli definirati tangencijalni vektor krivulje, a potom i Frenetov trobrid krivulje.

Definicija 1.2. Ako je ¢(t) # 0, t € I kaZemo da je krivulja ¢ : I — R™ reqularna u tocki
c(t). Krivulja c je reqularna ako je reqularna u svakoj svojoj tocki. U suprotnom kazemo da
je singularna u tocki c(t), t € 1.

U definiciji parametrizirane krivulje podrazumijevamo da je krivulja parametrizirana opéim
parametrom ¢, no krivulja se moze parametrizirati i duljinom luka.

Definicija 1.3. Neka jec : I — R"™ regularna krivulja. Tangencijalnim vektorom ili vektorom
brzine krivulje ¢ u tocki c(t) nazivamo derivaciju krivulje ¢ po parametru t uw tocki c(t).
Funkciju ||¢(t)|| nazivamo brzinom krivulje ¢ w tocki c(t). Krivulja c je parametrizirana
duljinom luka ili je jedinicne brzine ako je ||c¢(t)|| = 1,t € I.

Kod proucavanja krivulja cesto je potrebno krivulju parametriziranu jednim parametrom
opisati nekim drugim parametrom, a da im oblik i orijentacija ostanu nepromijenjene. Naziv
nove krivulje dan je u iduéoj definiciji.

Definicija 1.4. Parametrizirana krivuljo é : I — R" naziva se reparametrizacijom para-
metrizirane krivulje ¢ : I — R"™ ako postoji glatki difeomorfizam w : I — I za koji vrijed
¢=cow, odnosno &(t) = c(w(t)) =c(t), t € I,t € I.

Kako bi znali kakve krivulje mozemo reparametrizirati duljinom luka, uvodimo sljedeéi te-
orem.

Teorem 1.1 (vidjeti [2], Teorem 1.1.9). Svaka reqularna krivulja c se moze reparametrizirati
duljinom luka.

U nastavku ¢emo derivaciju krivulje ¢ po opéem parametru t oznacavati s ¢, a derivaciju po
parametru duljine luka s ¢.



1.2. Frenetov trobrid krivulje

Koristec¢i prethodne pojmove mozemo definirati Frenetov trobrid koji nam sluzi za analizi-
ranje krivulje u prostoru, te za izracunavanje zakrivljenosti i torzije.

Definicija 1.5. Neka je ¢ : I — R3 krivulja parametrizirana duljinom luka. Neka je T(s) =
d(s) jediniéno tangencijalno polje od c. Definiramo:

C//(S)

e e 70

polje vektora glavnih normala N(s) =
i polje binormala B(s) = T(s) x N(s).

Tada je uredena trojka (T'(s), N(s), B(s)) desna ortonormirana baza od Rg(s) @ Nazivamo ju
Frenetovim trobridom krivulje c.

U iducoj definiciji dani su nazivi ravnina koje su definirane vektorima Frenetovog trobrida.

Definicija 1.6. Neka je ¢ : I — R? reqularna krivulja v s € I. Ravnina kroz tocku c(s)
razapeta vektorima:

1. T(s) i N(s) naziva se oskulacijska ravnina u tocki s € I,
2. T(s) i B(s) naziva se rektifikacijska ravnina u tocki s € I,
3. N(s) i B(s) naziva se normalna ravnina u tocki s € I.

Kako je Frenetov trobrid ortonormiran, slijedi da je B(s) vektor normale oskulacijske rav-
nine, N(s) vektor normale rektifikacijske ravnine te T'(s) vektor normale normalne ravnine.

U nastavku uvodimo pojam zakrivljenosti krivulje. Intuitivno znamo da je pravac krivulja sa
zakrivljenoséu 0, te da kruznica veceg radijusa ima manju zakrivljenost od kruznice manjeg
radijusa.

Funkcija zakrivljenosti krivulje ne ovisi o polozaju krivulje u prostoru.

Definicija 1.7. Neka je ¢ : I — R3 krivulja parametrizirana duljinom luka s. Funkciju
k: I — R zadanu s

r(s) = ()]
nazivamo fleksijom ili zakrivljenoséu krivulje ¢ u tocki c(s).

Nakon sto smo uveli pojam zakrivljenosti krivulje, idu¢om propozicijom dajemo karakteri-
zaciju pravca.

Propozicija 1.1 (vidjeti [2], Propozicija 1.3.3). Regularna krivulja je pravac ako i samo ako
je k=10,

Dokaz: Pretpostavimo da je krivulja ¢ pravac definiran kao c(s) = sa+b, a,b € R®. Derivi-
ranjem dobivamo: ¢(s) = a i ¢’(s) = 0 iz ¢ega slijedi da je & = 0. Obratno, pretpostavimo
da je K = 0. Treba pokazati da je krivulja ¢ pravac. Iz pretpostavke x(s) = 0 slijedi da je
"(s) = 0. Integriranjem dobivamo da je ¢(s) = as + b. Dakle, krivulja ¢ je pravac. O

Buducdi da su krivulje ¢esc¢e zadane opé¢im parametrom, a ne parametrom duljine luka, korisno
je imati i formulu za zakrivljenost krivulje parametrizirane opéim parametrom.
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Propozicija 1.2 (vidjeti [2], Propozicija 1.3.5). Neka je ¢ reqularna krivulja v R® parame-
trizirana opéim parametrom t. Tada je njezina zakrivljenost

let) x )]
le@n®

Za krivulje mozemo definirati i funkciju torzije.

k(t) =

Definicija 1.8. Funkcyju 7 : I — R definiranu izrazom
7(s) = =N(s) - B'(s)
nazivamo torzija ili sukanje krivulje ¢ parametrizirane duljinom luka u tocki c(s).

Kao i kod zakrivljenosti, korisno je imati i formulu za torziju krivulje parametrizirane opéim
parametrom.

Propozicija 1.3 (vidjeti [2], Propozicija 1.3.8). Neka je ¢ dopustiva krivulja parametrizirana
opéim parametrom t. Tada je njezina torzija

_ (e(t) x &) - €(t) _ det(e(t), (), €t))

le@®) x e lle(t) x eI

Dakle, zakrivljenost i torzija omoguéuju nam detaljnije razumijevanje oblika i ponaSanje
krivulje.

Prije nego sto izvedemo formule za Frenetov trobrid krivulje parametrizirane opéim para-
metrom, navedimo definiciju dopustive krivulje.

Definicija 1.9. Za krivulju ¢ : I — R® parametriziranu opéim parametrom kaZemo da je
dopustiva ako su polja duz krivulje {¢, ¢} linearno nezavisna.

Uocimo da je svaka dopustiva krivulja nuzno i regularna, jer u protivnom su vektori ¢ i ¢
linearno zavisni.

Propozicija 1.4 (vidjeti [2], Propozicija 1.3.10). Neka je ¢ : I — R® dopustiva krivulja.
Tada vrijedi

0=z

N(t) = B(t) x T(t)
) x it)

B0 = Je < a1

Dokaz: Neka je ¢ reparametrizacija duljinom luka krivulje c, tj. ¢&(s) = c(f) i neka je

(T'(s), N(s), B(s)) Frenetov trobrid od ¢. Tada je

&(t) = &(s)s = T(s)|le)]| = TONle)] = T(t) =

Nadalje,
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Znamo da je B(t) jedini¢no polje, a k(t)$> osigurava jednaku orijentaciju vektora lijeve i

desne strane pa slijedi da je

() x (¢
Bl — S X8
[lt) x )|l

N(t) = B(t) x T(t) slijedi iz pozitivne orijentiranosti baze (T, N, B). O

Sljede¢im teoremom koji ima vaznu ulogu u prikazu vektorskih polja pomocu Frenetovog
trobrida, opisana je veza izmedu polja Frenetovog trobrida i njihovih derivacija.

Teorem 1.2 (Frenetove formule) (vidjeti [2], Teorem 1.3.7). Neka je ¢ dopustiva krivulja
parametrizirana duljinom luka s. Tada vrijeds

T = mlN (1)
N' =—-xkT + 7B (2)
B' = —N. (3)

Dokaz: Vrijedi T' = a1T + as N + asB gdje su aq, as, as glatke funkcije. Uo¢imo da formulu
(1) direktno mozemo dobiti iz definicije jedini¢nog vektora glavne normale i zakrivljenosti.
Odnosno, iz N = ﬁ = T?/ slijedi 7" = kN.

Dakle, mozemo zakljuciti da je ay,a3 =01 ay = k.

Uzmimo sada N’ = biT + boN + b3 B, gdje su by, b, b takoder glatke funkcije. Kako je N
jediniéno polje slijedi da je N2 = 1 pa deriviranjem slijedi 2- N - N’ = 0 tj. N -N' = 0.
Pomozimo li izraz s kojim je definiran N’ skalarno sa N zbog medusobne okomitosti vektora
T, N i B dobivamo da je N’ - N = by. Stoga slijedi da je by = 0.

Nadalje, zbog okomitosti vrijedi T'- N = 0 pa derivacija produkta povlaci 7"- N +T-N' =0
odnosno ag + by =0, tj. by = —k.

Neka je B' = ¢;T + ¢oN + csB. Kao i u prethodnom navedenom, zbog okomitosti vrijedi
N-B =0 teslijedi N'- B+ N-B'" =0 odnosno b3 + co = 0. Iz definicije torzije vrijedi:
7 =—N - B iz ¢ega slijedi ¢ = —7 = —b3. S time su pokazani izrazi (2) i (3). [

Pomnozimo li Frenetove formule parametrizirane duljinom luka sa normom vektora prve
derivacije dobivamo Frenetove formule parametrizirane opéim parametrom.

Propozicija 1.5 (Frenetove formule za krivulje parametrizirane opéim parame-
trom) ( vidjeti [2], Propozicija 1.3.11). Neka jec : I — R® dopustiva krivulja parametrizirana
opcéim parametrom. Tada vrijedi:

T(t) = |léllr(t)N(2)

N(t) = [lell(=w®)T() + () B(1))
B(t) = ~|lelr ()N (D).



Primjer 1.1. Odredite Frenetov trobrid, zakrivljenost i torziju krivulje c(t) = (e' cost, e’ sint, e’)
u R3.
Prvo odredujemo prvu derivaciju od c

é(t) = (e’ cost — e'sint, e’ sint + €’ cost, e') = e’(cost — sint,sint + cost, 1).

Zatim normu te derivacije

|e(t)|| = e'y/(cost — sint)? + (sint + cost)? + 1
= €t\/COSQt — 2costsint + sin?t + sin?t + 2sint cost + cos?t + 1

:€t\/2COS2t—|—QSin2t—|—1

— et\/é

= Pdi— %g(cost —sint,sint + cost, 1).

Sada racunamo drugu derivaciju od ¢

é(t) = e'(cost —sint,sint + cost, 1) + e'(—sint — cost, cost —sint,0) = e'(—2sint,2cost, 1)

i j k
= ¢(t) x é(t) = | cost —sint sint+cost 1 |=e*(sint — cost, —cost — sint, 2)
=28t 2cost 1

= ||l&(t) x &(t)|| = e*\/(sint — cost)2 + (— cost —sint)? + 4
= th\/sith—251ntcost+coth+cos2t+ZSintcost+sin2t+4

= th\/QsiHQt—l—Qcoth—i—él

_ G

= B(t) = %’(sint — cost, — cost — sint, 2).

i j k
cost —sint sint+cost 1
sint —cost —cost—sint 2

>[5

2 2
= £(3(sint + cost),3(sint — cost),0) = g(sint + cost,sint — cost,0)

Racunamo zakrivljenost:

k(t) =

é(t) x &(t) V6e? V2
c(t) x ¢

le(t) < &@)] ~ 3y/3edt 3¢t

Za torziju nam je potrebna i treca deriwacija od ¢ pa prvo to izracunavamo
¢(t) = e'(—2sint,2cost, 1) + e'(—2cost, —2sint, 0) = ' (2(—sint — cost), 2(cost — sint), 1)
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(¢(t) x &(t)) - ¢(t) = €*(2(sint — cost)(—sint — cost) + 2(— cost — sint)(cost — sint) + 2)
= e¥(2cos®t — 2sin’t — 2cos®t + 2sin’t + 2) = 2.

Sada mozemo izracunati torziju:

_(e(t) x ét)) - €t) _2¢% 1

[c®) x EOF 6e® et

Slika 1: Frenetov trobrid krivulje c(t) = (e’ cost, e sint, e')



2. Darbouxov trobrid krivulje

U ovom poglavlju obradit ¢emo kljuéne pojmove lokalne teorije ploha kako bismo mogli
definirati Darbouxov trobrid krivulje. Sve navedene definicije u ovom poglavlju preuzete su
iz [3], odnosno [1].

2.1. Lokalna teorija ploha

Kako bismo se uveli u lokalnu teoriju ploha bitno je prvo definirati pojam plohe.

Definicija 2.1. Za podskup S C R® kazemo da je ploha ako za svaku tocku L € S postoji
otvorena okolina V € R3 i preslikavanje r : U — V NS s otvorenog skupa U C R? koje je
glatko preslikavanje © homeomorfizam otvorenih skupova.

Kao sto smo kod krivulja definirali pojam regularne krivulje, tako i kod ploha mozemo
definirati regularnu plohu.

Napomena 2.1. Ploha S je reqularna ako je diferencijal preslikavanja r injektivan.
Sada mozemo definirati preslikavanje iz definicije plohe.

Napomena 2.2. Preslikavanje r nazivamo parametrizacijom ili kartom okoline tocke L
plohe S i pisemo r = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).
Derivacije prvog reda oznacavamo s:

or
Ev vl ) = (Bulu,e), B dw, v), 20, v))
or
% — rv(ua U) = (:Ev<u7 U): y’v(u7 'U)a ZU<U, U)):
a derwacije drugog reda
0%r
w =Tuu (U, U) = (xuu(uv U)a yuu(“a U)a Zuu(ua U))
0%r
m =Ty (U, U) = (xuv (U, U)7 yuv(ug 'U)a Zuw (U, U))
9%r
0 Poplil; ¥) = (B8 By T (0 8); B, T))

Sljede¢im definicijama definiramo glatke krivulje na plohi koje ne smiju ovisiti o parametri-
zaciji.

Definicija 2.2. KaZemo da je preslikavanje c : I — S glatko ako je preslikavanje v~ o c :
I — U glatko, za neku kartur : U — S, ¢(I) Cr(U) .

Definicija 2.3. Svako glatko preslikavanje ¢ : I — S, I C R nazivamo glatkom krivuljom
na plohi.

U parametrizaciji plohe ako fiksiramo jedan parametar mozemo definirati parametarske kri-
vulje.

Definicija 2.4. Neka jer : U — r(U) C S lokalna parametrizacija plohe S i (ug,v9) € U.
Krivulja



o u > r(u,vy) naziva se parametarska u-krivulja
e v — r(ug,v) naziva se parametarska v-krivulja.

Uoc¢imo da za razlicite vrijednosti parametra kojeg fiksiramo, dobivamo razlicite krivulje na
plohi.

Za definiranje jedini¢nog vektora normale karte, vazno je najprije definirati tangencijalni
vektor i tangencijalnu ravninu.

Definicija 2.5. Neka je S reqularna ploha i L € S. Tangencijalni vektor u tocki L je vektor
vy, € TLR? z2a koji postoji krivulja ¢ : I — S, takva da je c(0) = L, (0) = vr.
Skup svih tangencijalnih vektora u L oznacavamo s TpS.

Potprostor 71,5 nazivamo tangencijalna ravnina plohe S u tocki L.

Definicija 2.6. Neka je S reqularna ploha it : U — R? karta koja pokriva podrucje r(U).
Kako je tangencijalna ravnina TpS plohe S u tocki L razapeta vektorima r,,r, jedinicni
vektor normale te ravnine je vektor

Ty X Ty

= ———
[ > 1|

kojeg nazivamo standardnim jedinicnim vektorom normale karte r.

2.2. Darbouxov trobrid krivulje

Kroz analizu zakrivljenosti krivulja, definirali smo Frenetov trobrid. Dok je Frenetov trobrid
izuzetno koristan kada analiziramo krivulju kao samostalni objekt, njegova primjena postaje
izazovnija kada proucavamo krivulje koje leze na plohi. U takvim slucajevima, kada se
krivulja ne pojavljuje kao neovisni objekt ve¢ je povezana s plohom, prikladnije je koristiti
tzv. Darbouxov trobrid.

Definicija 2.7. Neka jer : U — R? parametrizacija reqularne plohe S i neka je pu: I — R3
reqularna krivulja na plohi definirana s p(t) = r(u(t),v(t)). Darbouzov trobrid krivulje p na
plohi S w tocki t € I je uredena trojka (T(t),U(t) x T(t),U(t)) gdje je T(t) tangencijalni
vektor krivulje p, a U(t) vektor normale plohe S.

Definicija 2.8. Neka jer : U — R? parametrizacija reqularne plohe S te neka je p: I — R?
reqularna krivulja na plohi S. Izrazom

k, =N -U

definiramo normalnu zakrivljenost krivulje p na plohi S, pri éemu je k zakrivljenost krivulje
w, N vektor glavne normale krivulje, a U vektor normale plohe koji se izracunava u tocki

(u(t),v(t)) € U.

Geometrijski gledano, normalna zakrivljenost nam pomaze vizualizirati na¢in na koji kri-
vulja mijenja smjer u odnosu na svoju okolinu na plohi. Pozitivnha normalna zakrivljenost
sugerira da se krivulja savija prema normali U plohe, dok negativna normalna zakrivljenost
ukazuje na savijanje od normale U plohe. Ako je normalna zakrivljenost nula, to znaci da
se krivulja savija okomito na normalu U plohe.



Obzirom da Darbouxov trobrid ¢ini bazu prostora V3 jer je on ortonormirana trojka vektora,
tada se svaki vektor iz V® moze prikazati u toj bazi. Definiramo

kN =aT+8(UxT)+~U

i trazimo koeficijente a, 3,7, gdje je KN zakrivljenost krivulje p.
Pomnozimo s vektorima T, U x T, U i dobivamo

a=0,=N-(UxT),y=&N-U.

Uocimo da je v = kN - U zapravo jednaka normalnoj zakrivljenosti k,, pa ¢emo sada =
N - (U x T) nazvati geodetska zakrivljenost krivulje g na plohi S.

Definicija 2.9. Neka jer : U — R? parametrizacija reqularne plohe S te neka je pu = I — R3
reqularna krivulja na plohi S. Funkciju kg, : U — R definiranu izrazom ky = kN - (U x T)
naziwamo geodetska zakrivljenost krivulje p na plohi S. Ako je k = 0 tada je ky = 0.

Vazno je definirati i derivirane formule Darbouxovog trobrida. Nadalje ¢emo radi jednostav-
nosti U(t) x T(t) oznacavati s V(2).

Definicija 2.10. Neka je (T(t), V(t),U(t)) Darbouzov trobrid krivulje p, tada vrijedi
T'(t) = kg V(1) + kn (1)U (1)
Vi(t) = k‘g(t)T( ) +75U(t)
U'(t) = —kn(t)T(t) — 7,V (1),
gdje su k, normalna zakrivljenost, k, geodetska zakrivljenost, T, geodetska torzija zadane sa
kg = ksinf
k, = kcosf
do
dt’

pri cemu je 0 kut izmedu normale plohe U ¢ normale N.

Tg =

Primjer 2.1. Neka je s r(u,v) = (cosu — 5 sinu, sinu + 5 cos u, \/5) zadana parametri-
zacija plohe. Odredite Darbouzov trobrid, normalnu zakrivljenost, geodetsku zakrivljenost i
geodetsku torziju krivulje p(s) = (cos s,sins,0).
Prvo izracunamo tangencijalni vektor krivulje p

T(s) = p'(s) = (—sins,cos s, 0).
Zatim, racunamo derivacije plohe

r, = (—sinu — % COS U, COS U — % sinu, 0),
_, sinu cosu 1
r, = (_W’ Vo ﬁ).
Buduéi da promatramo tocke na krivulji, to su tocke na plohi koje dobivamo zau = s iv = 0.
To éemo odmah koristiti kako bismo pojednostavili izracunavange.

5 ] X i
=71, XTr,=| —sins coss 0 |=—=(coss,sins,0)
__sins cos s 1 \/5

vZ V2 V2

)
= ||oy X || = \/E(Coszs + sin? s) =

N | —
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Uvrstavanjem w formulu za odredivanje vektora normale plohe, dobivamo

By X E
U(s) = ———— = (cos s,sin s, 0).
[0 < 1
Slijedi da je
7 i ok
V(s)=UxT=| coss sins 0 |=(0,0,1).
—sins coss 0

Izracunajmo sada normalnu zakrivljenost, geodetsku zakrivljenost i geodetsku torziju

kn =T -U = (—coss,—sins,0) - (coss,sins,0) = —1,
ky=T -V = (—coss,—sins,0) - (0,0,1) =0,
7, =—-U"-V = —(—sins,coss,0) - (0,0,1) = 0.

Slika 2: Darbouxov trobrid krivulje p(s) = (cos s, sin s, 0) na parametriziranoj plohi r(u, v) =

v k 2 v v
(cosu 75 sinu, sinu + 7= cos u, ﬁ)
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3. Krivulje zadane poljima Darbouxovog trobrida

Nakon sto smo definirali Darbouxov trobrid, u ovom dijelu obradit ¢emo krivulje zadane
poljima Darbouxovog trobrida koje leze na regularnoj plohi i odrediti ¢emo neka njihova
svojstva.

Neka je o = «(t) krivulja parametrizirana duljinom luka koja lezi na regularnoj plohi M.
Oznac¢imo sa (T(t), V(t), U(t)) Darbouxov trobrid i sa

- k., V
D,= (7T - —m—|, k, 0,0
(Tg m) ( Tg) 7& ( )

- k,U
D= |7,T4+ ——_1, kg, 0,0
(TQ + \/W) ( g Tg) 7é ( )

D, = <— k. V + i) (ky, k) 52 (0,0)

2 2
VEn + kg
jedini¢ni oskulacijski (odnosno rektifikacijski i normalni) Darbouxov vektor, a s

(Tékn — kp7y) + kg(TgQ + k?z)

? 72 kg
5 (Tokg — Kg7g) — kn(T; + kz)
7‘ TR
e (knkg — k) + (k2 + k:;)
" k2 + k2

Darbouxovu invarijantu koja ovisi o Darbouxovom trobridu.

Definicija 3.1. Integralna krivulja B,, odnosno B i B, oskulacijskog (odnosno rektifikacijskog
i normalnog) Darbouzovog vektora polja D,, odnosno D, i D, naziva se krivuljom smjera
D, (odnosno smjera D, i smjera D,,) krivulje . Drugim rijecima:

3.1. Frenetov trobrid krivulje zadanog smjera

U ovom poglavlju odredujemo Frenetov trobrid krivulja S,, 8, i B,.

Teorem 3.1 (vidjeti [1], Teorem 4.). Neka je 3, krivulja smjera D, krivulje ov. Ako je 5, # 0
onda su Frenetov trobrid (Ts,, Ng,, Bg,), zakrivljenost kg, i torzija 15, dani s

!/

— U
Tﬂo = DO, Ngo = —6—, . BBO =gl
I

kﬁo = gl T8, = 1/k%—|—7’3,

gdje je e = 1, &d, > 0.

12



— _ kal(7 gk — Kirg) + kg (75 + F)] T4 7g[(7'gkn — kyg) + kg (73 + K2)]

Dokaz: Zmamo Tg, = D, = <TgT — —fuV )

=D =
: G + R 2 + R
= kpoo T + 750,V
= Gl .
Onda je
— U’
Do = —50—/. (4)
0]
Uzimajuéi u obzir normu od (4) dobivamo Hﬁ;” = €0,, € = £1(ed, > 0).
Zatim,
D, U
N/Bo = _O = =g 5
D, | |

Znamo da je Bg, =T, x N, pa slijedi B, = eU.

Pokazimo jos zakrivljenost i torziju:

kg, = || D, || = &b,

/ LY . )
73,(t) = =Ny (¢) - By, (1) = —(_ cotr w) Ul = /R

il

Teorem 3.2 (vidjeti [1], Teorem 5.). Neka je 3, krivulja smjera D, krivulje a. Ako je §, # 0
onda su Frenetov trobrid (Ts,, Ng,, Bg,), zakrivljenost kg, i torzija 15, dani s

!/

— A
TIBT = DT7 Nﬂv‘ = _6—7 BBT = E:V
IV

k?gT = €0z, T8, = Q/k‘g—l—TgZ,

gdje je e = £1, €6, > 0.

Dokaz: Zmamo Tp, = D, = <TgT Ao \/]IZUT)

=3 \'%
=D = —O'T(—k/‘gT —+ TgU) = —O'TV, = —(STW

T

Onda imamo
|D.|| = &6,, e = %1 (6, > 0).

Zatim,

D, A4
—E

NBT —_— — —_—
1D, | IVl
Bﬂr = Tﬂr X N/gr =eV.

13



Pokazimo jo$ zakrivljenost i torziju:

kg, = D, = €6,

A% , :
0. = =N () By ) = = = erm V) = IV = i 4 7.

|

Teorem 3.3 (vidjeti [1], Teorem 6.). Neka je B, krivulja smjera D,, s zakrivljenost i T
torzija krivulje . Ako je T # 0 onda su Frenetov trobrid (T, , N, , Bg,), zakrivljenost kg, i
torzija 73, dani s

_ d B
TBn = Dn, Nﬁn — —E—/ g Bﬁn =T b
1T

kg, = €Ty 1y, = K

gdje je e = 1, €6, > 0.

Dokaz: Znamo Tjp, = D, = ( -k, V + kU

— T/
1T
Kako je
5 — knkg — knky + (k2 + k;) .
" k2 + k2

slijedi

— T/

D =—7—. (5)

1T

Uzimajuéi u obzir normu od (5) dobivamo ||D),|| = e7, ¢ = £1 (¢6, > 0).
Zatim,

T
n = —€ /
T
B,Bn = Tﬁn X Nﬁn —&T.

Ng

Pokazimo jos zakrivljenost i torziju:
—
ko, = || Dyl = e,

75, (t) = —Np, (t) - By, (t) = \/kZ + k2 = 5.

g n
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3.2. Krivulje zadanog smjera s konstantnom torzijom

U ovom dijelu promatramo slucajeve kada krivulje smjera /3, (odnosno S, i (3,) imaju kons-
tantnu torziju.

Teorem 3.4 (vidjeti [1], Teorem 10.). Neka je a = a(t) krivulja parametrizirana dulji-
nom luka koja lezi na regularnoj plohi M, takva da je 6, # 0 i B, = B,(t) krivulja smjera
D,. Ako krivulja B, ima konstantnu torziju onda normalna zakrivljenost i geodetska torzija
zadovoljavaju sljedecée jednakosti:

kn = 15, cos(6(t)),
Tg = 7g, sin(6(¢)),

gdje je
6(t) = j:/(ekﬁo — kg)dt ako je k, # 0 ili
git) = j:/(ekﬁo — kg)dt + g ako je T, # 0.

Dokaz: Vrijedi 75, = \/k3 + 72 > 0.

Deriviranjem prethodnog izraza dobivamo k,k;, + 7,7, = 0. Promotrimo sada dva slucaja:

1. Ako je k, # 0, mnozenjem kg, = d, s ’,z—" i koristenjem prethodne jednakosti dobivamo

!
kﬁo =£ (k—g + k’g) i (6)

Kako je
Y
k. 1 — (%)2
pa uvrstavanjem u (6) dobivamo
" %
ks, = ieﬁ + ek, <> ckp, — kg = iﬁ (7)

TBo

Integriranjem (7) dobivamo:

Ty = Tg, Sin <:|: /(51{:30 — k’g)dt),
k, = 13, cos (j: /(skgo — kg)dt)

pa slijedi da je
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2. Ako je 7, # 0, mnoZenjem kg, = €0, s :—Z i koristenjem k, k;, + 7,7, = 0 dobivamo

ks, = g(_k; + kg). (8)

Tg
Kako je
' L
E — 4+ Bo -
b _ (En )2
SN
pa uvrstavanjem u (8) dobivamo
L LY
kﬁo:e(ﬂpT’#Jrkg)@gkgo—kg:th—o. (9)
- (B2 - (B2

Integriranjem (9) dobivamo:

kn = 73, sin <$ /(51650 — kg)dt>,
Ty = Tp, COS (:I: /(51950 — kg)dt>.

Kako nam je 0(t) = £ [(ekg, — k,)dt dobivamo trazeni rezultat.

pa slijedi da je

|

Teorem 3.5 (vidjeti [1], Teorem 11.). Neka je a = «(t) krivulja parametrizirana dulji-
nom luka koja lezi na regularnoj plohi M, takva da je 6, # 0 i 5, = B,.(t) krivulja smjera
D,. Ako krivulja B, ima konstantnu torziju onda normalna zakrivljenost i geodetska torzija
zadovoljavaju sljedecée jednakosti:

kg = 73, cos(6(t)),
Tg = T8, sm(@(t)),

gdje je
0(t) =+ /(ekgr + ky)dt ako je ky # 0 ili
o(t) = + /(51% + ky)dt + g ako je 7, # 0.

Teorem 3.6 (vidjeti [1], Teorem 12.). Neka je a = a(t) krivulja parametrizirana duljinom
luka koja lezi na regularnoj plohi M sa torzijom 7 # 0 i 5, = B,(t) krivulja smjera D,,.
Krwulja B, ima konstantnu torziju ako © samo ako je zakrivljenost k krivulje o konstantna.

Ranije smo definirali i analizirali krivulje zadanog smjera u uvjetima kada je J, (odnosno 9,
i 0,,) razlicito od nule. U ovom dijelu prouciti ¢emo slucaj kada je §, = 0 (odnosno 9, i dy,).
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Teorem 3.7 (vidjeti [1], Teorem 13.). Neka je o« = «(t) krivulja parametrizirana duljinom
luka koja lezi na regqularnoj plohi M i B, = Bo(t) krivulja smjera D,. Tada je §, = 0 ako i
samo ako vektor polozZaja od B, lezi u oskulacijskoj ravnine krivulje o.

Dokaz: Prvo éemo dokazati nuznost. Pretpostavimo da je &, = 0. Iz (4) slijedi D, = const.
Pa zakljuéujemo 3, - U = [ D,dt-U = (D, [dt)- U= [dt(D,-U) =0.

Sada dokazujemo dovoljnost. Pretpostavimo da je 8, = AT + ©V, gdje su A i p diferencija-
bilne funkcije. Deriviranjem S, po t varijabli dobivamo

Tyl — BV
NCES:

sto se nakraju svodi na sljedeée tri jednakosti

B, = = (N — k)T + (4 + M)V + (u7, + Ak, )U

_
N — pky = ——8
Wo = R+ 2
—k
"Nk i
WA= e
puty + Ak, =0,

pri ¢emu je (7,4, k) # (0,0).
Iz trece jednakosti izrazimo p i stavimo u prvu jednakost

k ok
p=—Ass N gty o T

2 "
T M 1/kin—|—7'g

Rjesavanjem linearne diferencijalne jednadzbe dolazimo do rjesenja

knkgd

d.T+F:| -f ,

- [ i

gdje je I realna konstanta. Uvrstimo li A u izraz za p dobivamo

knkg knkg g
9 :

dt+F] -1

"

Sada kada to deriviramo

kN (k\?2 T knkg gy _ pEakg g
") =| — [ )k L b PN - Pt
i =[- () + (2) w] | [ ! ™ e e

kn
NGET)
Uvrstavanjem A i ¢/ u drugu jednakost dobivamo
E\' ko, \ 2 T ’“9 dt E.L FH k
_ + )k —g dt + F g I LR
GGl gt e
T - ’“n’“gd —k,
+ —f e “ir + F = ————
{/\/k3+rg } Y. B

) kn\ T, [ Erka g kg gy
{20 iyl = _ T3, gy pled T ® _
{(Tg> g( " (Tg> )} {/\/1@34‘7'92 " }

Slijedi da je ¢, = 0. O

nk
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Teorem 3.8 (vidjeti [1], Teorem 14.). Neka je a = a(t) krivulja parametrizirana duljinom
luka koja lezi na regularnoj plohi M i 5, = B,(t) krivulja smjera D,.. Tada je 6, = 0 ako i
samo ako vektor poloZaja od B, lezi u rektifikacijskoj ravnini krivulje o.

Teorem 3.9 (vidjeti [1], Teorem 15.). Neka je a = a(t) krivulja parametrizirana duljinom
luka koja lezi na regularnoj plohi M i 5, = B,(t) krivulja smjera D,,. Tada je 7 = 0 ako i
samo ako vektor poloZaja od B, lezi u normalnoj ravnint krivulje c.
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