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1 Uvod

Obic¢na diferencijalna jednadzba

dz(s)
ds

= CL(S,:L‘(S)), ZL'(O) = Zo,

opisuje polozaj Cestice x(t) koja se giba brzinom a(s,x) ovisno o vremenu i trenutnom po-
lozaju. Slu¢ajne uc¢inke, uzrokovane pogreskama u mjerenju ili neopservabilnim utjecajima,
moze se uzeti u obzir dodavanjem slucajnog poremecaja koji moze ovisiti o trenutnom po-
lozaju. Neka je (€2,.%#, P) vjerojatnosni prostor, B = (By, t > 0) Brownovo gibanje na tom
vjerojatnosnom prostoru i F = (%, t > 0), gdje je # = 0(Bs,0 < s < t) prirodna filtracija
Brownovog gibanja. Jedan od nacina za uvodenje sluc¢ajnosti u diferencijalnu jednadzbu
je slucajnost pocetnog uvjeta i uvodenje slu¢ajnog Suma, odnosno dobivamo stohasticku
diferencijalnu jednadzbu

dXt = a,(t, Xt)dt -+ b(t, Xt)dBt, Xo((,d> = Y(W), 0 S 4 S T, (1)

gdje su a(t, ) 1 b(t, z) deterministicke funkcije s pretpostavkom da su to neprekidne funkcije
prostorne i vremenske varijable. Funkciju a(t, ) nazivamo drift parametar, a b(t, x) para-
metar difuzije. RjeSenje stohasticke diferencijalne jednadzbe (1) tada postaje slucajni proces
(Xi,t € 10, T)) ¢ija slucajnost proizlazi iz pocetnog uvjeta i Suma generiranog Brownovim
gibanjem.

Zbog g.s. nediferencijabilnosti trajektorija Brownovog gibanja stohasticku diferencijalnu jed-
nadzbu zapravo treba shvatiti kao stohasticku integralnu jednadzbu

t ¢
X =Xy +/ a(s, Xs)ds + / b(s,Xs)dBs, 0<t<T,
0 0

gdje je prvi integral na desnoj strani Riemannov integral, a drugi Itév stohasticki integral.
Brownovo gibanje B naziva se pogonski proces Itove stohasticke diferencijalne jednadzbe.



2 Brownovo gibanje

Buduéi da je Brownovo gibanje pogonski proces stohasticke diferencijalne jednadzbe, u ovom
¢emo poglavlju definirati Brownovo gibanje, navesti nekoliko bitnih svojstava tog sluc¢ajnog
procesa i razloge uvodenja stohastickih integrala.

Definicija 1. Brownovo gibanje B = (B, t > 0) je slucajni proces s indeksnim skupom
[0, 00) 1 vrijednostima u R koji zadovoljava sljedece uvjete:

e By=0gs,;

e Prirasti By, — B,
cor <ty < 00

., Bt, — By, su nezavisni za sven > 0, 0 =1t <t <t <

n—13°"*

® Bt—BSiBHh—BHh za sve 0 < s < t1izasve h za koje vrijedi s + h > 0;
e B, — B, ~ N(0,t — s), gdje je N(0,t — s) normalna distribucija;
e t— Bi(w) je neprekidna g.s.

Po definiciji, Brownovo gibanje je slucajni proces sa startom u By = 0, nezavisnim i
stacionarnim prirastima i g.s. neprekidnim trajektorijama. Za proces (B; 4+ a,t > 0), a € R
kazemo da je Brownovo gibanje sa startom u a. U nastavku ¢emo podrazumjevati da je B(t)
isto §to 1 By, te ¢emo za prirast Brownovog gibanja koristiti oznaku A;B = By, — By, .
Neka je (B(t),t > 0) Brownovo gibanje i a > 0 fiksno. Tada je (W (t),t > 0),W(t) :=
B(t+a)— B(a) takoder Brownovo gibanje. Vrijedi W (0) = 0, a g.s. neprekidnost trajektorija
nasljedena je od standardnog Brownovog gibanja. U nastavku é¢emo izvesti ostale uvjete iz
Definicije 1. Za sve s <t imamo

W(t) —W(s) =B(t+a) — B(a) — B(s+a) + B(a) = B(t + a) — B(s + a) ~ N(0,t — s),
W(t+h)—W(s+h)=B({t+h+a)— B(a) — B(s+ h+a) + B(a)
=B(t+h+a)— B(s+h+a) ~N(0,t—s),
gdje je h > —s. Akojety=0<t, <---<t,, onda je
W(tj) —W(tj_l) :B(tj+a) —B(tj_1+a) zZa svej: 1,...,n,

odnosno nezavisnost prirasta procesa (W (t),t > 0) nasljedena je od nezavisnosti prirasta
Brownovog gibanja.

Lema 1. Neka je (B(t),t > 0) Brownovo gibanje i W(t) := B(t+a)— B(a). Tada su procesi
(B(t),0 <t <a)i(W(t),t >0) nezavisni, to jest o-algebre generirane ovim procesima su
Nezavisne:

FB.=0(B(t):0<t<a) jenezavisna od FL :=o(W(t):0<t< o0).

a o0

Posebno vrijedi B(t) — B(s) nezavisno od FEP za sve 0 < s < t.

S

Dokaz se moze pronaci u [2]. Tvrdnja Leme 1. govori da je posljedica nezavisnih prirasta
Brownovog gibanja to §to Brownovo gibanje nema "memoriju", odnosno svojstvo pamcenja.

Teorem 1. Brownovo gibanje B = (By, t > 0) je %—sebi—slicvan proces odnosno za svaki ¢ > 0
1t >0 vrijedi By ~ C%Bt. Posebno, (c_%Bct, t > 0) je takoder Brownovo gibanje.
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Tvrdnja Teorema 1. se lako vidi promatrajuéi normalnu distribuciju. Znamo da vrijedi
1
N(0, ct) = c2N(0,t) odnosno

Bu L By — By ~ N(0,ct) = c2N(0,t) ~ ¢2(B; — By) £ c2B,.

U nastavku se bavimo kvadratnom varijacijom Brownovog gibanja i njezinim posljedicama.
Prvo definiramo pojam jake p-varijacije.

Definicija 2. Neka je f: [0,00) — R funkcija i 7 = {to,t1,...,t,},0 =1t <t; < ... <tp, =

t, kona¢na subdivizija intervala [0,¢]. Sa |7| := max (t; —t;_1) oznacavamo duljinu najveceg
] n

podintervala subdivizije. Za p > 0 p-varijacijska suma za 7 je

Sr(f;n) Z|f Z|f )P

Supremum po svim konac¢nim subdivizijama je jaka p-varijacija
VAR,(f;t) :=sup{S;(f;n) : T je konacna subdivizija od [0,1]}.

Cesto se za zadani niz kona¢nih subdivizija (7,,)n>1 od [0,1] za koji vrijedi lim |7,| = 0
- n—oo

definira p-varijacija kao

varp(f;t) = lim S;*(f;n).

|Tn|—0
Jaka varijacija VAR, (f;t) je uvijek definirana, a ako var,(f;t) postoji onda vrijedi VAR, (f;t) >
vary(f;t).

Teorem 2. Neka je B = (B, t > 0) Brownovo gibanje i (7,,),>1 proizvoljan niz konac-
nih subdivizija od [0,t] koji zadovoljava lim |r,| = 0. Tada vrijedi konvergencija u srednje-
n—oo
kvadratnom smislu, odnosno
vary(B;t) =t.

S vary(B;t) oznacavamo kvadratnu varijaciju Brownovog gibanja.

Dokaz. Neka je T = {to,t1,...,t,},0 =1ty < t; < ... <t, <t, bilo koja kona¢na subdivizija
od [0, t]. Brownovo gibanje ima nezavisne i stacionarne priraste pa vrijedi

E[A;BA,B] = ! ! %J.
Var(AlB) e tz = ti—l B Az =17
Tada je

n

| Y (B(t) - By-10| = L EIB) - B0 = 3~ t5-1) = .

j=1 J=1
Tada koriste¢i nezavisnost prirasta Brownovog gibanja i formulu Var(X) = E[X?] — (E[X])?

vrijedi

E [(i(B(tj) — B(t;_1))? — tﬂ = Val"(i(B(tj) - B(tj—l))2>

J=1 J=1

= ZVar ((B(tj) — B(tj—l))2)

= S IBIB(;) — Bl — (45— t2)7)



Uo¢imo da je B L8 — By~ N(0,1) i znamo da je E[Bj] = 3. Koriste¢i svojstvo

B; — B, 2 Bi_s1 %—sebi—sliénost Brownovog gibanja dobivamo

E[(B(t;) — B(t;1))'] = BB}, ] = El(\/G — 61B1)"] = 3(t; — t;1)"

Znamo da || — 0 pa slijedi

B [(fj(B(tn - B(t0)? —t) } =320ty

j=1 7=1

< 20|y (t; —tj_1) = 2|7]t = 0.

J=1

Posljedice Teorema 2. navedene su u nastavku, a dokazi se mogu pronaci u [2].

Korolar 1. Za gotovo sve trajektorije Brownovog gibanja vrijedi:
sup {Z |B(tj) — B(tj_1)|F : 7 je konacna subdivizija od [O,t]} = 00¢.5. za svep < 2.
j=1

Tvrdnja Korolara 1. za p = 1 zna¢i da Brownovo gibanje nema ograni¢enu varijaciju.
Funkcija f : [0,00) — R zove se (lokalno) Holder neprekidna funkcija reda o > 0, ako za
svaki segment [a, b] C [0, 00) postoji konstanta ¢ = ¢(f, a, [a, b]) tako da vrijedi | f(t)— f(s)| <
clt — s|* za sve s,t € [a,b]. Za a = 1 kazemo da je funkcija f Lipschitz neprekidna.
Korolar 2. Gotovo sve trajektorije Brownovog gibanja nisu (lokalno) Holder neprekidne reda
o> 1.

Tvrdnja Korolara 2. povlaci da trajektorije Brownovog gibanja nisu Lipschitz neprekidne

i nisu diferencijabilne.

Teorem 3. Neka je B = (B, t > 0) Brownovo gibanje. Tada je funkcija t — By(w) za
gotovo sve w € () nediferencijabilna.

Glavni razlozi uvodenja stohastickih integrala su neograni¢ena varijacija i nediferencija-
bilnost trajektorija Brownovog gibanja. Vise o tome moZe se pronaci u [1], poglavlje 2.1.2.



3 Itov stohasticki integral

U ovom poglavlju navodimo Itév stohasticki integral koji ¢e nam trebati u nastavku. Neka
je B = (B, t € [0,T]) Brownovo gibanje. Neka je C = (C,t € [0,T]) proces adaptiran na
prirodnu ﬁltraciju Brownovog gibanja .%#; = o(Bs,s < t), t € [0,T]. Nadalje, pretpostavimo
da vrijedi fo [C?)dt < oo. Ttov stohasticki integral slucajnog procesa C' je

t
:/ CidB,, te[0,T].
0

Itovi stohasticki integrali ¢ine slucajni proces (I;(C), t € [0,7]). Za danu subdiviziju
T, 0=t <ty <lag<...<th_1 <t,=T

it € [ty_1,1x], sluajna varijabla I;(C') je "bliska" Riemann-Stieltjesovoj sumi

thz 1 Bt 1)+Ctk 1( Btkﬂ)'

Ova aproksimacija je bolja (u srednje-kvadratnom smislu) §to vise profinimo subdiviziju 7,
intervala [0,7T]. U nastavku ¢emo u obliku teorema navesti bitna svojstva koja zadovoljava
[tov stohasticki integral, a dokazi se mogu naci u [1].

Teorem 4. Neka je proces C = (Cy,t € [0 T)) adaptiran na prirodnu filtraciju Brownovog
gibanja (Fy, t € [0,T)) za kojeg vrijedi fo E[C?dt < co. Tada vrijedi:

- Slucajni proces (I;(C), t € [0,T]) je martingal w odnosu na prirodnu filtraciju Browno-
vog gibanja (Fy, t € [0,T]).

- Ocekivanje Itovog stohastickog integrala je nula.

- Itov stohasticks integral zadovoljava svojstvo izometrije:

E Uot Csstr = /OtE[Cg]ds, te[0,T).

Zanima nas stohasticki analogon pravila

[f(g(s))) = f(9(5))d (s),

gdje su f i g diferencijabilne funkcije, odnosno u integralnom zapisu

F(g()) — F(g(0)) = / F(g(s))g'(s)ds = / F(a(s))dg(s)

U Itovom rac¢unu Itova lema (formula) je analogon pravila za derivaciju kompozicije funkeija.

Teorem 5. Neka je funkcija f dva puta neprekidno diferencijabilna. Itéva lema za Brownovo

gibanje je
50— 1050 = [ $5 [ e, o<

U nastavku é¢emo navesti opcenitije verzije Itove leme. Koristit ¢emo sljedeée oznake za
parcijalne derivacije funkcije f:



filt, @) = 3 f (1, 22)

i =1, go—=x

fii(t, %) = 5 50 f (@1, 22)

E1=t,Lo=12

Teorem 6. Neka je f(t,x) funkcija dvije varijable s neprekidnim derivacijama drugog reda
po varygablama t © x. Tada vrijedi:

f(t,Bt)—f(s,Bs):/ {fl(m,BxH%fw(x,Bx)} dm+/f2(x,Bx)de, sk

Definicija 3. Za slucajni proces X = (X;,t > 0) kazemo da je [tov proces ako vrijedi
t t
X, =Xy / AWds + / APdB,,
0 0

gdje su (Agl), t>0), (A,@, t > 0) adaptirani na prirodnu filtraciju Brownovog gibanja i oba
integrala su dobro definirana.

Teorem 7. Neka je X Itov proces i f(t, x) funkcija dviju varijabli s neprekidnim derivacijama
drugog reda. Tada vrijedi:

t
f(ta Xt) - f(S7Xs) = / |:f1(vay) - Ag(/l)fQ(y7Xy) =+ % (A§2))2 f22(y7 Xy) dy

t
+/ AP foly, X,)dB,, s<t.

4 Stratonovichev stohasticki integral

U proslom poglavlju naveli smo da se Itov stohasticki integral moze aproksimirati Riemann-
Stieltjesovim sumama oblika

k—1
Z Cr \AiB+ Gy, (Br— By, _,) za tpq <t <1y,
i=1
za subdivizije
il =l < <h <. Ly g <ty =T
za koje vrijedi
max (t; —t;_1) > 0, n — oo.

=10t
U Riemann-Stieltjesovim sumama vrijednosti procesa C' odabrane su u krajnjim lijevim
tockama podintervala [t;_;,t;]. Neka je sada proces C dan s C; = f(By), t € [0,T], gdje je
funkecija f dva puta diferencijabilna na [0, T]. Moze se pokazati da niz Riemann-Stieltjesovih
suma (S, ),y definiran s

Su=>_ f(By)AB, (2)
i=1
gdje je y; = “;;ti, ¢t = 1,...n, konvergira u srednje-kvadratnom smislu ako nax (t; —

ti—l) — 0.



Definicija 4. Jedinstveni limes u srednje-kvadrtnom smislu S7( f(B)) niza Riemann-Stieltjesovih
suma (2) postoji ako vrijedi fo [f?(B;)] dt < oo. Limes se zove Stratonovichev stohasticki

integral od f(B) i oznacava s
i
:/ FiB.ndb;.
0

Si(f(B)) = / F(By) 0dB,, t € [0,T]

Stratonovichev stohasticki integral

je limes u srednje-kvadratnom smislu odgovarajuceg niza Riemann-Stieltjesovih suma.

Primjer 1. Neka za subdiviziju 7, = {to,t1,...,tn}, 0=t <t; <ty < ... <t <t, =T,
segmenta [0, T vrijedi max (t; —ti_1) — 0. Neka su Riemann-Stieltjesove sume oblika

=1,...

SZ:ZB%AZBv B:(Bt7t€ [07T])>

1=1

gdje je y; = ( i-1+t),i=1,...,n. U nastavku éemo pokazat da niz (SZ)HGN konvergira u
srednje- kvadmtnom smislu prema B 7./2. Znamo da je

n

Sa=3 Bu,w(B,— B )= (Bti,ﬁti Bi, — Bu_y+s; Btl.A) : (3)
i1 2 2 2

i=1

Uocimo da vrijeds
) 2 2
(Bti — Bti*1+ti) = Bti = QBtiBti,ﬁti + BtFlH”
2 2 - 2

odnosno

.o 1.5 1 2
Bti7§+ti Bti = EBtl + §Bti—é+ti - 5 (Btz - Bti,;+ti) - (4)
Analogno dobivamo 1
Bei B, = B2 41p2 ! (B B )2 (5)
ti*é“i ti—1 — 9 tia 92 tz?;“i 92 ti*;rti ti—1 '
Ako u (8) uvrstimo (4) i (5) dobivamo
1 2 1 1 1 2
2 2 — = — Dt t; —— 2 — — % L — ti_1+t; — -
Z{ Bt Bl A D) (B“ B—“é“) g Bis — g By 3 (B—“J’ B’*’*) ]
1, 1_, 1 2 1 2
= |:§Btz = §Bti71 = 5 (B 5 Bti 1+t') 5 (Bti,é+ti == Bti~l) :|

1 1 2
52 (B2 — B2 ) 52 [(Btl i — By 1) (Bti—BtigHi) }

Raspisemo prou sumu, iskoristimo By = 0 ¢ dobivamo

il n—2 n n—1

L i
52(3@—5’21)25{831—B§+Bt22—Bfl+Bt23—Bt22+---+Bfn B  +B B

1 1



Oznacimo

n n

Qu(T) =Y (B; _ Bt“)2 i Wa(T) =Y (Bti - B#Y.

i=1 =1

Za Brownovo gibanje vrijed:

E[A;BA;B] = {° X
Var(AZB) = tz = ti—l = A,L ,’L' = j

Ako to iskoristimo dobivamo

E[Qn(T)] = i:E [(B% - Btiﬁ1>2] — i:\/ar (Buoyets = Bi,) = En: <t"‘1 t. ti_1>
i=1 i=1

g = 2
=t tia) _t ottt t3 b ln1 tn2  tn  ln1
_1_1(2 2)_2 2 " L Tt 2 T3 2
_ty T
22

Slijedi:
. . . tio1+ 1 (bt
EWnT = E (B.—Bti71 ti) = tz— — B —
[()]Z{“%}‘( 2)_(22)
=1 =1 =1
1 T
- ga=T
. 2
=1
Nadalje opet zbog nezavisnosti prirasta Brownovog gibanja vrijedi
= 2
Var(Qu(T)) = > Var ( (Beyee — Bi,,)
(@) = S var ((Brges - B)')
n 4 ti_ tz 2
bl n)] (5]
= P 2
=S {E {(Btiﬁti -~ Bi..,) ] - —A?].
: 3 4
=1
Znamo da vrijedi By ~ N (0,1) ¢« EB} = 3. Iskoritimo li jo§ Be,_,+t; — By, _, 4 Bu i+
2 P) =1
1

i 5-sebi-slicnost Brownovog gibangja dobivamo

(O B PR ()

3 3
t;—ti1)” = ZA?'

=12 (
Odnosno, vrijeds

3 1 1
var(@nu() = 3 (41 - 7a1) =3 3 oa%
i=1 =}

8



Zbog max A; — 0 slijeds

Kako je 2
Var(@u(1) = E|(@u(7) - 5 ) |

pokazano je da Qn(T) konvergira u srednje-kvadratnom smislu prema T/2. Analogno se
pokaze da W, (T) takoder konvergira u srednje-kvadratnom smislu prema T /2. Zakljucujemo

da
1

Sn =5Br+5 ~[Qu(T) = Wy (D)

konvergira u srednje-kvadratnom smislu prema
1 B2+ T T
2 2 2)°

odnosno prema %B% To je vrijednost odgovarajuceq Stratonovichevog stohastickog integrala,
odnosno vrijeds

T
1
Sr(B) = / B, 0dB; = 53%.
0

Riemann-Stieltjesove sume Z B, A;B, k =1,...,n nisu konstruirane kao martingal i slu-

cajni proces (B2/2,t € [0, T]) takoder nije martingal w odnosu na prirodnu filtraciju Browno-
vog gibanja. Neka je F; = o(Bs, s < t) prirodna filtracija Brownovog gibanja. Tada vrijeds

1
E[Bf/2|g4‘5] - §E[(Bt — B+ BS)2|§S]

= L[E[(B. — B.Y|#] + 2E[(B, ~ B)B.F.] + BB

= %[E[(Bt — B,)?] + 2B,E[B; — Bi] + B;]
= Jlt—s)+ Bl = 2t 9) + B

U raspisu je koristeno E[(B; — Bs)] = 0 @ (B; — Bs)? nezavisno od Fs (Lema 1.).

Rezultat foT BgodB, = %B% pokazuje da vrijedi pravilo za derivaciju kompozicije funkcija.
Neka je b(t) deterministiéka diferencijabilna funkcija takva da je b(0) = 0. Koristeéi jednakost

1d%) =b(s ) slljedl

2 ds

Ako b(T) zamijenimo Brownovim gibanjem Bp dobivamo prethodno izra¢unat stohasticki
integral. Ali ovo je samo formalna zamjena, buduéi da je to pravilo primjenjivo na diferen-
cijabilne funkcije. Razlog koristenja Stratonovichevog stohastickog integrala je u tome sto
formalno zadovoljava pravilo za derivaciju kompozicije funkcija. Moze se pokazati da vrijedi
sljedeéi teorem.




Teorem 8. Pretpostavimo da funkcija f zadovoljava

/OE[f(Bt)]th<oo i /OE[f’(Bt)]th<oo.

Tada vrijeds formula:

T 13 1 (7
0 0 0
Dokaz. Neka je Taylorov razvoj funkcije f dan s

f(Bzﬁ) = f(Bti—l) + f/(Btifl)(Byi 53 Btiﬂ) Tt

Tada vrijedi
S = En:f(Byi)AiB - f: f(Bi,_)AB + Z F(By,_)(By, — B, )AB+...
=1 =1 1=l
= zn: F(Bi,_)AiB + En: F'(Bi,_,)(By, — Bi,_,)(Bi;, = By, + By, — Bi,_) + . ..
=1 =1
= EH: f(By_)A:B + z": f'(Bti_y)(By, — By ,)?
=1 =1

+ Z £ (B )(By, — Be_)(By, — By,) + ...

2 —~(3
=89 +5 )+Sn()+...

(1

Prema definiciji Itovog integrala niz suma (Sn > konvergira u srednje-kvadratnom
neN
smislu prema fOT J(B:)dB;.

~(2
U zapisu Sn( pojavljuje se (B,, — By, ,)®. U Primjeru 1. pokazali smo da vrijedi

1 1
E[(Byz - Bti,1)2] = 5(@ — ti—l) = §A7,

2 1
Var (B, - Bi,.,)") = SA%
Ako vrijedi max A; — 0, onda je

t=1v0

1
Var ((Byi — Btiﬁl)Z) < §Ai max A; — 0.

e I

Kako je
1 2
((Byi - Bti71)2 - §Al)

pokazano je da (By, — B, ,)* konvergira u srednje-kvadratnom smislu prema %Ai. Zbog

Var <(Byl. - Bti,1)2> —H

—~

toga (Sn( )> konvergira u srednje-kvadratnom smislu prema % fOT f'(By)dt. Znamo da je
neN
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o~

3
E[(By, — Bt,_,)(Bt, — By,)] = 0 pa (Sn( ))neN konvergira u srednje-kvadratnom smislu prema

0. Prema Definiciji 4. (§;)neN konvergira u srednje-kvadratnom smislu prema fOT f(Bt)odBs.
Uzimajuéi u obzir te konvergencije dobivamo tvrdnju Teorema 8. 0l

Uzimanje specificne funkcije f(t) = ¢/(¢) i primjena jednostavne verzije Itove leme (Teorem
5.) daje tvrdnju Korolara 3.

o(Br) = 9(Bo) = | g BB+ [ @ (Byas= [ fBaa+s [ B

i
:/ g'(Bs) o dBs.
0

Korolar 3. Za Stratonovichev stohasticki integral vrijedi:

9(Br) — g(By) = / ¢(B,) o dB,

Tvrdnja Korolara 3. ne znaci da je Stratonovichev stohasticki integral klasi¢ni Riemannov
integral.

2

Primjer 2. Uzmimo funkciju g(t) = t*. Tada iz tordnje Korolara 3. dobivamo

g 1 2 1 2 1 2
; Bt [©] dBt = QBT = §B0 = §BT

Ovo je u skladu s vrijednosti Sp(B) iz Primjera 1.

Primjer 3. Uzmimo funkciju g(t) = e'. Primjenom Korolara 3. slijedi
T
/ eBt o dB, = ePT — B0 = Br 1,
0

Ovo pokazuje da je funkcija g(B;) = eBt Stratonovicheva eksponencijalna funkcija.

Definirali smo Stratonovichev stohasticki integral samo za transformaciju Brownovog
gibanja, odnosno za integrande oblika f(B;). Sada Zelimo tu definiciju prosiriti na integrande
oblika f(¢,z). Neka je dan proces

Ct:f(t7Xt)7 le [OvT]>

gdje funkcija f(¢, ) ima neprekidne parcijalne derivacije drugog reda. Pretpostavimo da je
X Ttov proces zadan stohastickom diferencijalnom jednadzbom

t t
Xy = Xo+ / a(s, Xs)ds + / b(s, X;)dB;,
0 0

gdje su a(t, z) i b(t, z) funkcije koje zadovoljavaju uvjete za egzistenciju i jedinstvenost jakog
rjeSenja stohasticke diferencijalne jednadzbe. Odnosno, pretpostavimo da za sve t € [0, 7] i
x,y € R funkcijski koeficijenti zadovoljavaju:

- Funkcije a(t, x) i b(t, z) su neprekidne.
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- Zadovoljavaju Lipschitzov uvjet po prostornoj varijabli, to jest postoji konstanta K; >
0 takva da vrijedi:

\a(t,x) - a(tv y)' T ‘b(t,(lj) - b(tay)| < K1|$ - y|

- Zadovoljavaju uvjet linearnog rasta, to jest postoji konstanta K, > 0 takva da vrijedi:

a’(t,x) 4+ V(¢ z) < K2(1 + =7).

Za funkciju f(t,z) i proces X Stratonovichev stohasticki integral

T
/ f(t, Xt) (©] dBt
0

je limes u srednje-kvadratnom smislu niza Riemann-Stieltjesovih suma

/S\; = Z f(ti—h 0‘5(Xti71 + Xti))AiB’

i=1
ako vrijedi

/TE[f(t,Xt)]2dt < 00.

Teorem 9. Neka vrijede dane pretpostavke za funkciju f @ proces X. Tada vrijedi sljedeca
formula:

T T 1 (T
/0 f(t,Xt)odBt:/O f(t,Xt)dBt+§/O b(t, X3) fo(t, X¢)dt,

gdjge je fo(t,x) parcijalna derivacija funkcije f po x.

Dokaz se moze pronaci u [3]. U Teoremu 9. Stratonovichev stohasticki integral prikazan
je pomocu Itovog stohastickog integrala i Riemannovog integrala, odnosno to je opcenitija
formula od formule u Teoremu 8.

5 Stratonovicheva stohasticka diferencijalna jednadzba

U primjenama stohastic¢kih diferencijalnih jednadzbi nije uvijek lako odrediti koji tip dife-
rencijalne jednadzbe koristiti, to jest koji tip integrala koristiti (Itov stohasticki integral ili
Stratonovichev stohasticki integral). Stratonovichev stohasticki integral formalno zadovo-
ljava pravilo za derivaciju kompozicije funkcija pa se ovo svojstvo koristi za rjesavanje [tovih
stohastickih diferencijalnih jednadzbi, jer je to pravilo lakse koristiti kod nekih izra¢una.
Stratonovicheva stohasticka diferencijalna jednadzba je stohasticka integralna jednadzba
oblika

¢ t
X = Xo —|—/ a(s, X,)ds —|—/ b(s,X;s)odBs, tel0,T],
0 0
za zadane funkcijske koeficijente a(t,z) i b(t,x). Prvi integral je Riemannov integral, drugi
je Stratonovichev stohasticki integral, a B = (By,t € [0,7]) je Brownovo gibanje. Slucajni

proces X naziva se rjeSenje jednadzbe ako zadovoljava danu jednadzbu. Jednadzba se moze
napisati i u obliku

dX; = a(t, X)dt + b(t, X;) o dB;, Xo(w) =Y (w).
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Pretpostavimo da je X rjesenje Itove stohasticke diferencijalne jednadzbe
t t
X = X, —|—/ a(s, Xs)ds —|—/ b(s, X5)dBs, te€]0,T),
0 0
gdje funkcijski koeficijenti a(t,x) i b(t,z) zadovoljavaju uvjete za egzistenciju i jedinstve-

nost jakog rjeSenja stohasticke diferencijalne jednadzbe (navedeni na stranici 11.), a Xj je
nezavisna od (By,t € [0,T]) i E[X3] < oo. Prema Teoremu 9. znamo da vrijedi

t t 1t
/Of(s,XS)odBS:/O f(s,Xs)st+§/0 b(s, Xs) fa(s, Xs)ds.

Za f = b dobivamo

7 t t
/ b(s, X,)dB, = —%/ b(s,Xs)bg(s,Xs)ds+/ b(s, X,) o dB..
0 0 0

Ukljuc¢ivanjem ove relacije u Itoévu stohasticku diferencijalnu jednadzbu dobivamo Stratono-
vichevu stohasticku diferencijalnu jednadzbu

¢ t
Xy = Xo+ / a(s, Xy)ds + / b(s, Xs) o dBs,
0 0

gdje je a(t,z) = a(t,z) — 3b(t, 2)by(t, ). Posljedica ovoga je ta da su Itova stohasticka
diferencijalna jednadzba i Stratonovicheva stohasticka diferencijalna jednadzba ekvivalentne
u smislu da imaju isto jako rjesenje pod uvjetom da ono postoji.

Promotrimo sluéajni proces Y; = u(t, Xt) gdje je X rjeSenje Itove stohasticke diferencijalne
jednadzbe i neka je u(t,z) glatka funkcija. Primjenom Itove leme iz Teorema 7. na AS) =
a(t, X;) i A®) = b(t, X;) dobivamo

t 1 t
V=Y, + / |:u1 + aug + §b2u22] ds + / buydBs. (6)
0 0

Funkcije a, b, v i njihove derivacije su funkcije od s i X;. Primjena formule iz Teorema 9.
na f =bus i fo = bous + bugy daje

t 1 t t
/ bUQdBS = —= / |:bQU2 + bU22:| bds + / bu2 @) st
0 2 0 0

Kombinirajuéi ovu relaciju sa (6) dobivamo:
i T 1 1 t /7
Y=Y, + / w1 + aug + §b2UQ2:| ds — 5 / |:b2u2 -+ bU22:| bds + / bus o dBy
o L 0 0

i T 1 t
= % -+ / Ui —+ (CL — ébb2>U/2:| dS + / buQ o dBS (7)
0o L 0

£ t
:)/()+/ ul—l—duQ]ds—l—/ buy o dBs.
o L 0

Ova formula je u Stratonovichevom diferencijalnom ra¢unu analogon pravila za derivaciju
kompozicije funkcija za dva puta diferencijabilnu funkeiju u(t, ).
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Da bismo to pokazali, pretpostavimo da z(t) zadovoljava deterministicku diferencijalnu jed-
nadzbu
dz(t) = a(t,z(t))dt 4+ b(t, z(t))de(t),

gdje je ¢(t) diferencijabilna funkcija. Tada dobivamo:
u(t +dt,x +dr) —u(t,z) = ui(t, z)dt + us(t, x)dx
= [uy(t, z) + a(t, x)us(t, x)]dt + b(t, x)us(t, x)dc.
Formalna analogija s (7) omogucuje rjeSavanje Stratonovichevih stohastickih diferencijablinih
jednadzbi koristenjem pravila za derivaciju kompozicije funkcija.

U sljede¢im primjerima dan je postupak rjesavanja Itove stohasticke diferencijalne jednadzbe
pomocu ekvivalentne Stratonovicheve stohasticke diferencijalne jednadzbe.

Primjer 4. Neka je f diferencijabilna funkcija. Promotrimo Itévu stohasticku diferencijalnu
jednadzbu za koju vrijedi a(t, x) = 5 f(x)f'(x) i b(t,z) = f(x), odnosno

Xi=Xo+3 [ 1O r()ds+ [ f(X)aB.

Za odgovarajucu Stratonovichevu stohasticku diferencijalnu jednadzbu vrijedi b(t,x) = f(x)
7

a(t,z) = a(t,x) — %b(t7 x)by(t, z)

1

/ 1 !
— SH@)f (@) - 31 @) (@)

= 0.
Stratonovicheva stohasticka diferencijalna jednadzba je
¢
X: = Xp +/ f(Xs) o dBs.
0

Deterministicka diferencijalna jednadzba istog tipa kao Stratonovicheva stohasticka diferen-
cijalna jednadzba je oblika dx(t) = f(x(t))dc(t), gdje je c(t) diferencijabilna funkcija. Sepa-

racija varijabli daje
x(t) d t
/ —x :/ dC(S),
z(0) f(z) 0

9(x(t)) — g(2(0)) = c(t) — <(0),

za neku funkciju g(x). Zamjenom x(t) = Xy i ¢(t) = By dobivamo

odnosno

9(Xt) — 9(Xo) = B;.

Preostaje rjesiti jednadzbu po X da bi se dobilo eksplicitno rjesenje zadane Itéve stohasticke
diferencijalne jednadzbe.

Primjer 5. Neka je dana Itéva stohasticka diferencijalna jednadzba
1 t ¢
X; = Xo + §n/ X21ds +/ X"dB;, n€N\{1}.
0 0
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Uocimo da je a(t,z) = tna® ', b(t,z) = a™ , by(t,x) = na™ ' i a(t,x) = 0. Ekvivalentna
Stratonovicheva stohasticka diferencijalna jednadzba je

t
Xt:X0+/ X" o dB,.
0

Deterministicka diferencijalna jednadzba istog tipa je oblika dx(t) = z"(t)dc(t). Separacija

variyjable daje
x(t) d t
/ —SZ :/ dc(s).
z(0) T 0

Vrrijeds
x(t) d —n41 |2(t) 1 1
Zamjenom x(t) s X; 1 c¢(t) s By dobivamo
Il 1
th—n o Xl n Bt
1l—m 1—
1 i
(1 — n)Bt

XXt
L=X" (X" +(1—n)By)
1
X+ (1-n)B;

1
Xt = "l N=m .

Primjer 6. Neka je sada Itova stohasticka diferencijalna jednadzba oblika

Xt—on/Ot{qﬂ )+ 5 F(X, }dw/f

gdge je q zadana konstanta i f diferencijabilna funkcija. Iz jednadzbe se uocava da je a(t,z) =
qf (@) + 5f (@) f'(x) i b(t,x) = f(x). Za ekvivalentnu Stratonovichevu stohasticku diferenci-

jalnu jednadzbu vrijedi

a(t,7) = af (@) + 5/@F @) - 5£@) @) = af @),

odnosno jednadzba je oblika

X, = X0+/tqf( ds+/f ) 0 dB,.

Deterministicka diferencijalna jednadzba istog tipa kao stohasticka diferencijalna jednadzba
je oblika dx(t) = qf (x(t))dt + f(x(t))dc(t), gdje je c(t) diferencijabilna funkcija. Jednadzba
se rjeSava separacijom varijabli, integriranjem obje strane jednakosti te zamjenom x(t) s X,
i c(t) sa By. Odnosno, dobivamo

e(t) gy t t
L, 767 = 9@®) ~o@o) = [ads-+ [ dete) = gt +o) = (0}

n—1 __
Xt

Rjesenje je
9(Xt) — 9(Xo) = ¢t + By
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Primjer 7. Neka je dana funkcija f(z) =x+1, z > 0, Xy = 0 i neka je q konstanta. Tada
je prema Primjeru 6. Itéva stohasticka diferencijalna jednadzba oblika

Xt:/ot [q(XS+1)+%(XS+1)}ds+/Ot(Xerl)st

Tada je a(t, z) = q(z+1) i ekvivalentna Stratonovicheva stohasticka diferencijalna jednadzba
Jje

X; = /Ot [q(XS + 1)} ds + /Ot(Xs +1) o dB;.

Deterministicka diferencijalna jednadzba istog tipa je oblika dx(t) = q (x(t) + 1)dt + (x(t) +
1)de(t). Nakon separacije varijabli i integriranja dobivamo

x(t) o t t
/x o ;11 = In(z(t) + 1) = In(z(0) + 1) = /0 qds + /0 de(s) = qt + c(t) — ¢(0).

Zamjena x(t) = X; 1 c(t) = By daje

Ostaje jos izraziti Xy da bi se dobilo eksplicitno rjesenje Stratonovicheve stohasticke diferen-
cijalne jednadzbe, a time @ rjesenje ekvivalentne Itove stohasticke diferencijalne jednadzbe.
Rjesenje je

Xt = €qt+Bt — 1.

6 Stratonovich-Taylorov razvoj

Mnoge stohasticke diferencijalne jednadzbe nemaju eksplicitno rjeSenje, stoga su potrebne
numericke tehnike za aproksimaciju rjesenja. U nastavku ¢emo za rjesenje stohasticke dife-
rencijalne jednadzbe podrazumjevati jako rjesenje. U ovom poglavlju izvest ¢emo Stratonovich-
Taylorov razvoj koji ée nam trebati za numericko rjesavanje Stratonovicheve stohasticke di-
ferencijalne jednadzbe, odnosno za Milsteinovu aproksimacijsku shemu.

Prvo ¢emo pokazati kako dobiti Taylorov razvoj iz integralne reprezentacije deterministicke
diferencijalne jednadzbe. Promatramo rjesenje X; obi¢ne diferencijalne jednadzbe

d

—X; = a(X

dt t a’( t)?

s poCetnom vrijednosti X;,, za t € [ty,T] gdje je 0 <ty < T. Funkcija a treba biti glatka i
mora imati ograniceni linearni rast. Neka je f : R — R tri puta neprekidno diferencijabilna
funkcija. Tada vrijedi

d 0
g (Xe) = a(Xe) 5 f(Xe).
Ako definiramo operator L = aa% onda vrijedi

F(X0) = F(Xi) + / Lf(X.)ds1, t€ [to,T].
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[teracija jednadzbe daje:
t S1
£00) = )+ [ 2 [f(Xt0> - [ Lf(st)dSQ} dss
to to
t t S1
= f(Xto) + Lf(Xto)/ dSl + / / LQf(XSQ)dSQdSI
to to to
t S1
:f(XtO)JrLf(XtO)(t—to)Jr/ / L*f(X,,)dsqds; .
to Jto
Nadalje, zamjenom f(Xj,) dobivamo

Lf(X,,) = I* {f(Xto) + [ Lf(X53)d83]

to

= LA )+ B /S2 Lf(Xs,)dss.

Vrijedi

t S1 t S1 t t
/ / LQf(XtO)dSstl = L2f(Xt0)/ / dSQdSl = L2f(Xt0) |:/ 81d81 — / t0d51:|
to to to to to to

2 51 ' 2 1 2
:L f(XtO) E —to(t—to) = L f(XtO) 5 - 5 —t0t+t0
to

1 1
= §L2f(Xt0)(t2 — 2ot +2) = §L2f(Xt0)(t — )2
Iskoristimo li prethodno slijedi
1 t S1 59
F06) = F(06) + LAt = t0) + 5120~ + [ [ [ B350, dsadsads
to Jto Jto

Za r + 1 puta neprekidno diferencijabilnu funkciju klasi¢na Taylorova formula (razvoj) je

r o l t S
f(X) = (X)) + Z " l'to) Llf(Xto) + / o / Lr+1f(Xr+1)d5r+1 oo+ Y
=1 ) to to

zat € [tg,T]ir=1,2,3,.... Ova formula se pokazala korisnom u teorijskim istrazivanjima,
a posebno u numerickoj analizi.
Sada promatramo Stratonovichevu stohasticku diferencijalnu jednadzbu

dXt = d(Xt)dt —+ b(Xt) O dBt,

gdje su a i b glatke funkcije i zadovoljavaju svojstvo ograni¢enog linearnog rasta. Odnosno,
u integralnom obliku

t 14
X; = X, +/ a(X,)ds +/ b(X;)odBs, tel0,T].
0 0

Neka je f : R — R dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija. Iz relacije (7) za funkciju
f(z) slijedi

706) = £+ [ A3 F(Xds + [ XS FCX) o dB,

T ox
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to ~ o to o
F(X) = £ + [ a2 F(ds + [0 S F(X) 0B,
0 15 0 Ox
zat € [tg, T] gdje je 0 <ty < T. Oduzimanjem prethodnih jednakosti slijedi

700 = %) = [ a5 (Xds = [ a0 3 X

: 0 to o
—i—/o b(Xs)%f(Xs) o dB; —/0 b(Xs)%f(Xs) o dB..

Koristedi aditivnost integrala dobivamo

F06) = 106 + [ X5 f(Xyds+ [ WX 5 1(X) o dB.

‘ ' (8)
= (X, ] +/ LUf(X,)ds +/ L'f(X,) o dBs,
to to
zat € [tg, T| 1 operatore
0
P =f—
“ox
i 0
L'=b—.
Ox
Promotrimo jednadzbu (8) za razlicite f(z).
Ako je f(z) =z onda je L°f = a i L'f = b pa dobivamo Stratonovichevu jednadzbu
¢ t
X, = X, +/ &(Xs)der/ b(X,) o dB,. 9)
to to
Ako je f(x) = a(x) dobivamo
4 t
a(X:) = a(Xy,) +/ L'a(X,)ds +/ L'a(X,) o dB,. (10)
to to
Ako je f(z) = b(x) jednadzba (8) postaje
t t
b(X:) = b(Xy,) +/ L°(X,)ds +/ L'b(X,) o dB. (11)
to to
Ako jednadzbe (10) i (11) uvrstimo u (9) dobivamo
t s s
X = Xy, —1—/ (d(Xto) —|—/ L°&(X,)dz —I—/ L'a(X,) o dBZ> ds
to to to
t s s
i / <b(Xt0) + / LO%(X,)dz + / LB(X,) o dBZ> o dB, (12)
to to to

t t
= Xto + EL(XtO) / ds + b(XtO) / OdBS —+ R,
to to
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gdje je

t s
://LO&( dzds+//L1 )odB,ds
//Lob )dz o dBs —I—//Lb )odB, odBs.

Mozemo nastaviti razvoj. Za zadnji ¢lan ostatka R vrijedi

/ / L b(X,) odB, o dB;
/ / <L b(Xy,) / LOL*b(X,)du + / LX) odBu> o dB, o dBs,
to

pri ¢emu je koristena jednadzba (8) za f = L'b. Uo¢imo da vrijedi

(13)

~~/

0
L% = aa—a = aa

0

L% =a—b=ab
aax a
L' = ba%a = ba'
0
L'b=b—b="bl.
Ox

Tada za prvi ¢lan na desnoj strani jednakosti u (13) vrijedi

t s t s
| [ o) edb.ods, —bxv(x,) [ [ eab.odb.
to to to to

Jednadzba (12) postaje

t
Xt = Xto —|— d(th)/

to

t t s
ds + b(Xy,) / odB, + b(X; )V (X, / / odB,odB,+ R, (14)
to tg Jto

gdje je

t s
://Lod( dzds+//L1 odBds+//L0 .)dz o dB,
///LOLb )du o dB, o dB; —I—///LlLb ) o dB; o dB;odB,.

Jednadzba (14) je Stratonovich-Taylorov razvoj.
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7 Milsteinova aproksimacijska shema

Numericko rjesenje stohasticke diferencijalne jednadzbe je slucajni proces koji aproksimira
difuziju (rjeSenje stohasticke diferencijalne jednadzbe). Neka je X = (X, t € [0,T]) jako
rjeSenje stohasticke diferencijalne jednadzbe

Numericko rjesenje X ™ = (Xt("),t € [0,T1) stohasticke diferencijalne jednadzbe (15) temelji
se na subdiviziji 7, segmenta [0, 77,

T :0=th<thi<...<thb1<t,=T.

Koristimo oznaku d,, = max (t;—t;_1) = max A, za maksimalni vremenski korak. Najcesce

i=1,...n i=1,..,n
se razmatra ekvidistantna subdivizija, odnosno vrijedi 9, = % Numericko rjesenje X
ra¢una se samo u tockama subdivizije 7,, a Xt(n) na intervalu (t;_;,t;) dobiven je linearnom
interpolacijom tocaka (ti_l,Xt(Z)l) i (tl-,XfZ_")), gdje su (X
rjeSenja u tockama subdivizije. Odnosno,

, ti € ) vrijednosti numerickog

4

n n t—1;-
XM =xM y —=

ti1 — (Xt(f) - Xt(:i)l)v t€ Wi b
tz tz—l

Promatramo stohasticku diferencijalnu jednadzbu (15) u integralnom obliku

t t
X: = X, +/ a(Xs)ds +/ b(Xs)odBs, tel0,T].
0 0

Za tocke particije t; € 7,,, 7 € {1,...,n}, mozemo promatrati priraste (X, — X¢, ), odnosno:
i t;

Xy, =Xy, + / a(Xs)ds + / b(Xs)odBs, i=1,...,n. (16)
ti—1 ti—1

Milsteinova aproksimacijska shema temelji se na Stratonovich-Taylorovom razvoju jednadzbe
(16). Prema jednadzbi (14) dobivamo:

ti t;
Xti = th‘ﬂ " &<Xtil)/ ds + b(thJ/ od B
t; ti—1

i—1

t; S - (17)
(X (X0 ) / / s, i, L &
i1 Jt;1

gdje je R odgovarajuéi ostatak. Prva dva integrala u (17) moZemo rjesiti. Vrijedi

t;
/ ds = tz — ti—l = Az
ti—1

Prema Korolaru 3. za ¢(t) =t i aditivnosti integrala dobivamo

t; t; ti—1
/ OdBS = / OdBS — / OdBS = Bti — Bo - BtFl + B() = Bti - Bti—l = AZB
ti—1 0 0
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Preostaje jos rjesiti dvostruki integral u (17). Iz Korolara 3. i aditivnosti integrala slijedi

ti S ti S ti
/ / odB, o dB, = / < / ode> 0dB, = / (Bs — Bt,_,) 0 dB,
ti1 Jti—1 ti1 ti1 ti—1

t; t; 1 1
= / B,0dB; — B;,_, / odB, = 53@ — 5331_71 — B, (B, — By,_,)
ti—1 ti—1
1 1 1 1
- 537522 ) 7521‘71 — By, By, + BZ‘A - §Bt2z - EBthel — By, By,
1 1

1
= 5(37521 + Bt2i—1 - 2Bti—1Bti) = 5(3151 - Btif1)2 = §(AlB)2

Zamijena sluc¢ajnih varijabli X;, komponentama numerickog rjesenja Xt(f) daje motivaciju za
definiranje Milsteinove aproksimacijske sheme. Milsteinova aproksimacijska shema:

XMW=Xyizai=1,...,n,

n n ~ n n 1 n n
XM = x5 4 a(xT)A + (X )AB + 5b(Xth)b'(th)l) (A:B)*.

i ti—1 ti—1

U sljede¢im primjerima iskoristit ¢emo Milsteinovu aproksimacijsku shemu za simulaciju
trajektorije jakog rjesenja Stratonovicheve stohasticke diferencijalne jednadzbe.

Primjer 8. Stratonovicheva stohasticka diferencijalna jednadzba v Primjeru 5. je oblika
¢
X, :X0+/ X™odB,, meN\{1}. (18)
0

Za simulaciju rjeSenja ove stohaticke diferencijalne jednadzbe neka je Xo = 0.2 1 m = 2. Za
sundiwiziju T, neka vrijedi:

T —t

By = , n=1000, tc =0:T =1,
odnosno imamo ekvidistantnu subdiviziju koju promatramo na segmentu [0, 1] s vremenskim
korakom 6,000 = . Na Slici 1. prikazana je simulirana trajektorija procesa koji je rjesenje

1000
ove Stratonovicheve stohasticke diferencijalne jednadzbe.

Primjer 9. U Primjeru 7. Stratonovicheva stohasticka diferencijalna jednadzba je

X, = /Ot {q(Xs + 1)} ds + /Ot(Xs +1)odB,, (19)

gdje je Xo = 0 i q konstanta. Na Slici 2. prikazana je simulirana trajektorija procesa koji je
rjesenje ove stohasticke diferencijalne jednadzbe. Uzeli smo q = 2 1 ekvidistantnu subdiviziju
7, za koju vrijedi 6, = =%, n = 1000, to =0 i 7T = 1.
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Numericko rjeSenje
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Slika 1. Jedna trajektorija numerickog rjeSenja stohasticke diferencijalne jednadzbe (18)
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Slika 2. Jedna trajektorija numerickog rjeSenja stohasticke diferencijalne jednadzbe (19)
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SazZetak

U ovom diplomskom radu proucavana je Stratonovicheva stohasticka diferencijalna
jednadzba. Najprije je definirano Brownovo gibanje koji je pogonski proces Stratono-
vicheve stohasticke diferencijalne jednadzbe i navedena su bitna svojstva tog procesa.
Definirani su It6v i Stratonovichev stohaticki integral. Pokazano je da Stratonovichev
stohasticki integral formalno zadovoljava pravilo za derivaciju kompozicije funkcija.
Navedena je formula koja povezuje Itov i Stratonovichev stohasticki integral i sluzi za
prelazak s Itove stohasticke diferencijalne jednadZzbe na Stratonovichevu stohasticku di-
ferencijalnu jednadZbu. Navedeni su primjeri u kojima je dan postupak rjeSavanja Itove
stohasticke diferencijalne jednadzbe pomoéu ekvivalentne Stratonovicheve stohasticke
diferencijalne jednadzbe. Izveden je Stratonovich-Taylorov razvoj koji je temelj za Mil-
steinovu aproksimacijsku shemu. Na kraju su navedeni primjeri u kojima se koristi
Milsteinova aproksimacijska shema za simulaciju trajektorije jakog rjeSenja Stratono-
vicheve stohasticke diferencijalne jednadzbe.

Kljuéne rijeci

Stratonovichev stohasticki integral, Stratonovicheva stohasticka diferencijalna
jednadzba, Stratonovich-Taylorov razvoj, Milsteinova aproksimacijska shema
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Stratonovich stochastic differential equations

Abstract

This paper studies Stratonovich stochastic differential equation. First, Brownian
motion is defined, which is the driving process of Stratonovich’s stochastic differential
equation, and the essential properties of that process are listed. 1t6’s and Stratonovich’s
stochastic integrals are defined. It is shown that the Stratonovich stochastic integral
formally satisfies the chain rule. A formula that connects It6’s and Stratonovich’s
stochastic integral is given and is used to transition from Ité’s stochastic differential
equation to Stratonovich’s stochastic differential equation. Examples in which the pro-
cedure for solving [t&’s stochastic differential equation using the equivalent Stratonovich
stochastic differential equation are given. The Stratonovich-Taylor expansion is deri-
ved, which is the basis for the Milstein approximation scheme. Finally, examples in
which the Milstein approximation scheme is used to simulate the trajectory of a strong
solution of the Stratonovich stochastic differential equation are given.

Keywords

Stratonovich stochastic integral, Stratonovich stochastic differential equation,
Stratonovich-Taylor expansion, Milstein approximation scheme
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