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1 | Uvod

Algebra je podrucdje matematike koje se bavi algebarskim strukturama. Algebar-
ska struktura je skup na kojem je definirana barem jedna operacija i zadovoljena
su odredena svojstva. Jedna od osnovnih algebarskih struktura su polja kod kojih
se definiraju operacije zbrajanja i mnoZenja.

Moze se postaviti pitanje je li jednadZbu
yZ — x3 5
moguce rijesiti u cijelim brojevima koriStenjem faktorizacije

3= (y+v=2)(y—v-2).

Navedena motivacija nas vodi do proucavanja svojstava polja algebarskih brojeva
i njihovih prstena cijelih brojeva. Najjednostavniji medu njima, osim polja Q i
pripadnog prstena Z, su kvadratna polja sto je ujedno i tema ovog diplomskog
rada.

Prije istrazivanja kvadratnih polja, u drugom poglavlju definirat ¢emo osnovne
algebarske strukture te navesti neke pojmove i tvrdnje iz teorije algebarskih bro-
jeva. Trece poglavlje posvecéeno je kvadratnim poljima i njihovim prstenima cijelih
brojeva. Nadalje, definirat ¢emo invertibilni element te iskazati i dokazati tvrdnje
vezane za invertibilne elemente u realnim i imaginarnim kvadratnim poljima. U
zavrsnom Cetvrtom poglavlju ¢emo se baviti s jedinstvenos¢u faktorizacije u kva-
dratnim poljima.






2 | Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju definirat ¢emo osnovne algebarske strukture. Nadalje, uvest
¢emo neke pojmove te iskazati i dokazati neke tvrdnje iz teorije algebarskih bro-
jeva koje su nuzne za razumijevanje ovog rada. ViSe o osnovnim algebarskim
strukturama te pojmovima i tvrdnjama iz teorije algebarskih brojeva se moZe na¢i
i [2,3,5.4].

Definicija 1. Neka je R neprazan skup na kojem su zadane dvije binarne operacije, zbra-
janje (a, b) — a + b i mnoZenje (a, b) — a-b,za (a, b € R). KaZemo da je uredena
trojka (R, +, -) prsten ako vrijedi:

(1) (R, +) je Abelova grupa s neutralnim elementom 0,

(2) (R, -) je polugrupa,

(3) mnoZenje je i slijeva i zdesna distributivno u odnosu na zbrajanje, odnosno za sve
a, b, c€ Rorijedia- (b+c) =ab+ac, (a+Db)-c = ac+ bc.

Ako vrijedi komutativnost mnoZenja, onda kaZzemo da je R komutativan prsten.
Kazemo daje R prsten sjedinicom ili unitalan prsten ako je R u odnosu na mnoze-
nje monoid. Primjeri komutativnog prstena s jedinicom su skupovi Z, Q, R, C.

Definicija 2. Neka je R prsten s jedinicom. KaZemo da je a € R invertibilan element
ako postoji b € R takav da je ab = ba = 1. Takav element b nazivamo inverz od a i
oznacavamo s a~ 1.

Skup svih invertibilnih elemenata u R ozna¢avamo s R*. U prstenu Z su 1i —1
jedini invertibilni elementi.

Definicija 3. Neka je R komutativan netrivijalan prsten s jedinicom. Ako je R* = R\
{0} kazemo da je prsten R polje.

Primjeri polja su Q, R, C.

Definicija 4. Neka su F i K polja te F C K. Tada kaZemo da je K prosirenje polja F.
Primjerice, R je proSirenje polja Q, a C je prosirenje polja Q i R. Ako je K prosire-
nje polja F, tada K mozemo promatrati i kao vektorski prostor nad poljem F. Ako

je taj vektorski prostor kona¢nodimenzionalan kaZemo da je K kona¢no prosirenje
polja F. Tada dimenziju od K nazivamo stupanj pro$irenja te ozna¢avamos [K : F].



Neka je R prsten. Opcéenito, polinom u jednoj varijabli nad R je izraz oblika
A(x) = ag + a1x + apx® + - - - + apx”,

gdje su ag, a1, ap,..., a, € R. Prsten polinoma u jednoj varijabli nad R oznaca-
vamo s R|x].

Definicija 5. Neka je K prosirenje polja F. Za element § € K kaZemo da je algebarski
nad F ako postoji nekonstantni polinom Q € F|x] takav da je Q(6) =

Ukoliko ¢ nije algebarski kazemo da je transcendentan nad F. Mi éemo u nastavku
promatrati algebarske brojeve nad poljem Q.

Primjer 1. Broj \/2 je algebarski. Naime, Q C Ri+/2 € R. Kakoje P(x) = x> —2 €
Q[x] i P(\/2) = 0 zakljucujemo da je /2 algebarski broj.

Primjer 2 (vidjeti [2]). Transcendentni brojevi su e, T € R.

Teorem 1 (vidjeti [5, Teorem 12.1.]). Za svaki algebarski broj é postoji jedinstveni
polinom
A(x) = apx" + -+ -+ a1x + ag

sa sljedecim svojstvima:

(1) A(x) € Zl«],

(2) ay, >0iay, ay,..., ay su relativno prosti,

(3) A(d) =

(4) ako je B(x) € Q[x] takav da je B(5) = 0, onda A(x) | B(x) u Qlx],

(5) A(x) je ireducibilan nad Q.

Definicija 6. Polinom A(x) opisan u Teoremu 1 je cjelobrojni minimalni polinom al-
gebarskog broja 5. Minimalni polinom od ¢ je polinom Q(x) = %A(x) takav da je

Q(6) =0.
Kazemo da je ¢ algebarski broj stupnja 7 ako je ¢ algebarski i stupanj pripadnog

mu minimalnog polinoma je 7. Na primjer, v/3 je algebarski broj stupnja 2 jer je

/3 korijen polinoma Q(x) = x? — 3.

Teorem 2 (vidjeti [5, Teorem 12.2.]). Skup svih algebarskih brojeva cini polje.
Polje algebarskih brojeva je prosirenje polja racionalnih brojeva Q.

Definicija 7. Algebarski broj é ¢iji minimalni polinom ima cjelobrojne koeficijente naziva
se algebarski cijeli broj.

U nastavku éemo iskazati i dokazati da je zbroj i produkt dva algebarska cijela
broja takoder algebarski cijeli broj.



Teorem 3 (vidjeti [3, Theorem 1]). Ako su «, B algebarski cijeli brojevi, onda su o + f3
i« - B algebarski cijeli brojevi.

Za dokaz prethodnog teorema potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 1 (vidjeti [3, Lemma 1]). Broj a je algebarski cijeli broj ako i samo ako je a svoj-
stvena vrijednost kvadratne matrice s cjelobrojnim elementima.

Dokaz. Neka je A kvadratna matrica s cjelobrojnim elementima. Karakteristi¢ni
polinom od A je
ka(A) = det(AI — A),

pri ¢emu primijetimo kako je k4 (A) minimalni polinom s cjelobrojnim koeficijen-
tima. Kako je a svojstvena vrijednost matrice A, onda je

kA(lX) =i

pa je a algebarski cijeli broj.
Obratno, pretpostavimo da je a algebarski cijeli broj. Tada postoje cijeli brojevi a;
takvi daje

@ = —aqo™ Tl — i — g, 18 — ay.

Nadalje, definiramo vektor

X = (1 o lxn—l)T
paje
[ 14 i [ 0 1 0 0 0 4 r 1 -
w2 0 0 1 0 0
’x — E — E E E E "y E E _ Ax’
a1 0 0 0 0 1 a2
. a? ] _—ﬂn —Ay—1 —Auy—2 —A0Ay—3 ... _111_ _lxn—l-

gdje je A kvadratna matrica s cjelobrojnim elementima. Iz prethodnog slijedi da
je a svojstvena vrijednost matrice A sa svojstvenim vektorom x i time je dokazana
lema. O

Dokaz Teorema 3. Neka su «,  algebarski cijeli brojevi. Ideja dokaza je pronadi
ne—nul vektor x i dvije kvadratne matrice A i B s cjelobrojnim elementima takve
daje Ax = ax i Bx = Bx. To ¢e implicirati da su « + B i a -  redom svojstvene
vrijednosti matrica A + B i A - B. Pretpostavimo sada da je

" a" e ta,ata, = 0,
‘Bm—{—blﬁm_l—“""i_bm—lﬁ‘i_bm — (),

gdjesua;, bj € Z,ic {1, ..., n}, je {1, ..., m}. Nadalje, neka je x vektor s mn
redaka, odnosno

x=lad® ... a" T Bapa’p ... a" 1B g a2 L at g T



Promotrimo vektor ax te uo¢avamo da je
W'pl = —aya" 1B — o —a,_af —a,f,0<j<m.

Kako je svaki a' f/ linearna kombinacija elemenata iz x postoji kvadratna matrica A
s cjelobrojnim koeficijentima takva da je Ax = ax. Analogno se pokaZe da postoji
kvadratna matrica B s cjelobrojnim koeficijentima takva da je Bx = Bx. Slijedi

(A+B)x = Ax+Bx=uax+ px = (a+ B)x,
(A-B)x = A(Bx) = A(px) = p(Ax) = p(ax) = (ap)x

pasua + Bia- B redom svojstvene vrijednosti matrica A + Bi A - B. Dakle, prema
prethodnoj lemi slijedi da su « + i« - § algebarski cijeli brojevi. O

Skup svih algebarskih cijelih brojeva ¢ini prsten.

Propozicija 1 (vidjeti [5, Propozicija 12.3.]). Jedini algebarski cijeli brojevi u skupu
racionalnih brojeva su cijeli brojevi.

Dokaz. Svaki cijeli broj p je algebarski cijeli broj jer je p korijen polinoma g(x) =
x — p. Akoje 5 algebarski cijeli broj, gdje je g € IN, p i g relativno prosti, onda

imamo
n n—1
(@) e e

gdjesuay, ..., a, € Z. MnoZenjem jednakosti (2.1) s g" dobivamo
pn +a1qpn—1 I a2 +ﬂnqn = 0.
[z prethodne jednakosti slijedi g | p". Kakosu pig relativno prosti, ondajeq = +1

pa zakljucujemo da je g cijeli broj.
0



3 | Kvadratno polje

Osnovni pojmovi i tvrdnje koje su koriStene u ovom poglavlju bazirani su na [1,
2,3,4,5].

Definicija 8. Neka je m racionalan broj koji nije potpun kvadrat. Kvadratno polje Q(+/m)
je skup svih brojeva oblika x + y+/m, gdje su x, y € Q uz uobicajene operacije zbrajanja
i mnoZenja, tj.

(x1+yivm) + (2 +y2v/m) = (x14x2) + (y1 + y2)Vm,
(x1 +y1vm) - (x2 +yo/m) = (x1%2 + yayam) + (X1y2 + Xy1)V/m.

Uvijerimo se da je Q(y/m) polje. Najprije, pokazimo da je (Q(1/m), +) Abelova
grupa:

(1) asocijativnost: (« +B) +v=a+ (B+7),zasvea, B, v € Q(v/m)

(a+B)+7v = (a+bym+e+ f/m)+g+hym
= (at+e)+g+((b+f)+h)vVm
= a+(e+g)+(b+(f+h)vm
= a+bym+(e+fVm+g+hym)=a+(p+7),

(2) postoji 0 € Q(y/m) takav dajea +0 =0+ a = &, za svaki aw € Q(/m)

a+0 = a+bym+0+0-vVm=(a+0)+ (b+0)y/m=a,
O+a = 04+0-vVm+a+bym=(0+a)+ (0+b)vVm=a,

(3) zasvakia € Q(y/m) postoji —a € Q(/m) takavdajea+ (—a) = —a+a =0

a+(—a) = a+bym—a—bym=(a—a)+ (b—b)y/m=0,
—a+a = —a—bym+a+bym=(—a+a)+ (=b+b)y/m=0,

(4) komutativnost: « + = p+w, zasvew, p € Q(y/m)

a+p = at+bym+e+fym=(a+e)+ (b+ f)vVm
(e4+a)+ (f+b)yVm=e+ fym+a+by/m=p+a.

Dakle, (Q(y/m), +) je Abelova grupa. Nadalje, pokazimo daje (Q(1/m) \ {0}, )
Abelova grupa:



(1) asocijativnost: (a-B) -y =ua-(B-7),zasven, B, v € Q(y/m)

(-B)-1 = (@t by)- (e V) (g +hyD)
= (ae+bfm)-g+ (ae+bfm)-hym

(af +be) - gv/m+ (af + be) - hm

(a+by/m)- fg/m+ (a+by/m)-eg

(

(

+

+

a+by/m)-eh/m+ (a+bym)- fhm
by - (e F/m) - (g+ h/m) = a- (-7,

(2) postoji1 € Q(y/m) takavdajea-1=1-a = a, za svakia € Q(/m)

a-1 = (a+bym)-(1+0-vVm)=1-a+1-by/m+0+0 =g,
l-a = (140-vVm)-(a+bym)=a-1+0+bym+0=a,

(3) za svakia € Q(y/m) \ {0} postoji a=! € Q(y/m) takavdajea -a~! =a!-
x=1

w-al = (a+b\/_) \/%:1,

— mb?

al-a = a—b\/7 (a+b\/_)—1

2

(4) komutativnost: a - B = B-a,zasvew, B € Q(1/m)

a-B = (a+bym)-(e+ fv/m)=ae+af\/m+byme+bfm
= ea+ fyma+eby/m+ fom = (e+ f/m)-a+ (e+ f/m) -bym
= B-a

Dakle, (Q(1/m) \ {0}, -) je Abelova grupa. Preostaje nam pokazati distributivnost
slijeva i zdesna u odnosu na zbrajanje. Pokazat ¢emo da vrijedi distributivnost
slijeva, analogno se pokaZze za distributivnost zdesna. Slijedi

a-(B+7) = (a+bvm)-(e+g+(f+h)vm)
= a-(e+g)+a-(f+h)Vm+bym-(e+g)+bym-(f+h)ym
= (a+bym)e+ (a+bym)fym+ (a+bym)g+ (a+bym)hy/m
= &-B+a-7.

Specijalno, za m = —1, polje Q(i) se zove polje Gaussovih brojeva i njegove ele-

mente oznacavat éemo s x + yi. U nastavku ¢emo karakterizirati jednakost dva
kvadratna polja.

Propozicija 2 (vidjeti [3, Proposition 2]). Neka su Q(\/m) i Q(+/n) kvadratna polja.
Tada je Q(y/m) = Q(+/n) ako i samo ako je ™ kvadrat racionalnog broja.



Dokaz. Akoje Q(y/m) = Q(4/n), ondaje v/m € Q(y/n) i mozemo pisati

Vm = x+y/n,
gdje su x, y € Q. Kvadriranjem prethodne jednakosti dobivamo

m = x> + 2xyv/n + y*n.

Slijedi

m = x>+y°n,

2xy = 0
pajeilix =0iliy = 0. Za y = 0 dobivamo
2

m =X,

Sto je kontradikcija s pretpostavkom da m nije potpun kvadrat. Preostaje slucaj
x = 0 za koji se dobiva

w2
n 7

Sto je i trebalo dokazati.

Obratno, ako je 2 = y?, gdje je y € Q, onda je m = y?n. Iz ove jednakosti slijedi

Vm = yvn,
Vi = v

Dakle,

u+oym = u-+oyn,
st/ = s+ ém
Iz prethodnih jednakosti slijedi Q(1/m) C Q(1/n) i Q(v/n) C Q(/m) i time je
jednakost dva kvadratna polja dokazana. O
Propozicija 3 (vidjeti [3, Proposition 3]). Ako je F kvadratno polje, onda je F =
Q(+/m), gdje je m jedinstveno odreden kvadratno slobodan cijeli broj razli¢it od 1.

Dokaz. Akoje F = Q <\/§>, gdjesux, y € Z, onda je

X
F=Q< % (;)) - Q)
Neka je F = Q(+/n), gdje je n cijeli broj. Ako n nije kvadratno slobodan, onda
postoji cijeli broj z # 1 takav da z? | n. Tadaje F = Q 5 ) 1 mozemo nas-
taviti dijeliti broj n s kvadratom prirodnog broja dok ne dodemo do kvadratnog
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slobodnog broja m takav da je F = Q(4/m). Preostaje nam jo$ pokazati jedinstve-

nost. Pretpostavimo da je
Q(vm) =Q(Vn),

pri ¢emu su m i n kvadratno slobodni. Prema prethodnoj propoziciji znamo da je
M _
=Y. yel

pa zaklju¢ujemo da m i n moraju biti istog predznaka. Oznac¢imo s

Yy=1v
gdje su s, t cijeli brojevi. Dobivamo
mt* = ns®.

Ako postoji q prost broj koji dijeli m, onda se g pojavljuje s parnim eksponentom
u faktorizaciji na proste faktore broja mt? i broja ns?. Ali to takoder znaci da g | .
Analognim zakljuc¢ivanjem dobivamo da svaki prost broj koji dijeli n takoder dijeli
m. Kako su m in kvadratno slobodni te imaju isti prosti faktor i istog su predznaka,
onda zaklju¢ujemo da su jednaki. O

Napomena 1. U nastavku gdje god pisemo m podrazumijevamo da je m kvadratno slo-
bodan cijeli broj razlicit od 1.

3.1 Skalarne funkcije
Kako bismo mogli definirati dvije vazne skalarne funkcije na Q(+/m), najprije mo-
ramo uvesti pojam konjugirani element.

Definicija 9. Neka je v = u + v/m € Q(y/m). KaZemo da je y = u — v+/m konjugi-
rani element od 7.

Sljedeca propozicija govori o svojstvima konjugiranog elementa.
Propozicija 4 (vidjeti [4]). Neka su vy, § € Q(v/m). Tada vrijedi:
(1) v+6=7+56,

(2) v-o
BG)r="
BHr=rereQ

Dokaz. Nekasuy = u+vy/m, 6 = s+ ty/m € Q(y/m).
(1)

7'3/

Y+6 = ((u+3s)+ (v+t)ym)
(1 +5) — (04 )/
= u—om+s—tvVm=754+9.
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(2)

v-0 ((us + vtm) + (ut + vs)\/m)
= (us+otm) — (ut +vs)ym
= u(s —ty/m) —oym(s —ty/m) =7 - 6.
(3)
7= —ovm) =1
(4) Akoje 7 = v, onda slijedi v = u € Q.
Obratno, akoje v € Q, ondaje ¥y = 7. O

PokaZzimo jo$ da su vy + 7 i y7 racionalni za y € Q(y/m). Nekaje y = u+vy/m €
Q(+/m). Slijedi

Y+7 = utoym+ (u—ovym)=2ucQ,
TF = (o) - (1 — o) = i — /i + woy/ — mo? = i — P € Q.

U nastavku ¢emo definirati dvije skalarne funkcije te iskazati i dokazati njihova
svojstva.

Definicija 10. Preslikavanje N : Q(y/m) — Q zadano s
N(6) = é6
nazivamo normom u Q(y/m).
Teorem 4 (vidjeti [5, Teorem 12.5.]). Za vy, 6 € Q(\/m) vrijedi:
(1) N(99) = N(y)N(6) (multiplikativnost norme),
(2) N(v) =0 y=0.

Dokaz. (1) Neka su vy, é € Q(y/m). 1z definicije norme i multiplikativnosti konju-
giranog elementa dobivamo

N(y6) = 76-v6=7-6-7-6
= (v-7)-(6-9)

(2) Akojey =0,ondaje N(y) = vy = 0.
Obratno, ako je N(y) = 0, ondaje 9y = Opajey = 0iliy7 = 0. Kakoy = 0
povlaci da je v = 0, dokazali smo tvrdnju. O

Definicija 11. Preslikavanje Tr : Q(y/m) — Q zadano s
Tr(6) =6+0
nazivamo tragom u Q(/m).

Propozicija 5 (vidjeti [4, Theorem 2.2.]). Za vy, § € Q(v/m) vrijedi Tr(y + ) =
Tr(y) + Tr(9).
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Dokaz. 1z definicije traga i svojstva konjugiranog elementa dobivamo

Tr(y+d) = y+6+7+0=9+5+7+45
= 9+7+6+6=Tr(y)+Tr(9).

0

Propozicija 6 (vidjeti [3, Proposition 4]). Ako je v algebarski cijeli broj u Q(\/m),
onda su N(7y), Tr(y) cijeli brojevi.

Dokaz. Neka je 7y algebarski cijeli broj. Tada postoje cijeli brojevi c; takvi da je
Y+ 4 ey e =0

Konjugiranjem prethodne jednakosti dobivamo
T Ao T T e =0

pa je takoder i 7y algebarski cijeli broj. Pokazali smo u Teoremu 3 da je zbroj i
produkt algebarskih cijelih brojeva ponovno algebarski cijeli broj pa slijedi da su
Tr(y) = v+ 71iN(y) = - 7 algebarski cijeli brojevi. Prema Propoziciji 1 norma
i trag su cijeli brojevi. O

Sada moZemo odrediti kakvog su oblika algebarski cijeli brojevi u kvadratnom
polju Q(+/m), o Eemu govori sljedeéi teorem.

Teorem 5 (vidjeti [5, Teorem 12.4.]). Akojem =1 (mod 4), onda su algebarski cijeli
brojevi u Q(+/m) svi brojevi oblika

14++/m
2 7

q+r

gdjesuq, r € Z. Akojem = 2ili3 (mod 4), onda su algebarski cijeli brojevi u Q(+/m)
svi brojevi oblika
s+ tv/m,

gdjesus, t € Z.

Dokaz. Neka je v = s + ty/m algebarski cijeli broj u Q(+/m) te neka je

a = 2t,
b Tr(y) = 2s,
¢ = N(y)=s*—mt.

Prema Propoziciji 6 slijedi da su b i c cijeli brojevi. Vrijedi
ma* = b* — 4c (3.1)
te kako je desna strana ove jednakosti cijeli broj i m kvadratno slobodan cijeli broj,

slijedi da je i a cijeli broj.
Neka je m = 2ili 3 (mod 4). 1z (3.1) slijedi b*> = a?>m (mod 4). Kako kvadrat
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cijelog broja kod dijeljenja s 4 daje ostatak 0 ili 1, vrijedi b> = 0ili 1 (mod 4).
Nadalje, vrijedi i jedna od sljedece tri mogucénosti a*>m = 0 (mod 4) ili a?>m = 2
(mod 4) ilia?m = 3 (mod 4). Za b neparan broj, kongruencija b*> = a?>m (mod 4)
nije zadovoljena pa je b paran broj i vrijedi b = 0 (mod 4). Kada bi a bio neparan,
onda bi bilo da je a?m = 2ili 3 (mod 4). Dakle, 2 mora isto biti paran broj. Slijedi
da su s it cijeli brojevi.

Nekajem =1 (mod 4). Akoje a paran, ondaje a*m = 0 (mod 4), a u suprotnom
jea’m =1 (mod 4). Sada iz b?> = a?>m (mod 4) slijedi da su a i b iste parnosti.
Zbog togaje s —t = % (b — a) cijeli broj. Oznac¢imo s

= 5—1
r = 2t.

Zaklju¢ili smo da je g cijeli broj, a kako je ¥ = a onda je i on cijeli broj. Osim toga,
dobivamo s + t/m = g+ r1+ﬁ.

0

Oznadimo s

vm, akojem =2ili3 (mod 4)

A= 1++y/m ko i —

»—, akojem =1 (mod 4).

Tada je A algebarski cijeli broj u Q(1/m) i skup svih algebarskih cijelih brojeva u
Q(+/m) je oblika Z[A] = {a+bA:a, b e Z}.

Napomena 2. Uocimo da su algebarski cijeli brojevi u Q(/m) su svi brojevi oblika s +
tv/m, s, t € Ziakojem =1 (mod 4) su jos i brojevi oblika s+t2ﬁ, s, t neparni.

Sljedeca tablica prikazuje algebarske cijele brojeve za pojedina kvadratna polja.

QWm | QW=3) Q@ QW3 QW)
Z[A) | z[1+v=3)/2] Z[i| Z[V3] Z[(1+13)/2]

Tablica 3.1: Algebarski cijeli brojevi u kvadratnim poljima

Propozicija 7 (vidjeti [3, Proposition 5][3]). Neka su vy, § € Z[A]. Tada je v +
5, y—96, v -6 €ZA.

Dokaz. Prisjetimo se da je ¥ € Z[A] ako i samo ako je -y algebarski cijeli broj i
v € Q(y/m). Prema Teoremu 3 skup algebarskih cijelih brojeva je zatvoren s ob-
zirom na zbrajanje, oduzimanje i mnoZenje te je takoder i kvadratno polje Q(/m)
zatvoreno s istim tim operacijama. Slijedi ¥ +6, v -J € Z[A]. O

Stoga je Z[A] je prsten cijelih brojeva u kvadratnom polju Q(/m).

Teorem 6 (vidjeti [4, Theorem 3.6.]). Za svako kvadratno polje Q(\/m) vrijedi Z[A] N
Q = Z i svaki element kvadratnog polja Q(/m) se moZe zapisati kao omjer elemenata iz
njegovog prstena cijelih brojeva.
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Dokaz. Svaki element prstena Z[A] je oblika a + bA, gdjesua, b € Z.Kako A ¢ Q
te akojea +bA € Q,ondaje b = 0idobivamo dajea+ bA =a € Z.

Pokazimo sada da se svaki element kvadratnog polja Q(1/m) moze zapisati kao
omjer dva elementa iz Z[A]. Neka je

&= x+yym,

gdje su x, y € Q i zapiS$imo x i y kao razlomak sa zajednickim nazivnikom, od-
nosno

za neki c cijeli broj. Tada je
X +yy/m= it e i\/ﬁ

Bududi daje {a +by/m:a, b € Z} C Z[A], time smo gotovi. O

3.2 Invertibilni elementi

Definicija 12. Invertibilni element ili jedinica u Q(\/m) je algebarski cijeli broj o takav
da je L algebarski cijeli broj.

U nastavku ¢emo iskazati i dokazati karakterizaciju invertibilnog elementa.

Teorem 7 (vidjeti [5, Teorem 12.5.]). Neka je B algebarski cijeli broj u Q(+/m). Tada
je B invertibilni element ako i samo ako je N(B) = +1.

Dokaz. Pretpostavimo je § invertibilni element. Iz multiplikativnosti norme dobi-
vamo

N(B)N (%) _ )= 1. (32)

Primjenom Propozicije 6 slijedi da su N(B) i N (%) cijeli brojevi te iz (3.2) slijedi
daje N(B) = £1.
Pretpostavimo sada da je

N(B) = £1
paje _
BB = +1.
Iz prethodne jednakosti slijedi
1 _
— = ==,
B p

Kako je p algebarski cijeli broj u Q(+/m) onda njegov minimlani polinom nad Q
ima cjelobrojne koeficijente, a to je takoder i minimalni polinom od . Dakle, g je
algebarski cijeli broj u Q(/m). Nadalje, ako je B korijen polinoma

x> +bx+c=0,
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gdjesu b, c € Z, onda je — B korijen polinoma
x> —bx+c=0,

koji je takoder ireducibilan nad Q. Zaklju¢ujemo da je i — B algebarski cijeli broj u
Q(yv/m) pajei % algebarski cijeli broj. Dakle, g je invertibilni element. O

Uocimo da je produkt dva invertibilna elementa takoder invertibilan element. Na-
ime, kako su « i B invertibilni elementi iz multipikativnosti norme dobivamo da
je

N(ap) = N()N(B) = 1.

Primjenom prethodnog teorema slijedi da je af invertibilni element.

KaZemo da je kvadratno polje Q(1/m) realno ako je m > 0, a imaginarno
ako je m < 0. U imaginarnim kvadratnim poljima postoji kona¢no mnogo
invertibilnih elemenata, o ¢emu govori sljedeci teorem.

Teorem 8 (vidjeti [5, Teorem 12.6.]). Invertibilni elementi u imaginarnom kvadratnom
polju Q(\/m) su £1 i to su jedini invertibilni elementi osim u slucajevima m = —1i

m = —3. Invertibilni elementiu Q(i) su £1, +i,auQ(/—3) su +1, 1i\F, —1i2ﬁ-

Dokaz. Prema Teoremu 7 moramo pronacdi sve algebarske cijele brojeve -y takve da
je N(y) = £1. Akojem =2ili 3 (mod 4), onda je

v =a+bym,
gdje sua, b € Z. Dakle, moramo rijesiti jednadZzbu

a* —mb* = 1
u skupu cijelih brojeva. Kako je m negativan, onda jednadZzba

a* —mb* = —1
nema rjesenja.
Akojem < —2,ondaje

1 = a®? — mb? > 21?

pa je jedino rjeSenje b = 0 te a = £1 iz ¢ega dobivamo da je v = 1.
Ako je m = —1, onda imamo jednadZzbu

2+ =1

¢ija su cjelobrojna rjeSenjaa = +£1, b = 0ia = 0, b = £1. Iz prethodnog slijedi
A = il Hl
Ukolikoje m =1 (mod 4), onda je

14++/m
2 7

y=a+b
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gdjesua, b € Z. JednadZzba koju moramo sada rijesiti je oblika
b\* m,

Ponovno, zbog m < 0 jednadzba

b\* m,

nema rjesenja.
Akojem < —7,ondaje

b\ m,,_ 7,
—lagl-—] ——F 2=
1 (a ) b b

pa je jedino rjeSenje b = 0 te a = £1 iz ega dobivamo y = £1.

Od ostalih negativnih m—ova, jedino m = —3 zadovoljava kongruenciju koju ov-
dje promatramo. Za m = —3 imamo sljede¢u jednadzbu
n\? 3,
(a+§) +2r =, (3.3)
odnosno
a* +ab+b* = 1.

Iz (3.3) slijedi da je |b| < 1 te dobivamo tri slucaja:

T

(1) Akojeb = —1,ondajea =0ilia =1pajey = —1—2\@ ili y = 1=y=3,
(2) Akojeb=0,ondajea = £1pajey = £1,

(3) Akojeb=1,ondajea = —1lilia =0pajey = %ﬂi’Y: _1%\/__3

0

Sljedeci teorem nam govori da u realnim kvadratnim poljima nemamo konac¢no
mnogo invertibilnih elemenata. Prije samog iskaza teorema, prisjetit éemo se poz-
nate jednadzbe iz teorije brojeva koja ¢e nam biti potrebna za dokaz tog teorema.

Definicija 13. Diofantska jednadzba oblika

X —my* =1, (34)

gdje je m kvadratno slobodan prirodan broj, naziva se Pellova jednadzba.

Definicija 14. JednadzZbe oblika

x? —my® =n,

gdje je m kvadratno slobodan prirodan broj i n cijeli broj razli¢it od 0, nazivaju se pellovske
jednadzbe.
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Pellova jednadZba ima beskona¢no mnogo rjeSenja. Vise o rjeSenjima gore nave-
denih jednadZbi moZe se naéi u [5].

Teorem 9 (vidjeti [5, Teorem 12.7.]). U svakom realnom kvadratnom polju postoji be-
skonacno mnogo invertibilnih elemenata.

Dokaz. Brojevi v = x +y+/m, x, y € Z su algebarski cijeli brojevi u Q(y/m) s
normom
N(7) = x> — my”.

Ako je ta norma jednaka 1, odnosno

x> —my* =1 (3.5)
onda je vy invertibilni element. JednadZba (3.5) je Pellova jednadZba i ona za kva-
dratno slobodan broj m > 1 ima beskona¢no mnogo rjeSenja. O

Dakle, problem pronalaZenja invertibilnih elemenata u realnim kvadratnim po-
ljima povezan je s rjeSavanjem Pellove i pellovskih jednadZbi. Preciznije:

e akojem = 2ili 3 (mod 4), onda je x + y/m invertibilni element u Q(/m)
ako i samo ako vrijedi x2 — my? = +1,

e akoje m = 1 (mod 4), onda je M invertibilni element u Q(+/m) ako i
samo ako vrijedi x? — my?* = +4.

Teorem 10 (vidjeti [5, Korolar 12.8.]). Grupa invertibilnih elemenata u realnom kva-
dratnom polju Q(/m) ima dva generatora: —1i &y, gdje je

Cn =u+ovym

ili
u—+oym
Cm=—"7"
dok je u + v+/m fundamentalno rjesenje jedne od jednadzbi x* — my*> = +1, +4. Dakle,
svaki se invertibilni element moZe napisati u obliku +¢),, n € Z. Fundamentalna jedinica
kvadratnog polja Q(+/m) je generator &y,. Ako je x1 + y1\/m fundamentalno rjesenje
Pellove jednadzbe, onda je x1 + y1v/m = (u+ v/m)", gdjeje v € {1,2,3,6}.

Pitamo se kako na¢i fundamentalno rjeSenje. TraZenje takvog rjeSenja usko je po-
vezano s konvergentama u razvoju broja y/m u verizni razlomak. ViSe o tome se
moZe pronaci u [5]. U nastavku navodimo primjere pronalaZenja invertibilnih
elemenata u realnim kvadratnim poljima.

Primjer 3. Odredimo sve invertibilne elemente u kvadratnom polju Q(~/3).
Primijetimo da je m = 3 (mod 4) pa je x + y~/3 invertibilni element u Q(~/3) ako i
samo ako vrijedi

x? — 3y = +1.
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Trebamo naéi fundamentalna rjesenja pripadnih jednadzbi. Razvijanjem /3 u verizni
razlomak dobivamo paran period. Kako je period paran broj, onda jednadzba

2 3y2 = =i
nema cjelobrojnih rjesenja. Fundamentalno rjeSenje jednadzbe
> — 3y2 =1
je oblika 2 4 /3. Dakle, invertibilni elementi u Q(v/3) su £1, £(24+/3)", n € Z.

Primjer 4. Odredimo sve invertibilne elemente u Q(+/5).

Uocimo da jem =1 (mod 4) pa je %\/g invertibilni element u Q(+/5) ako i samo ako

vrijedi
x? — 5y = +4.

Fundamentalno rjesenje jednadzbe
x2 — 5y2 =4

je 1+ /5, dok je 3 + \/5 fundamentalno rjesenje jednadzbe
x2 — 5y =4.

Invertibilni elementi u Q(+/5) su £1, + (#)n ,neZ,+ (%)n ,n€Z.



4 | Dijeljivost i faktorizacija

Osnovni pojmovi i tvrdnje koje su koristene u ovom poglavlju su baziranena [4, 5].

4.1 Dijeljivost

Definicija 15. Neka su «, B algebarski cijeli brojevi u Q(y/m), B # 0. Ako postoji
algebarski cijeli broj 6 € Q(+/m) takav da vrijedi

x = Bo,
onda kaZemo da B dijeli « i pisemo B | w.

U ovom slucaju & zovemo djeljenik, a B djelitelj. Rezultat pri dijeljenju nazivamo
koli¢nik.

Primjer 5. Kako je
6+14v/-3=(2—-4v-3)(-3+vV-3)
zakljucujemo da (2 — 4v/—=3) | (6 4+ 14y/—3).

Sljededi teorem nam daje karakterizaciju djeljivosti algebarskog cijelog broja u
Q(+/m) s cijelim brojem.

Teorem 11 (vidjeti [4, Theorem 3.5.]). Nekajea € Z i 6 = b+ c\/m algebarski cijeli
broj u Q(v/m). Tada a | 5 u Q(y/m) akoisamoakoa |bia|cuZ.

Dokaz. Neka je 6 = b+ c\/m djeljiv s a. Po definiciji djeljivosti postoji p = b’ +
c’v/m € Q(y/m) takav da je

S=a-B=a-(b'+cvm).

Tadaje
b+cyvm=a-b+a-c\/m.

Izjednacavanjem dobivamo

19
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pa zakljuCujemo daa | bia|cuZ.
Obratno, ako a | bia | c u Z, onda po definiciji djeljivosti postoje V', ¢’ € Z takvi
daje

b = a-b,
¢ = g~
Tadaje
S=b+cym=a-V+a-/vVm=a-(b'+vm)
pa zaklju¢ujemo da a | 6 u Q(y/m). O

U nastavku ¢e nam biti vazan obrat po kontrapoziciji sljedeceg teorema.

Teorem 12 (vidjeti [5]). Neka su a, B algebarski cijeli brojevi u Q(\/m). Ako B | & u
Q(y/m), onda N(B) | N(«) u Z.

Dokaz. Neka su a, B € Q(/m) te neka B | a. Po definiciji djeljivosti postoji § €
Q(y/m) takav da je

= 0.
Tadaje
N(a) = N(ps) = N(B)N(3),
iz ¢ega zaklju¢ujemo da N(B) | N(a) uZ (B # 0 povlaci N(B) # 0). O
Primjer 6. Neka je
x = 24+3vV-6
B = 2-+v-6,

tada je N(a) = 58 i N(B) = 10. Kako N(B) 1 N(«a) u Z, onda B 1« u Q(+/—6).
Napomena 3. Obrat Teorema 12 ne vrijedi.
Primjer 7. Ako je
xa = 6—9i
p = 218
tada je N(«) = 117 i N(B) = 13. Vidimo da N(B) | N(«), ali

6-9 6-9 2-3i -15 36

213 243 -3~ 13 13 4l

Ako je 5 invertibilni element, onda kaZemo da su « i f asocirani (pridruZeni)
brojevi. U nastavku ¢emo navesti primjer asociranih brojeva.

Primjer 8. Neka je x = —2+3i, p = 3+ 2i, tada su « i B asocirani u Z[i]. Takoder,
brojevi asocirani broju « su i:

¥ = —F—2,
—2 <+ 3,
f = 2-=8i

<,
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4.2 TIreducibilnost

Definicija 16. KaZemo da je algebarski cijeli broj § € Q(+/m) koji nije O ni invertibilni
element u Q(+/m) ireducibilan ako je djeljiv samo s invertibilnim elementima i sebi pri-
druZenim brojevima.

Primjer 9. Provjerimo je li 2 ireducibilan u Q(1/—6).
Primijetimo da je —6 = 2 (mod 4) pa su algebarski cijeli brojevi u Q(+/—6) brojevi

oblika
a—+ by —6,
gdjesua, b € Z. Ako algebarski cijeli broj u Q(+/—6) nije 0 ni invertibilni element onda
je
N(a+bv—6) = a* 4 6b* > 4.
Pretpostavimo sada da je
2=uap,
gdjesu w, B € Q(v/—6). Iz multiplikativnosti norme dobivamo

N(a)N(B) = 4,

a kako je najmanja norma 4 slijedi N(«) = £1ili N(B) = £1. Prema Teoremu 7, jedan
od brojeva w ili B je invertibilini element, a onda je drugi od njih pridruZen broju 2.

Dakle, 2 je ireducibilan u Q(+/—6).

Definicija 17. Za algebarski cijeli broj T € Q(+/m) koji nije 0 ni invertibilni element u
Q(+/m) kazemo da je prost ako T ima svojstvo da ako T | «f, gdje su a, B algebarski cijeli
brojevi u Q(\/m), onda T | wili T | .

Svaki prost broj je ireducibilan. Naime, ako je T = af prost u Q(1/m), onda je
jedan od brojeva % ili % algebarski cijeli broj. No, kako « i B dijele 7 slijedi da je
jedan od njih invertibilni element, a drugi je pridruzen broju t. Op¢enito ireduci-
bilni element ne mora biti prost $to pokazuje sljedeci primjer.

Primjer 10 (vidjeti [5]). Broj 2 je ireducibilan, ali nije prost u Q(v/—5).
Uocimo da je —5 = 3 (mod 4) pa su algebarski cijeli brojevi u Q(/—5) svi brojevi
oblika

a+bv-5,

gdjesua, b € Z. Ako algebarski cijeli broj u Q(\/—5) nije 0 ni invertibilni element,
onda je
N(a +bv/—5) = a* 4 5b* > 4.
Pretpostavimo sada da je
2=uap,

gdje suw, B € Q(v/—5). Primijenom multiplikativnosti norme dobivamo
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a kako je najmanja norma 4, slijedi N(a) = £1ili N(B) = %1 pa je jedan od brojeva
ili B invertibilni element. Dakle, 2 je ireducibilan. Medutim, 2 nije prost u Q(\/—5) jer

2| (14++/—=5)(1—+/=5) =6,

ali2 4 (14 +/=5)ni24 (1 —+/=5) jer N(2) =416 = N(1£+/-5).

Teorem 13 (vidjeti [4, Theorem 3.10.]). Neka je § algebarski cijeli broj u Q(+/m). Ako
je N(6) = %p, gdje je p prost prirodan broj, onda je § ireducibilan.
Dokaz. Pretpostavimo da je
0 =uap,
gdje su a, B algebarski cijeli brojevi u Q(y/m). Multiplikativnost norme povlaci

N(8) = N(2)N(p) = £p.

Kako su prema Propoziciji 6 N(«) i N(B) cijeli brojevi, onda jedan od njih mora
biti jednak +1. Prema Teoremu 7 taj je broj invertibilni element te zbog § = af,
onda drugi od njih mora biti pridruZzen 4. a

Primjer 11. Provjerimo je li 3 + 2+/5 ireducibilan u Q(~/5).
Kako je
N(3+2V5) = —11,

a 11 je prost broj, prema prethodnom teoremu slijedi da je 3 + 2+/5 ireducibilan u Q(~/5).

Napomena 4. Kriterij u Teoremu 13 je dovoljan, ali ne i nuZan uvjet ireducibilnosti.

Primjer 12. Broj 3 je ireducibilan u Q(+/—13) iako mu norma nije prost broj.
Najprije, primijetimo da je —13 = 3 (mod 4) pa su algebarski cijeli brojevi u Q(v/—13)
svi brojevi oblika

a+bv—13,

gdje sua, b € Z. Ako algebarski cijeli broj u Q(+/—13) nije 0 ni invertibilni element,
onda je
N(a+bv—13) = a* + 130* > 4.

Pretpostavimo sada da je

3 =B,
gdje su B, v € Q(v/—13). Zbog multiplikativnosti norme dobivamo
N(B)N(y) =9

te kako je najmanja norma 4, slijedi N(B) = +1ili N(y) = %1 pa je jedan od brojeva B
ili vy invertibilni element. Medutim, N(3) = 9 sto nije prost broj.
Dakle, 3 je ireducibilan u Q(+/—13) iako mu norma nije prost broj.

Teorem 14. Svaki algebarski cijeli broj 6 u Q(+/m), koji nije 0 ni invertibilni element,
moZze se prikazati kao produkt ireducibilnih brojeva u Q(y/m).
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Dokaz. Ako je ¢ ireducibilan broj, onda smo gotovi. Ako J nije ireducibilan broj,
onda se on moZze rastaviti na umnozak af, gdje su « i B algebarski cijeli brojevi
koji nisu invertibilni elementi. Nastavljajuéi ovaj postupak, faktoriziramo « i j,
ako nisu ireducibilni. Ovaj postupak faktorizacije mora zavrsiti jer bi inace dobili
da ¢ ima oblik aja; - - - &y, gdje je n po volji velik, a niti jedan «; nije invertibilni
element. To bi povlacilo da je

n

IN@)| =TTIN()| > 2", (4.1)
j=1

jerje [N (a;)| prirodan broj ve¢i od 1. No, iz (4.1) vidimo da ako nastavimo opisani
postupak, dobivamo da [N ()| teZi u beskona¢no, $to ne smije biti. O

Prethodnim teoremom pokazali smo da faktorizacija na ireducibilne faktore u
Q(+y/m) uvijek postoji, ali ona ne mora biti jedinstvena.

Primjer 13 (vidjeti [5, Primjer 12.1.]). Promotrimo broj 55 i njegove tri faktorizacije u

Q(vV-6):
55 =5-11 = (1 +3v/—6)(1 — 3v/—6) = (7+ v/ —6)(7 — V—6).
Uvjerimo se da su brojevi 5, 11, (1 4 3v/=6), (7 & /—6) ireducibilni u Q(\/—6).

Kao $to smo spomenuli u Primjeru 9, algebarski cijeli brojevi u Q(\/m) su svi brojevi
oblika a + b\/—6, gdje su a, b € Z. Ako algebarski cijeli broj u Q(\/—6) nije 0 ni
invertibilni element, onda je

N(a+byv—6) = a*+6b> >4,
N(a+bv-6) # 5,
N(a+bV/—6) # 11.
Pretpostavimo sada da je
o> =ap,
gdje su a, B € Q(v/—6). Multiplikativnost norme povlaci

N(«) - N(B) = 25

te zbog nasih prethodnih zakljucaka slijedi N(«) = =£1ili N(B) = =£1. Dakle, 5 je
ireducibilan u Q(\/—6). Analogno se pokaZe da je 11 ireducibilan u Q(\/—6).
Nadalje, ako je

14+3vV-6=ap,

gdje su w, B € Q(v/—6) onda iz multiplikativnosti norme doivamo
N(a)-N(B) = 55.
Iz prethodne jednakosti i prijasnjih zakljucaka slijedi N(«) = £1ili N(B) = £1. Dakle,

1+ 3/ —6 je ireducibilan. Analogno se pokaZe ireducibilnost broja 7 &= \/—6.
Dakle, broj 55 nema jedinstvenu faktorizaciju na ireducibilne faktore u Q(+/—6).
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4.3 Jedinstvenost faktorizacije

Pitamo se za koje vrijednosti od m, Q(+/m) ima svojstvo jedinstvene faktorizacije.
Vidjet ¢emo da je to u vezi s Euklidovim algoritmom.

Definicija 18. Ako se svaki algebarski cijeli broj u Q(+/m), koji nije 0 ni invertibilni
element moze na jedinstven nacin zapisati kao produkt ireducibilnih faktora, do na poredak
faktora i zamjenu faktora pridruzenim brojevima, onda kazemo da kvadratno polje Q(+/m)
ima svojstvo jedinstvene faktorizacije.

Definicija 19. Kvadratno polje je euklidsko ako se za algebarske cijele brojeve u Q(/m)
moZe provesti Euklidov algoritam, odnosno ako za algebarske cijele brojeve o, B €

Q(v/m), B # 0 postoje algebarski cijeli brojevi y, & € Q(+/m) takvi da je
a=py+5, [N(G)| < [N(B)I

Teorem 15 (vidjeti [5, Teorem 12.11.]). Ako je kvadratno polje euklidsko, onda ono ima
svojstvo jedinstvene faktorizacije.

Dokaz. Najprije, pokazimo da ako su « i B algebarski cijeli brojevi u Q(/m) kojima
su jedini zajednicki djelitelji invertibilni elementi, onda postoje algebarski cijeli
brojevi po, 10 € Q(y/m) takvi da je

apo + Brio = 1.

Neka je I skup svih brojeva oblika

ap+ By,
gdje su u, 1 algebarski cijeli brojevi u Q(1/m). Ako je k € I razli¢it od 0, onda je
|N(x)| pozitivan cijeli broj pa mozemo odabrati element
¢ =ap+ pin

skupa I takav da |N(&)| poprima najmanju pozitivhu vrijednost medu |N(x)|.
Kako je kvadratno polje Q(1/m) euklidsko, onda postoje algebarski cijeli brojevi

v, 6 € Q(y/m) takvi da je
a=gy+0, IN@)| <[N()I
Tadaje
6 =a—(ap +pm) = a(l —ym) +p(—ym) € L
Iz definicije od ¢ slijedi da je N(6) = 0, odnosno 6 = 0. Dakle, « = &y i¢ |

«. Analogno se pokaZe da & | B pa je ¢ invertibilan element. Takoder je i &*
invertibilan element pa imamo

1=¢7"¢ =& Yau +Pm) = ad'pr + B = apo + Prjo-

Nadalje, dokazimo da ako je 7 ireducibilan u Q(+/m), onda je i on prost, odnosno
ako T | 74, onda 7 | v ili T | . Naime, ako T 1 v, onda su invertibilni elementi
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jedini zajednicki djelitelji od T i 7y pa postoje algebarski cijeli brojevi pg i 7o takvi
daje

Tpo + 10 = 1.
MnoZenjem prethodne jednakosti s § dobivamo

6 = Toug + Yoo,

pa slijedi da 7 | 6. Odavde indukcijom slijedi da ako 7 | (71 - - - ), onda T dijeli
neki ;.

Pretpostavimo da postoje dvije faktorizacije na ireducibilne faktore algebarskog
cijelog broja 6, odnosno

=002 O =TT Ty (4.2)

Akojem =1, ondaje ¢ ireducibilan i mora bitidajen = 1i6 = 7. Pretpostavimo
daje m > 1. Kako je o1 prost, onda o7 | 7112 - - - T povlaci da oy dijeli neki Tj.
Zamjenom uloga 7; i 7; dobivamo da o3 | 71. Kako je 7y ireducibilan, onda je oy
njemu asociran broj, tj.
T = 601,
gdje je ¢ invertibilan element. Uvrstavanjem prethodne jednakosti u (4.2) i dije-
lienjem s o7 dobivamo
0203 Oy = CTT3 * * * Tp-

Ponavljajuci postupak dobivamo jedinstvenost faktorizacije na ireducibilne fak-
tore. =

Chatland i Davenport (1950.) su pokazali da postoji to¢no 21 euklidsko polje
Q(y/m) i to za sljedeée vrijednosti:

m = —11,—%,—8,—2,—1,2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,83,.87,41,57, 73.
Primjer 14 (vidjeti [5, Primjer 12.2.]). DokaZimo da su kvadratna polja Q(/m) za

m= -3, =2, —1, 2, 5 euklidska.
Neka su vy, 6 algebarski cijeli brojevi u Q(+/m) i § # 0. Tada je

%zxﬂ/\/ﬁ

gdje su x iy racionalni brojevi. Odaberimo u, v € Z koji su najblizi x i y te neka je

r = x—u,

§ = y—u.

Tada je
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Oznacimo

u+oym = B,
¥—08 = wm,

gdje su o i B algebarski cijeli brojevi u Q(+/m). Slijedi

_ _8) = (Y _g)) = N(X_

N(@) = N(y=0p)=N(s-(5-8)) =N@)-N(§-5)

= N(8) - N(r+sym) = N(J) - (r* — ms?)

pa je
IN()| = [N(3)] - |1* — ms?|. (4.3)
Ako je |m| < 2 dobivamo
| —ms?| <r*+2s% < 431 < L,

Iz (4.3) slijedi [N (a)| < |N(6)|, odnosnozam = —2, —1, 2 polje Q(+/m) je euklidsko.

Zam = —3, 5 postupamo na malo drugaciji nacin. Neka su x i y definirani kao prije.
Odaberimo v € Z najbliZi broju 2y te oznacimo

pa je

Nadalje, odaberimo u € Z najblizi broju x — }v te oznacimo

r:x—u—iv
paje
0<|r| <
o _2'
Oznacimo
1
u-+o +\/ﬁ — 5
2
¥—of = &

Kao i ranije dobivamo
Kako je |m| <5, slijedi
r? — ms?| < r* +5s% < L 1
- — 16
Dakle, [N ()| < |N(8)| pa za m = —3, 5 polje Q(\/m) je euklidsko.
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No, euklidska polja nisu jedina polja s jedinstvenom faktorizacijom.
Heegner(1952.),
Baker(1966.) i Stark(1967.) su pokazali da ako je m negativan, onda za

m = —1,—2,-3,—7,—11,—19,—43, —67,—163

kvadratno polje Q(+/m) ima svojstvo jedinstvene faktorizacije. Hipoteza je da za
pozitivan m takvih polja ima beskona¢no mnogo.

Primjer 15. DokaZimo da su jedine cjelobrojne tocke na krivulji
yZ — x3 9

tocke (3, 5) i (3, —5).
Najprije uocimo sljedece: ako bi x bio paran, onda bi

¥ =x>-2=2 (mod 4)
Sto je nemoguce. Dakle, x mora biti neparan pa je i y takoder neparan. Promatrajmo rastav

=y +2=(y+vV-2)(y-v-2). (44)

Prema prethodnom primjeru kvadratno polje Q(\/—2) je euklidsko pa onda prema Te-
oremu 15 ima svojstvo jedinstvene faktorizacije. Pokazat éemo da su jedini zajednicki dje-
litelji od y + /=2 iy — \/—2 invertibilni elementi i iskoristiti jedinstvenost faktorizacije.
Nekay | (y++v=2)iv| (y—v=2). Taday|2V/-2paN(y) | N2V-2) = 8.
Kako je y neparan iz N(y) | N(y +/—2) = y? + 2 slijedi da N(vy) ne moZe biti
paran pa je N(y) = 1. Zbog jedinstvenosti faktorizacije iz (4.4) slijedi da postoje
, B, € € Z|\/-2] takvi da je

y ‘I’ V _2 - 063,
y-V=2 = €,
N(e) = 1.

Ako je x = a + b\/—2, onda je

y++v-2 = (a+bv/-2)3
= (a® — 6ab?) + (3a°b — 20°) /2.
Odavde slijedi

a® —6ab’> = y,
3a°b—20° = 1.
Iz posljednje jednazbe slijedi b | 1 pajeb = +1. Za b = 1 slijedi a = +1, dok je b = —1

nemoguce. Za a = 1 se dobije y = —5,aza a = —1 je y = 5. Time je pocetna jednadzba
rjesena.

U prethodnom primjeru dano je rjeSenje motivacijskog primjera iz Uvoda.
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Primjer 16. Promotrimo dvije faktorizacije broja 13 u Q(v/—3):

13 = 7+;/__3-7_£/__3 = (14+2v-3)(1 -2v/-3).

MozZemo se zapitati zaSto te dvije faktorizacije nisu u suprotnosti s ¢injenicom da polje
Q(+/—3) ima svojstvo jedinstvene faktorizacije. Pripadne faktorizacije u Q(+/—3) su
jednake do na mnoZenje invertibilnim elementima. Naime, vrijedi sljedece

7+2\/—3 ' 1+2\/—3 _ {45

Teorem 16 (vidjeti [5, Teorem 12.12.]). Ako Q(\/m) ima svojstvo jedinstvene fakto-
rizacije, onda svakom ireducibilnom broju T € Q(+/m) odgovara tocno jedan prirodni
prosti broj a takav da T | a.

Dokaz. Kako ireducibilan broj T dijeli cijeli broj N(7) (N(t) = 77T), postoje pri-
rodni brojevi koji su djeljivi s 7. Neka je a2 najmanji takav broj te pokazimo da je
on prost.

Pretpostavimo suprotno, odnosno neka je

a=p-q,1<p g<a

Zbog svojstva jedinstvene faktorizacije slijedi 7 | p ili T | g, $to je kontradikacija s
1= m 5<a
Preostaje nam jo$ pokazati jedinstvenost. Pretpostavimo suprotno, odnosno da t
dijeli jo neki prirodni prost broj b # a. Tada su a i b relativno prosti pa postoje
x, y € Z takvidaje

ax + by = 1.

[z prethodne jednakosti slijedi da 7 | 1 $to je kontradikcija.
Dakle, prirodan prost broj a je jedinstven. O

Moze se pokazati da vrijedi i sljededi teorem.

Teorem 17 (vidjeti [5, Teorem 12.13.]). Prosti brojevi u Q(i) su prosti prirodni brojevi
oblika
q=41+3,

faktori T i T’ iz faktorizacije g = Tt prostih prirodnih brojeva oblika
g=41+1,

broj (1 + i) te brojevi koji su pridruZeni navedenim brojevima.
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Sazetak

U ovom radu smo definirali osnovne algebarske strukture te pojmove algebarskog
broja, algebarskog cijelog broja i naveli vazne tvrdnje vezane uz njih. Definirali
smo kvadratno polje i dvije vaZne skalarne funkcije na njima te naveli i dokazali
njihova svojstva. Uveli smo pojam invertibilnog elementa te naveli tvrdnje i pri-
mjere vezane uz njih u imaginarnim i realnim kvadratnim poljima. Upoznali smo
se s pojmom ireducibilnog elementa i naveli primjere i tvrdnje vezano uz njega.
Na kraju smo se bavili s jedinstvenos¢u faktorizacije.

Kljuéne rijeci

algebarski cijeli brojevi, kvadratno polje, invertibilni elementi, ireducibilnost, je-
dinstvenost faktorizacije
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Quadratic Fields

Summary

In this work, we have defined the basic algebraic structures and the notion of alge-
braic number, algebraic integer and stated important claims related to them. We
have defined a quadratic field and two important scalar functions on them and
stated and proved their properties. We introduced the concept of an invertible
element and stated claims and examples related to them in imaginary and real
quadratic fields. We were acquainted with the concept of an irreducible element
and given examples and statements related to it. Finally, we dealt with the unique
factorization.

Keywords

algebraic integers, quadratic fields, invertible elements, irreducibility, unique fac-
torization
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