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Sazetak

Tema ovog zavrSnog rada su ploSni integrali i njihove primjene. Upoznat ¢emo se s pojmovima
plohe, plo$nih integrala prve i druge vrste te teoremom o divergenciji, gradijentu, rotaciji, Stokeso-
vom teoremu te dokazima navedenih teorema. Primjene ploSnih integrala te teorema o divergenciji
prikazane su primjerima, a fizikalna interpretacija divergencije prikazana je kroz zakon saCuvanja
mase.

Kljucne rijeci

Ploha, plo$ni integrali, teorem o divergenciji, Stokesov teorem.

Abstract

The topic of this diploma paper is surface integrals and their applications. We will become familiar
with the concepts of surfaces, surface integrals of the first and second kind, as well as the diver-
gence theorem, gradient, rotation, Stokes’ theorem, and proofs of these theorems. Applications
of surface integrals and the divergence theorem are presented through examples, and the physical
interpretation of divergence is illustrated through the conservation of mass law.

Keywords

Surface, surface integrals, Divergence theorem, Stokes’ theorem.



Uvod

Cilj ovog zavr$nog rada je proucavanje plo$nih integrala kroz primjene prikazane primjerima. Rad
je podijeljen u Cetiri poglavlja, Osnovni pojmovi, Ploha, Tok vekroskog polja i Stokesov teorem.

U uvodnom poglavlju uvesti ¢emo osnovne pojmove za bolju razradu 1 razumijevanje samog rada.
Poglavljima “Ploha” i ”PovrSina plohe” upoznati ¢emo se s nacinima zadavanja plohe te povrSinom
plohe, samim tim do¢i ¢emo do definicije ploSnog integrala prve vrste. Zatim ¢emo kroz trece po-
glavlje " Tok vektorskog polja” do¢i do definicije ploSnog integrala druge vrste. U nastavku treceg
poglavlja upoznati ¢emo se s teoremom o divergenciji te njegovom fizikalnom interpretacijom kao
zakona oCuvanja mase. ZavrSni rad zavrSava posljednjim potpoglavljem “Stokesov teorem” Ciji
je teorem dokazan. PriloZene skice omogucavaju jednostavnije predoCavanje zadanog problema o
kojemu govorimo.



1 Ploha

1.1 Osnovni pojmovi

Ploha je osnovni matematicki pojam kojemu smisao i definicije ovise o kontekstu i matematickim
alatima koji se koriste u svrhu istraZivanja. Intuitivno je jasno kako ploha u matematici predstavlja
dvodimenzionalan skup u prostoru zadan algebarskom jednadZzbom f(x,y,z) = O (npr. ravnina,
sfera, cilindri¢na ploha, hiperboloid). MoZe se reci da je ploha generalizacija ravnine, no za razliku
od ravnine moZe biti zakrivljena. Najjednostavnije matematicke plohe u R? su ravnina i sfera.

Definicija 1.1. Neka je O ishodiste, p, q i r medusobno okomiti pravci koji prolaze kroz tocku
O. Neka je na pravcima p i q definiran koordinatni sustav (O, z f) te neka je na pravcu r defini-
ran koordinatni sustav (O, Ig) takav da vektori ?f, k zadovoljavaju pravilo desnog vijka. Tada se

? ? P . . . . ’
(0,1, J, k) naziva desni pravokutni koordinatni sustav u prostoru E.
. .o . . . . . . o =2,
U nastavku zavrSnog rada primijenjujemo desni pravokutni koordinatni sustav (O, 7, f k)uR3.

Definicija 1.2. Otvoren, neprazan i povezan skup Q C R" naziva se podrucje. Unija podrucja Q i
njegovog ruba 0 naziva se zatvoreno podrucje.

Definicija 1.3. Neka je Q C R? otvoren skup, f: Q — R skalarno polje, @ : Q — R> vektorsko
polje i neka su ona klase C' na Q. Gradijent skalarnog polja f je vektrosko polje grad f : Q — R3

definirano s

of» df - Of-
df=—1+—J+—k. 1
grad f ox' Oy] 0z 1)
Divergencija vektorskog polja d je skalarno polje divd : Q — R definirano s
da, da, Oda
divd = — + — + —. 2
VT Ty T e W

gdje su ay, ay i a, komponente polja d. Rotacija vektorskog polja d je vektorsko polje rotd : Q —

R? definirano s

T

k

N aaz 8av - aax 6az 2 aay aax 7 (la ‘g 0
- (— — —_— — k = |3z a7 e
ay (ly a,

gdje su a,, ay i a, komponente polja d iz R® u R.

Definicija 1.4. Definiramo Hamiltonov diferencijalni operator (nabla) sa

Napomena 1. Rotacija vektorskog polja d, oznacena s (3), prelazi u
rotd =v xd

Sto je formalno vektorski produkt nable s poljem d. Isto tako, (2) prelazi u

divda=v-ad



Sto daje skalarni produkt od v s d. Na kraju, (1) prelazi u

grad f = Vf
Sto pokazuje da se gradijent polja f dobiva primjenom nable na f.

Definicija 1.5. Definiramo Laplaceov diferencijalni operator s

il S o

A:dngrad:V'V:@'Fa—yz'i‘a—Zz.

Definicija 1.6. Neka je Q otvoren skup u R" i d : Q — R? vektorsko polje koje je neprekidno na
Q. KaZemo da je polje d konzervativno (potencijalno) na Q ako postoji skalarno polje ® : Q — R
klase C' na Q takvo da je

da(P) = —grad ®(P), PeQ.

Za potrebe Greenovog teorema uvesti ¢emo definiciju krivuljnog integrala druge vrste te ¢emo
objasniti pojam konture koja se spominje u danom teoremu. Dakle, pojam kontura, u Greenovom
teoremu, predstvalja jednostavnu zatvorenu po dijelovima glatku krivulju.

Definicija 1. 7 Neka je F orijentiran Jordanov luk od tocke A = Fa) do tocke B = F(b) gdje je
7:la,b] — F njegova parametrizacija. Ako je F: F — R3 takva da je funkcija t — F (r(t)) 20
Riemann integrabilna na segmentu [a, b] onda broj

[P By - P dr
nazivamo krivuljni integral druge vrste vektorskog polja F du? luka T i oznacavamo gas
| F-ds.
r
Ako je krivulja T zatvorena tada pisemo
¢ F - ds
T
i taj se broj naziva cirkulacija vektorskog polja F po krivulji T.

Teorem 1.1 (Greenov teorem). Neka je Q otvoren skup uR? i M, N : Q — R funkcije klase C' na
Q. Neka je I' C Q kontura i neka je D zatvoreno podrucje unutar konture I'. Pretpostavimo da je
D podskup od Q. Vrijedi formula

fde+Ndy f (a—N—a—M)d dy 4)

Dokaz Greenovog teorema moZze se pronaci u [



1.2 Nacini zadavanja plohe

Posebna pozornost posvecuje se glatkim plohama, to jest plohama koje u svakoj tocki imaju tan-
gencijalnu ravninu. Potrebno je prisjetiti se da je krivulja glatka ako u svakoj tocki te krivulje
postoji tangenta, time je pojam glatke plohe, prirodan sljedeci korak.

Definicija 1.8. Nivo- ploha funkcije F: S C R® — R je skup svih tocaka (x, y, z) € S za koje je
F(x, y, z)=c, gdje je c € R fiksan.

Definicija 1.9. Neka je Q C R? otvoren, F€ C'(Q)i (V(x,y,2) € Q) VF(x,y,z) # 0. U tom slucaju
nivo plohu F(x,y,z) = 0 nazivamo glatka ploha u R>.

Eksplicitna jednadzba plohe

Neka je Q € R? podrugje xy-ravnine i f : Q — R funkcija klase C'. Tada graf funkcije f nazivamo
glatkom plohom, odnosno skup

Z:{(x,y,Z):Z:f(x’y)’ (X’Y)EQ}

je glatka ploha. Ukoliko se tocka (x, y, z) nalazi na grafu funkcije f, tada vrijedi z = f(x,y) pa je
glatka ploha zadana jednadzbom z = f(x,y). Ovaj naCin zadavanja nazivamo eksplicitnim.

Implicitna jednadzba plohe

Izraz kojim je opisan graf funkcije f, na jednostavan nacin, moZe se svesti na implicitno zadanu
plohu tako da je F(x,y,z) = f(x,y) — z. Dakle, izraz z = f(x,y) je ekvivalentan F(x,y,z) = 0,
pri ¢emu je F : QX R — R, F € C'(Q X R) takav da VF = (5,5, 1) # 0. Drugim rijecima,
graf glatke funkcije se moze shvatiti kao glatka ploha. Nacin zadavanja plohe poput nivo- plohe
uz dodatna svojstva koja vrijede za funkciju F vode ka implicitno zadanim plohama. Postoje
plohe koje nije moguce zadati eksplicitno. Stoga, pogledajmo primjer sfere. Ukoliko imamo sferu
radijusa R = 1 sa srediStem u ishodi3tu zadanu jednadzbom x? + y* + z> = R?. IzraZavanjem z kao

funkcije x 1 y dobivamo jednadzbu

z=x41=-x2 -y, X +y* <1,
odnosno pojedine dijelove sfere moguce je zadati eksplicitno, no ne i cijelu sferu. Stoga jednadzba
x* +y? + 72 — 17 = 0 je implicitno zadana jednadZba plohe.
Parametarska jednadzba plohe

Kako su se krivulje mogle zadati parametarski na sliCan nacin se moZe zadati i ploha. Za razliku
od krivulja kod kojih je potreban jedan parametar, sada ¢e biti potrebna dva parametra, koja ¢e
biti oznacena s ¢ i s, odnosno izrazima x = ¢(t,s),y = Y(t, s),z = &(t,s). Preciznije, neka je
7: Q C R* - V? vektorska funkcija dvije realne varijable te neka je

At s) = o(t, )i + U(t, 5)] + &, )k, (1, 5) € Q.



Skalarne komponente vektorske funkcije 7 su sada funkcije ¢, ¢, £ : Q — R, one su realne funkcije
dvije realne varijable, te je potreban zahtjev da funkcije imaju neprekidne parcijalne derivacije
prvog reda. Parametarski zadana ploha je skup toaka

X = {o(t, 5), (1, ), (1, 5) = (¢, 5) € QCRY).
Ureden par (Q, 7) je parametrizacija plohe X. Nadalje, neka je
87 6()0—) 8(& > a.f -
— =—i+—j+ =k
o o a! T o
or 0()0—» 6{// 2 (9{; =
— = —i+—j+ =k
Os asl Os / os
Potrebne su dodatne pretpostavke na r kako bi se osiguralo postojanje normale na plohu X.
Dakle, potrebno je da ploha bude glatka, to jest da su funkcije ¢, ¥, & klase C' te da vrijedi,

a—?xa—?;tﬁ
ot Os ’

1.3 Orijentacija plohe
Orijentabilna ploha

Neka je X glatka ploha, te neka tocka P pripada X. Ukoliko u tocki P postoji tangencijalna ravnina
na plohu X zadana s z = f(x,y), onda postoje dva jedini¢na vektora normale 7] i 75 sa pocetkom
u tocki P. Vektori imaju istu duljinu i smjer, no postoji razlika u orijentaciji. Ukoliko Zelimo da
normala bude neprekidna funkcija, onda biramo jedan od predznaka

af 2 of 2.7
—g(x’)’)l - a_y(x’y).] +k

&
\/1 + Gy + (FE )P

_) _
nip =

te se ploha X zajedno s neprekidnim poljem normala 77 naziva orijentabilna ploha. PojaSnjenje
zahtjeva normale kao neprekidne funkcije odnosi se na orijentaciju koja je zadana vektorima nor-
male, to jest neprekidnim poljem normala. Dokaz nije tako jednostavan te se moZe pronaci u
naprednijoj literaturi [4]. U nastavku ovog dijela rada pozornost posve¢ujemo zatvorenoj plohi.
Jednini¢ni vektor normale u tocki P moZze biti usmjeren iz podrucja koje X ogranicava ili u po-
dru¢ju ograniceno s X. Ukoliko vektor 77 gleda iz podrucja koje X ograni¢ava prema van kazemo
da je ploha X pozitivno orijentirana i takvu plohu oznacavamo sa g U suprotnom kazemo da je
ploha X negativno orijentirana i ozna¢avamo ju sa E Orijentirana ploha je orijentabilna ploha X
s odabirom orijentacije. Primjer orijentabilne plohe je sfera koja se mozZe orijentirati tako da svi
odabrani jedini¢ni vektori normala gledaju prema unutra. Ukoliko je ploha ravnina, tada se ori-
jentacija moZe odabrati ovisno o predznaku skalara uz K. Ukoliko je predznak pozitivan, normala
”gleda” prema van, u suprotnom normala “’gleda” prema unutra.



Neorijentabilna ploha

Nije svaka glatka ploha orijentabilna. Primjer neorijentabilne glatke plohe je Mobiusova vrpca ili
Mobiusova traka koju ¢emo sada opisati. Potrebno je zamisliti pravokutnik ABCD, pri ¢emu tocke
A1 C leze na dijagonali $to vrijedi i za to¢ke B i D . Plohu pomoc¢u pravokutnika ABCD mozZemo
dobiti na dva na¢ina. Prvim nacinom spaja se tocka A s to¢kom B te to¢ka D s to¢kom C. Tim
nac¢inom dobivamo cilindar. Taj cilindar je orijentabilna ploha. Odabrani vektori normala gledaju
svi prema unutra ili gledaju svi prema van.

Na primjer, ukoliko se olovka stavi na vanjsku tocku cilindra te se opiSe krug oko cilindra,
olovka e ostaviti trag samo s vanjske strane cilindra. Drugi naCin je spajanje tocke A s tockom C 1
tocke D s tockom B. Tim nacinom se dobije glatka ploha koja se naziva Mobiusova traka. Ukoliko
se stavi olovka na vanjsku tocku te plohe te se opiSe krug, olovka e ostaviti trag na cijeloj plohi te
¢e zavrsiti u tocki suprotnoj od tocke u kojoj se krenuo opisivati krug. Drugim rije¢ima, zavr§ava
u unutarnjoj tocki, pokazujuci suprotni jedini¢ni vektor normale od polaznog.

Slika 1: Mobiusova vrpca



2 Povrsina plohe

2.1 Motivacija, definicija i osnovna svojstva

Potpoglavlje “Motivacija” provedena u tri koraka koristiti ¢e pri definiranju povrSine plohe, koja
¢e biti eksplicitno zadana, te ploSnog integrala prve vrste.

Korak 1.

U prvom koraku treba zamisliti pravokutnik D koji ima vrhove Q,, O, O3, O, kao §to je prikazano
na slici.

8

Slika 2: Pravokutnik D u xy-ravnini

Pravokutnik se nalazi u xy- ravnini, Q;(x;,y;,0), za j = 0, 1,2, 3. Potrebno je izraCunati povrSinu
tog pravokutnika. Jedan od nacina raCunanja povrSine pravokutnika je mnoZenje duljina stranica.
PovrSinu paralelograma raCunamo kao umnozak duljine stranica a i b te sinus kuta izmedu njih, to
jestP = |Ez’||l;| sina = |3><5|. Iz toga slijedi da se na isti na¢in moZe racunati i povrSina pravokutnika.
Uzimajuci vektore @; 1 QO—Q; potrebno je izraCunati vektorski produkt te uzeti njegovu duljinu.
Vektorski produkt racuna se formulom pomocu determinante. U prvi redak potrebno je staviti
vektore i, f, k,u drugi redak komponente prvog vektora, a u tre¢i redak komponente drugog vektora
te se koristi razvoj determinante po treCem stupcu.
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Odnosno,

- -

.

N I Jj k ¥

P(D) =[Q0Q1 X QoQal =1|x; —x0 y1—y0 O|l =1k
X2—Xx0 y2—Yo O

X1 —X0o Y1—Yo
X2 —=Xo Y2—Yo

X1 —X0 Y1—Yo
Xo—=Xo Y2—Yo

Korak 2.

Neka je zadana ravnina M u prostoru jednadzbom p(x — xo) + g(y — yo) — (z — 29) = 0. Drugim
rijeCima, to je jednadZba z = zo + p(x — xo) + q(y — yo). Paralelogram Q; s vrhovima Qy, Q1, 03, 0>
lezi u xy- ravnini.

Slika 3: Projekcija paralelograma Q);

Zanima nas Sto Ce biti projekcija paralelograma Q; na ravninu M. Stoga, ako tocke Q; Cine
paralelogram, pokazat ¢emo da i toke P; s vrhovima P, Py, P3, P, tvore paralelogram. Dakle,
nekasu Q; = (x,y;,0)1 P; = (xj,y),z;),za j = 0,1, 2, 3. Tocke P; leZe u ravnini danoj jednadzbom
z = p(x — xp) + q(y — yo) + 20. Uolimo, Py # Qo, jer je zg, = 0, a zp, = 20, 2p, = p(Xo — Xo) +
q(Yo — yo) + 2o = 2o. Stoga, kako smo ranije spomenuli, ako toCke Q; tvore paralelogram, potrebno
je pokazati da i tocke P; tvore paralelogram. Neka je

Q001 = 02031000 = 0105.



1l

Dakle, vrijedi

(x1 — X0, Y1 = Y0,0) = (x3 — X2, y3 — 2,0) (5)
(x2 — X0, ¥2 — ¥0,0) = (x3 — x1,¥3 — y1,0).

Analogno, pokaZzimo da jednakosti vrijede za P;

POP1 :P2P3iPOP2 :P1P3,tj.

da toCke P; tvore paralelogram. Dakle, trebamo pokazati

(X1 — X0, Y1 — Yo,21 — 20) = (X3 — X2,¥3 — ¥2,23 — 22)

(X2 — X0, Y2 = Y0,22 — 20) = (X3 — X1,¥3 = ¥1,23 — Z1)-
Uocimo, to¢ka P; ima prvu i drugu koordinatu jednaku kao i to¢ka Q;, tada iz (5) vrijedi

X1 —Xo=X3—X2, Y1—Yo=Y3—)Y2,

X2 —Xo =X3— X1, Y2—Yo=DY3— ).
Dovoljno je provjeriti da su tre¢e komponente jednake, odnosno
n-0=nB-22 1 2-20=-u

. % . % . % . % . . . . .o .
Tada su vektori PoP; 1 P,P;5 te vektori PoP, i Py P3 jednaki. Dakle, iz toga bi slijedilo da toCke P;

tvore paralelogram. Potrebno je pokazati jednakost
<1 =2 =23~ 22

Bududi da se tocka P; = (x3,y3,z3) nalazi na ravnini z = p(x — xo) + q(y — o) + 20, uvrstavajuci
koordinate tocke P; u danu ravninu, slijedi

73 = p(x3 — xp) + q(y3 — o) + Zo.
Analogno,
2=p—x)+q(y2—yo) +z0 1 z1 = p(x;—x0)+qQ1 —yo) + 2.
23— 22 = p(x3 — x0) + q(y3 — Yo) + 20 — [p(x2 — x0) + g(y2 — Y0) + 20]
= p(x3 — x3) + q(y3 — y2)

Iskoristimo da je x; — xop = x3 — X2 1y — Yo = Y3 — )2, te slijedi

23— 22 = p(x1 — x0) + g(y1 — Yo)

=21 — 20
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Analogno, zaz, —zp = 23 — 21.

73— 21 = p(x3 — x0) + q(y3 — o) + 20 — [p(x1 — X0) + g(y1 — Yo) + 20]
= p(xs — x1) +q(y3 — y1)
= p(x2 — x0) + q(y2 — yo)

=22—20

Time je pokazano da tocke P; s vrhovima Py, P, P3, P, tvore paralelogram. PovrSina paralelo-
grama S’, odredenog vrhovima Py, Py, P, P,, raCuna se koristeci isti princip kao u prvom koraku,
odnosno to je vektorski produkt vektora kojeg odreduju njegove susjedne stranice PO—P; X PO—P; g
Koristi se ¢injenica da tocke Pjza j = 0, 1,2, 3 leZe u ravnini M, odnosno zadovoljavaju jednadzbu
z =20+ p(x — xp) + q(y — o). Stoga za z; — 7o slijedi z; = zo + p(x; — X0) + g(y1 — Yo), a 22 — 2o
slijedi z2 = zo + p(x2 — %0) + ¢(y2 = o).

P(S’) = |PoP) X PyP|
i i k 7 7 k
PoPy X PoPy = |x; —Xxg y1—Y0 z1—2|=|x1—X Y1—Yo pPx1—x0)+q» —Yo)
Xo—=X0o Y2—=Yo Z2—20 Xy—=Xo Ya—Yo DP(x2—x0)+q(y2— o)

Razvojem determinante po prvom retku slijedi

- -

21— Yo p(x1 = xo0) + g(y1 — o) x1—xo p(x; — x0) +q(y1 — Yo) 5
y2—=Yo p(x2—Xxo) +q(y2 — yo) X3 —xo plxz2 —xo) +q(y2 — yo)
:?()’1—)’0 p(xi = xo) i = Yo Q(Yl—)’o))_

y2—=Yo p(xa—xo)| [y2—Yo g2 —Yo)
>f|x1 — xo P(x1—xo)+x1—x0 Q()’l—yo))_”?()ﬁ—xo Y1 = Yo
X2 —xo plx2—xo)| |x2—x0 g(y2—Y0) X2—=Xo Y2—)o

X1 —=X0 Y1—Yo
X2—=Xo Y2—Yo

|

7

p-t

2y

Y1 —Yo X1 — Xo 2 I’

X1 —=X0 Y1—Yo
Y2 — Yo X2 — Xp el

X2—=X0 Y2—Yo

X1 —X0 Y1—Yo
X2 —=Xo Y2—Yo

X1 —=X0 Y1—Yo
X2—=X0 Y2—Yo

(—pi—qj+K

Potrebno je izracunati apsolutnu vrijednost i to ¢e biti povrSina paralelograma S”.
Slijedi,

X1 —=Xo Y1 —Yo

PP+ +1
X2 = Xo yz—)’()l P
= P(D)\p*+q¢*+1

PovrSinu paralelograma koji lezi u ravnini M mogu izraCunati pomocu projekcije paralelograma u

P(S’) = |

xy-ravnini odgovarajucih koeficijenata koji se pojavljuju u jednadzbi ravnine.
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Korak 3.

Neka je zadana eksplicitna ploha z = f(x,y), pri ¢emu je (x,y) € D. Pretpostavlja se da je ploha
glatka, to jest funkcija f je klase C'. Potrebno je izratunati povrSinu te plohe, pri cemu se ploha
podijeli na manje plohe. Kako bi se izraCunala povrSina potrebno je taj mali zakrivljeni komadié
plohe izravnati. Drugim rije¢ima, potrebno ga je aproksimirati pripadnim komadi¢em tangenci-
jalne ravnine u tocki iz tog komadica. Tada se taj komadi¢ moZe izracunati prema prethodnom
koraku. Kako bi se ploha podijelila na manje komadice potrebno je napraviti subdiviziju pravo-
kutnika D. Neka je o = (01, 0,) subdivizija pravokutnika D i I neki element, to jest pravokutnik te
subdivizije.

P |

Slika 4: PovrS$ina plohe S dobivena aproksimacijom komadi¢em tangencijalne ravnine

Oznacimo sa S dio plohe S koji se nalazi iznad povrSine /. Za neku proizvoljnu to¢ku P; € S/,
neka je M, dio tangencijalne ravnine na plohu S u tocki P; koji se nalazi iznad pravokutnika /.
Ideja je da se povrSina komadica S ; aproksimira sa povrSinom pripadnog komadic¢a tangencijalne
ravnine. Drugim rije¢ima, ukupna povrSina plohe S aproksimira se sumom povrSina malih ko-
madica.Vrijedi,

P(S1) ~ P(M;)
Stoga je,
P(S)= ) P(S)~ ) P(M))

Ieo Ieo
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P(M;) se raCuna prema prethodnom koraku. JednadZzba tangencijalne ravnine na plohu S u tocki
P;danajes

LPYx-x)+LPYO-y) - 2-2) =0,

pri ¢emu su x;, y, z; koordinate to¢ke P;. Prema prethodnom koraku

P(My) = P+ |1+ (E(PDY + (P

Slijedi,

P(S) = Sieg A1+ (GLPDR + EL PR P(UD)

Potrebno je uociti da je prethodni izraz integralna suma za funkciju \/ 1+ (%)2 + (‘3—§)2 Sto motivira
sljedecu definiciju.

Definicija 2.1. Neka je Q C R? otvoren i fe C'(Q).

ff \/1 + a—f()c,y)2 + a—f()c,y)2 dxdy
Q 0x ay

nazivamo povrsina plohe S zadana eksplicitno izrazom z = f(x,y).

1. Broj (ukoliko postoji)

2. Ako je dodatno © : S — R, onda broj (ukoliko postoji)

0 0
ff O(x,y, f(x,y)) - \/ 1+ —af(x, y)? + —f(x, »)?dxdy
Q X dy

nazivamo plosni integral 1. vrste funkcije ® po plohi S i oznacavamo ga f .[s dds.
Napomena 2. Plosni integral prve vrste od dvostrukog integrala “nasljeduje” svojstva linearnosti

i aditivnosti po podrucju integracije.

2.2 Primjena

Odredivanje povrsine plohe

Prethodno je povrSina plohe uvedena za eksplicitno zadanu glatku plohu, te ¢emo sada spome-
nuti projekciju plohe na yz- ravninu, odnosno xz- ravninu. Dakle, ukoliko nije moguce izracunati
povrsinu plohe S prema formuli

S:ff V1 + p? + ¢*dxdy,
Q

to jest projicirajuci plohu na xy- ravninu, onda plohu projiciramo na yz- ravninu ili xz- ravninu. U
tom slucaju, jednadzba plohe zapisuje se u obliku

x = x(y,2), to jesty = y(x, 2).
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Masa, centar mase i staticki momenti

Plosni integral, ¢ija je vrijednost funkcije skalar, koristi se za raCunanje mase i centra mase dane
plohe. Na primjer, ako tanki list aluminijske folije ima oblik plohe S 1 gustocu u tocki (x, y, z) koju
¢emo oznaciti s p(x,y,z), tada se moze izraCunati masa lista. Drugim rijeCima, ukoliko je dana
gustocéa p(x, y, z) plohe S, masu zadane plohe z = f(x, y) raCunamo pomocu ploS$nog integrala prve
vrste,

m= ffs p(x,y,2)dS.

Integrali,

M, = ffzpdS,
N

M, = ffypds’
N

M, = ffx.ods
S

zovu se statiCki momenti plohe S. Buduci da se ploha z = f(x,y) nalazi u prostoru, staticki se
momenti racunaju obzirom na sve tri koordinate ravnine yz, xz i xy. Centar mase je tocka (X, y,7)
¢ije se koordinate teziSta lika dobiju tako da se njegovi staticki momenti podijele s masom lika.
Koordinate teziSta lika raCunaju se

1
X= —ff)Cp(x,y,z)dS,
m N
1
_ffyp(x’yaz)ds’
mJJs
1
—ffzp(x,y,z)dS.
m s

U fizici 1 mehanici, statisticki moment se naziva i zaokretni moment, rotacijska sila ili u¢inak okre-

y

Z

tanja. Fizikalni smisao statickog momenta prikazat ¢emo pomocu primjera vijka i kljuca. Kako bi
se vijak odnosno matica mogla odvijati, potrebno je upotrijebiti klju¢. Sto je ru¢ica kljuga dulja,
manja je sila koju je potrebno upotrijebiti. Ukoliko sila ne prolazi kroz srediSte vijka, odnosno
matice, to jest ukoliko postoji krak sile, ona ¢e prouzrociti vrtnju. Djelovanje kljuca ovisi o duZini
rucice kljuca i o veliCini sile koja djeluje na kraju ruCice kljuca. SrediSte vrtnje se naziva momentni
pol, a okomiti razmak momentnog pola od pravca sile naziva se krak sile te predstavlja najkracu
udaljenost. Umnozak sile F i njezina kraka r zove se staticki moment M, sile F' obzirom na mo-
mentni pol, M = F - r. Staticki moment prouzrokuje vrtnju. Pozitivan je, ukoliko prouzrokuje
vrtnju u smjeru kazaljke na satu, u suprotnom je negativan. Primjenu centra mase moguce je pri-
mijetiti na primjeru koli¢ine gibanja tijela ili ukoliko na tijelo, odnosno sustav ne djeluju vanjske
sile, njegov centar mase miruje ili se giba jednoliko pravocrtno dok se pojedini dijelovi mogu gibati
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drugacije (primjena 1. Newtonovog zakona). Primjena 2. Newtonovog zakona se moZe primijetiti
ukoliko vanjska sila koja djeluje na tijelo ili sustav daje njegovom centru masa akceleraciju koja
je jednaka omjeru sile i mase tijela, tj. sustava, dok pojedini dijelovi tijela, odnosno sustava mogu
imati razlicite akceleracije. U primjeni klasi¢ne mehanike koristi se pojam materijalne tocke. Dru-
gim rijeCima, Zeli se reci da se tijelo u cijelosti nadomjeSta s njegovim centrom masa. Prikazuje
proizvoljno veliko tijelo kao tocku u kojoj je sadrzana njegova proizvoljna velika masa.

Primjer 1. Odredite masu tankog dimnjaka u obliku stoSca z = /x> + y?, 1 < z < 4 ako je gustoca
zadana s p(x,y,z) = 10 — z.

Masu racunamo pomocu plosnog integrala prve vrste. Stoga je

m= ffspdS.

Slika 5: Presjek stoSca dvjema ravninama prikazuje traZzenu plohu S

Kada plohu S probodemo nekim pravcem paralelnim s osi z to probadanje ¢e biti samo u jednoj
tocki. Sve tocke se proiciraju na kruzni vijenac, to jest projekcija na xy- ravninu biti ¢e kruzni
vijenac koji je s jedne strane omeden kruZnicom radijusa 1, a s druge strane omeden kruZnicom
radijusa 4, a srediste kruznog vijenca je takoder u ishodistu. Neka k1 predstavija x> +y* = 1i k2

je kruznica x* + y* = 16.

Projicirati ¢emo sve tocke na xy- ravninu te ¢e masa biti

= [, (10~ T3 T+ 7 + @y
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Slika 6: Podruc¢je omedeno dvjema kruZnicama

Racunanjem derivacija, slijedi

Prelaskom na polarne koordinate,

27
m:f dgafr(lO—r)\/Edr
0 1
mzzn\/if(lor—rz)dr
1
m = 1087 V2.

Primjer 2. Odredite centar mase hemisfere x* + y* + z> = a* pri cemu je 7 > 0 ako joj je gustoéa
konstantna. Plohu zapisujemo u eksplicitnom obliku

2=a— -y

Zbog uvjeta zadatka, z > 0, slijedi

7= /az_xz_yz_

Q,, Ce biti krug sa sredistem u ishodistu radijusa a. TraZi se centar mase, a buduci da je gustoca
konstantna, ocigledno da je hemisfera simetricna obzirom na z os. Dakle, centar mase mora leZati
na z osi, te e prve dvije koordinate biti jednake 0. Slijedi, (x,y,7) = (0,0, ). Potrebno je izracunati
masu hemisfere i staticki moment obzirom na xy- ravninu. Gustoc¢a p ima konstantnu vrijednost i
zapisati cemo ju kao p(x,y,z) = k.

[y zeds  k [J; zds

2= Tpas Tkl ds°

Staticki moment obzirom na xy- ravninu racunamo prelaskom na polarne koordinate




2 2
Mxv:f dgofr\/az—rzﬁa+ T _ar
’ 0 0 @ — e

Jednostavnom integracijom dobivamo da je M, = a’r.
Masa hemisfere,

i a
= d —)dr.
" foa Qo\fo\ar(\/az—rz)r

Jednostavnom integracijom, slijedi da masa hemisfere iznosi 2ra*

. Centar mase je (0,0, %).

18
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3 Tok vektorskog polja

3.1 Motivacija, definicija i osnovna svojstva

Stacionarno protjecanje tekucine je protjecanje tekucine pri kojem brzina Vi gustoéa p tekucine ne
ovise 0 vremenu nego samo o polozaju u prostoru. Zamislimo plohu S u tekucini i poku$ajmo odre-
diti koli¢inu tekucine, odnosno mase fluida koja tijekom kratkog vremenskog intervala ¢ proteCe
kroz plohu §. U tu svrhu plohu S podijelimo na manje plohe S, ..., S ,,. Volumen fluida koji kroz
manju plohu S protece tijekom vremenskog intervala t odredena je volumenom valjka kojemu je
S baza, a duljina izvodnice jednaka |V - 7. Ukoliko sa 7##(Qy) ozna¢imo jedini¢ni vektor normale
na plohu S, u to¢ki Qy koja leZi na Sy, tada je izrazom p(Qp)u(S )V(Qx) - #(Qy) - t priblizno dan
volumen fluida koji kroz S proteCe za vrijeme ¢ Sto je prikazano na sljedecoj slici.

(tV - 7N —

Slika 7: Volumen fluida koja kroz S protece kroz vrijeme ¢

Tada je sa

> pQOHQ0) - A QS )
k=1
priblizno dana masa fluida koja prode u jedinici vremena plohom §. Uo¢avamo da plo3ni integral

fpV-ﬁdS
s

daje traZeni volumen fluida koji u jedinici vremena prote¢e kroz plohu S. Svako vektorsko polje @
koje je definirano u okolini plohe S plo$ni integral

f i ids ©)
S

zovemo tok ili fluks vektorskog polja d kroz plohu S'.
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Definicija 3.1. Neka je Q C R? otvoren, f€ C'( Q) te neka je izrazom z = f(x, y) eksplicitno zadana
glatka ploha S s poljem normala it. Za vektorsko polje d : S — R? broj f fs d-ndS nazivamo plosni

. . - . . v > -2
integral 2. vrste polja d po plohi S i oznacavamo ga s f fs a-ds.

Neka je S dio plohe X koja ima jednadZzbu z = f(x,y), a projicira se na zatvoreno podrucje D
xy-ravnine. Tada je

- - -
d=a;i+ayj+ak,
- - >
—Z—fl—g +k
X

=+ 5
J1+ Gy + &y
ds = \/ f)2 +( f)zdxdy

te za integral (8) imamo sljedece prikaze

ffa ds = f [a.cosa + a,cos B + a;cosyldsS,
ffa ds = +f (- ax ay +az)dxdy (7

Ovdje dS = iidS oznatava vektorsku mjeru na plohi D, cosa,cosf i1 cosy su kosinusi smjera
normale. Funkcije a,,a,,a, u posljednjem integralu treba uzeti u tocki (x,y, f(x,y)), odnosno
umjesto a, treba biti a,(x,y, f(x,y)). Formula (7) oznaava izratunavanje integrala polja d@ po
plohi §.

Napomena 3. Plosni integral druge vrste ima ista svojstva kao dvostruki integral. Osim tih svoj-
stava, plosni integral druge vrste mijenja predznak u slucaju promijene orijentacije plohe.
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3.2 Primjena

Primjer 3. Izracunati tok vektorskog polia @ = x*i — 2 + 22k kroz dio sfere x* + y* + 7 = 3%,
x,¥,z = 0 u smjeru vanjske normale.

Slika &: Ploha S

U svakoj tocki normala s pozitivnim diijelom x, y i z osi zatvara kut koji je < 90°.

H
zszads
s
:ff x2dydz—ff yzdxdz+ff 2 dxdy.
Q. Qy; Q

Xy

Prelaskom na polarne koordinate,

z 3 z 3 2 3
I:fz d‘Pf (32—r2)rdr—f2 dgof(32—r2)rdr+f ds0f(32—r2)rdr.
0 0 0 0 0 0

v s o 3 4
Jednostavno integracijom slijedi, I = 3T”



22

Primjer 4. Izracunajte tok elektricnog polja E= x?+yf+z3l? kroz vanjsku stranu plohe x> +y* = 22,
0<z<L

Slika 9: Ploha S

Iznad xy- ravnine cijela ploha je u pozitivnom dijelu osi z. Projekcija na xy- ravninu biti ce
kruznica u ishodistu (0,0, 0) radijusa r = 1. Rastav polja prikazan je na sljedeci nacin,

S —
- [[ 2.3
g

2x 2y
= (x- +y- + V(2 +y?)3)dxdy
f‘fgn 24/x%2 +y? 24/x2 +y?

2+ 5+ (2 +y?)?
= dxdy
sy VX2 +y?

Prelaskom na polarne koordinate, slijedi
2 1 .92 4
rr+r
= f f rdr.
0 0 r

_lor
15

Rjesavanjem integrala, dobivamo

1
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4 Teorem o divergenciji

Teorem 4.1 (Teorem o divergenciji). Neka je V zatvoreno podrucje u prostoru R ograniceno sa
po dijelovima glatkom zatvorenom plohom S koja samu sebe ne presijeca i neka je it polje vanjskih
normala na S. Ako je @ vektorsko polje klase C' u okolini podrucja V, onda vrijedi formula:

H
fffdiv &’dxdydz:ffé’-dS,
14 S
fdiv c‘z’dV:sz’-ﬁdS.

\% S

Navedena formula se zove Ostrogradski- Gauss- Greenova. Teorem o divergenciji omogucava

odnosno

pretvaranje integrala po plohi S u trostruki integral po podrucju kojega omeduje dana ploha.

Slika 10: Po dijelovima glatka ploha za koju vrijedi teorem o divergenciji

[)a 2 6a,

Dokaz. Nekajed = a.d + a, ] + aZ i divd:= % 4 % 4 % pokazimo

fff dedydz—ffazlg-ﬁd&
0 s

Za dodatnu pretpostavku uzimamo da je V konveksan. Odnosno V je oblika,

= {(x’y’Z) € R3 . fl(x,)’) SzZS ﬁ(x’)’),(x,)’) € Q}a fl’fz Q- Rz
Ploha S koja omeduje V rastavlja se na plohu S, ...z = fi(x,y) inaplohu S,...z = fo(x,y), pri

Cemu je (x,y) € Q. Sy, S, su dvije eksplicitno zadane glatke plohe. Neka je 77 jedini¢ni vektor

normale . S .
%l 4 U ) k

\/(6ﬁ>2+< Iy 1

3¢
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Slika 11: Ploha S podijeljena na plohe §,1 S,

Tada je

I, asavte = [R5 0000t

Koriste¢i Newton- Leibnizovu formulu, slijedi

= f f a;(x,y, f2(x,y)) — a,(x,y, fi(x,y)) dx dy
Q

- f f i il ol f f a3, fi(x,y) dxdy
Q — Q ~——

Ritds “kitds

=ff akdS +ff akdS

S» S

:ffazl?ds :ffazié-ﬁds.
S S

Naisti natin se pokazu [[f, 3 dxdydz = ([ a,j-idS i [[[, % dxdydz = [[; a,i-7ids. O

Primjer 5. Izracunajte tok vektorskog polja d = Pl 2xyf+ 52k kroz zatvorenu plohu omedenu
paraboloidom 7 = 2 — x> — y* i stoScem 7 = /X2 + y2.
Odredimo najprije presjek paraboloida 7 = 2 — x* — y? i stoSca 7 = /x> + y? tako da je

2=y = 2 +y?

Za potrebu ovog zadatka uvodimo oznaku p = ~/x* + y?, te slijedi

Odnosno,
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Bududi da smo prethodno p oznacili sa p = +/x* + y?, iz toga slijedi da je jedino moguce rjesenje
p = L. Dakle, x* +y* = 1.

2
1

',-1:-..‘.&

P\

Slika 12: Ploha S

Dakle, presjek ploha je kruznica, radijusa r = 1 sa sredistem u tocki (0, 0, 1) na osi z, koja lezi u
ravnini paralelnoj s xy- ravninom.

Najprije racunamo divergenciju vektorskog polja a:

da, Oay, Oa,
+—+—
ox dy 0z

Prema teoremu o divergenciji racunamo:

ffsa-d_s’:fffgsxdydz,

nadalje, integral racunamo prijelazom na cilindricne koordinate

27 1 2—p?
5 f dy f dp f pdz.
0 0 P

=2x—-2x+5=5.

diva =

Integracijom dobivamo %”.
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4.1 Posljedice teorema o divergenciji

Neka je V zatvoreno podrucje prostora ograni¢eno plohom § = dV takvom da se teorem o diver-

fdiv d’dV:f d-nds
v av

moZe primijeniti na svako vektorsko polje @ klase C' u okolini od V.

genciji

Teorem 4.2 (Teorem o gradijentu). Neka je ¢ skalarno polje klase C' u okolini podrucja V. Tada

fffgrad godV:# pinds,
% v

gdje je it vanjsko polje jedinicnih vektora normale.

vrijedi

Prethodni integral s desne strane jednakosti je ploSni integral prve vrste vektorske funkcije.
Odnosno ﬁav pitdS je vektor koji se naziva cirkulacija vektorskog polja kroz zatvorenu plohu S
koja omeduje zatvoreno podrudje V C R?, to jest rub podrudja V.

Dokaz. Primjenom teorema o divergenciji na polja 790, fgo, I?go dobivamo:

fffgradgodv_szfa—(pdV fffa_‘”dv E[[[ Sav
v 0 v 0 v 0
—lfffdw(ch)dV+]fffle(](p)dV+kfffdw(k(p)dV
:'ﬁ ip- ndS+]9§6 gondS+k9§6 kcp ids
av av av

-

:9@5 [@-D-T+@@ ][+ k) -klpdS
A%

:5@5 ¢-idS
av

¢ime je teorem dokazan. O

Teorem 4.3 (Teorem o rotaciji). Neka je @ vektorsko polje klase C' u okolini podrucja V. Tada

[[[ rordav = ¢ @xaas
v av

gdje je it vanjsko polje jedinicnih vektora normale.

vrijedi
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Dokaz. Za vektorsko polje @ imamo:

w15 7 [ [
v 0x 0Oy
=7 f f f div(a,j — a,k) dV + J f f f div(-a.i + a,k)dV +k f f f div(a,i - a,j)dV
|4
= 9%6 (aZ] ayk) nds +15@§( azz+ax ) nds +l?g§6 (ayl?—axf)-ﬁds
av

A7 i F i1 ik, ol it
= # i" -7 |+k|" s
6‘/ ay aZ X 7 Clx Cly
= # (M xa)dS
£)%
¢ime je teorem dokazan. |

4.2 Fizikalna interpretacija divergencije

Teorem 4.4. Neka je K(r) zatvorena kugla radijusa r sa sredistem u tocki P. Neka je S (r) = 0K (r)
pripadni rub kugle, V(r) volumen kugle i ii jedini¢na vanjska normala na S (r). Ako je ¢ skalarno
polje klase C* i @ vektorsko polje klase C' na V(r), onda je:

1
rad o(P :lim—f ndsS, 8)
gradp(P) = im -5 (r)so (
divd(P) = lim — f 9)
( r—0 V(r) S(r) (
rot d(P —hm— nxads, 10
(P) lim V(r) f(r) (10)

Ae) = e f s B

Dokaz. Dokaz se provodi redom koriste¢i formule

fdiv advzf a-ids, (11)
v ov
fffgrad de:S@g pinds, (12)
v av
fffrotc‘idV: 956 (i x @) dS (13)
v av

fA @(P)dV = 8_de
n s Oit

koju dobivamo tako da u (11) uzmemo a = grad ¢ i koristeéi ¢injenicu da je A ¢ = div(grad ¢) i

te na osnovi formule

gradp - 7l = % derivacija polja ¢ u smjeru vektora 7. Za potrebu ovoga rada dokazat ¢emo samo
(10). Funkcija f = rotd je neprekidna u okolini to¢ke P, te za dani € > 0 postoji 6 > 0 takav da iz

d(P, Q) <6,



slijedi

IA(P) - F(O)] < g
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Integracija jednakosti ﬁP) = ﬂQ) +[ f(P) - ﬂQ)] po V(r) u odnosu na to¢ku Q(x,y, z) i primjena

formule teorema o rotaciji za r < ¢ dobivamo

rotd(x,y,z)dxdydz + f [f(P) - f(x,y,2)]dxdydz

K(r)

FPV(r) = f

K(r)

= 7@ xa)dS +f [ﬂP)—ﬁx,y,z)]dxdydz
K(r)

N

1z Cega slijedi,

~, 1 1 — -
P)— — i dS| < — P) — Vv, oldxdyd
7P - 355 |, dxarasi< g fK IR = sy Dlddy de

1
<_.Ef qv <.
Vi) 2 K(r)

Buducdi da za r < 6, slijedi

£y 1 -, >
[P — m S(r)(n X a)dV| < e,

te zbog proizvoljnosti broja € > 0 dobivamo (10).

Pri stacionarnom protjecanju tekucine integral

f o - fldS
S(r)

(14)

daje bilansu tekucine koja u jedinici vremena isteCe i uteCe u kuglu K(r). Ako je (14) strogo

pozitivna veli¢ina, onda to znaci da se iz K(r) u jedinici vremena viSe izlije tekucine nego se

unutra ulije. To znaci da u tom dijelu prostora postoje izvori tekucine.

Sa 1
— pv - idS
V(r) L r

(15)

dana je prosjeCna gustoca jakosti izvora koji se nalaze u K(r). Prijedemo li na limes por — 0

u (15) na osnovi formule (9) dolazimo do zakljucka da je div oV u tocki P daje intenzitet izvora

tekucine u tocki P. Ukoliko je diva(P) > 0 znali da polje @ ima izvor u to¢ki P. Analogno

divd(P) < 0 znaci da polje @ u tocki P ima ponor. Ako je divd = 0 na K, onda to znac¢i da K nema

ni izvora ni ponora. Koliko tekucine ude toliko i izade.

Formule (8), (9) i (10) omogucavaju ove interpretacije:
grady(P) kao vektorsku gustocu toka skalarnog polja,
diva(P) kao skalarnu gustocu toka vektorskog polja,
rota(P) kao vektorsku gustocu toka vektorskog polja.
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Uzmimo da promatramo protjecanje tekucine kojoj gustoca p zavisi od poloZaja i od vremena,
odnosno p je funkcija od x,y, z i od . Masa tekucine u podruc¢ju V u trenutku 7 dana je s

rmnzxfpdu
Vv

a sa d
m:fmm, (16)
)%

dr
dana je masa tekucine koja u jedinici vremena izade iz podrucja V. Promjena (16) nastaje iz dva
dijela. Prije svega, promjena gustoce tokom vremena koja doprinosi da masa

dp
- | —=dV 17
L (17)
tekuCine izide iz V. Nadalje, izvori ili ponori jaCine T koji se nalaze u V doprinose da iz V izide

tekuéine mase

ar f ptdV. (18)
\%4
Teorem o divergenciji daje
f ovdS = f div(p?) dV. (19)
v \%4
Zbroj od (17) i (18) daje masu koja u jedinici vremena isteCe iz V, a to je jednako (19). Stoga
op .
dr | prdV — | —dV = | div(pv)dV. (20)
14 y Ot 14
1z Cega slijedi,
0,
f [div(p?) + a—’; _4p1]dV = 0. Q1)
\%4

Buduc¢i da je podintegralna funkcija u (21) neprekidna i da je zamiSljeno podrucje V proizvoljno
iz (21), dobivamo:

% + div(pV) = 4npr. (22)

JednadZzba (22) naziva se jednadZzba kontinuiteta i ima fundamentalnu ulogu u hidrodinamici.
Ukoliko je tekucina nestlaciva, odnosno p je konstanta, tada (22) prelazi u

divV = 4nr. (23)
Ukoliko je protjecanje bezvrtloZzno, odnosno v = —v¢, onda (23) prelazi u
A @ = —4nT, (24)

a to je Poissonova jednadzba. Ukoliko nema niti izvora niti ponora u V, onda (22) prelazi u

% +div(p?) = 0 (25)

Sto za nestlacive tekuéine prelazi u div vV = 0.
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4.3 Stokesov teorem

Neka je Q podrudje koje lezi u xy-ravnini i neka je f : Q — R funkcija klace C? na Q. Uzmimo
zatvoreno podrucje D c Q takvo da je y = dD glatka kontura i pretpostavimo da paralele sa x-osi,
to jest sa y-osi, sijeku krivulju D najvise u dvije tocke. Ploha je dana s

z=f(xy), (xy) €.

Sa I oznacimo krivulju koja obrubljuje plohu §, odnosno dio plohe S koji se projicira na y. Krivu-
lju y orijentiramo suprotno od kretanja kazaljke na satu i tu orijentaciju prenesemo na I', odnosno
krivulju I orijentiramo tako da tocka (x, y, f(x, y)) napreduje po I' u pozitivnom smislu, kada tocka
(x,y) prolazi po vy suprotno kretanju kazaljke na satu.

Ako je x = ¢(1),y = ¥(?),t € [a, b] glatka parametrizacija krivulje v koja odgovara pozitivnoj
orijentaciji, onda je sa

p(1) = 97 +Y(0)] + Fl@(0), y()k, 1 € [a,b] (26)

dana glatka parametrizacija krivulje I'.

ZA i

—— e e e - ——
P N D ———

>
NN
-

Slika 13: Koherentna orijentacija plohe i njenog ruba

Jedini¢ni vektor T tangente na krivulju I' ima isti smjer kao 1 vektor %. Sa 7i(P) oznaliti
jedini¢ni vektor normale u to¢ki P € S usmjeren tako da se gledano sa vrha vektora 7i krivulja
I" oko S obavija suprotno kretanju kazaljke na satu. Ploha §, za koju je u svakoj toc¢ki odabran
jedini¢ni vektor normale, orijentirana je ploha. Ukoliko su ploha S 1 njezin rub I' orijentirane na
gore opisan nacin, kazemo da su one koherentno orijentirane.

Teorem 4.5 (Stokesov teorem). Neka je S po dijelovima glatka ploha i neka je granica S od
S (orijentirana sa P +— 7i(P)) po dijelovima glatka jednostavna zatvorena krivulja, orijentirana
koherentno s orijentacijom plohe S funkcijom tangente P f( P). Tada vrijedi formula

— Y
ffrot&)~dS:f a-Tds 27)
S as

za svako vektorsko polje @ klase C' u okolini plohe S.
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Dokaz. Neka je funkcija f klase C?, a granica y podrudja D glatka krivulja. Integral po I' = 9S
napiSemo kao integral po rubu y = dD te primijenimo Greenovu formulu (4) za pogodno odabrane
M=a-%iN=ad- 5. Koristit cemo jednostavnu formulu

a a g ol
(VXC—Z))(E’\; ) _) a; 6y&)'6_:7

koju je lako direktno provjeriti. Polaze¢i od parametrizacije (26) krivulje I' imamo:

Slika 14: Primjer podrucja za koje vrijedi Stokesov teorem

b
f a-Tds = f arru@), Vio)le' (o) dt
oS a
b
= f alr(U(), V(t))][?U’(tHQV’(t)]dt
§ x dy
(M dx + N dy)
o , or. 0 , Or
:f,)[a(“'a_y)‘a_y(“'a”d”y
:f(vxa’)-(gxg)dxdy

f(v X ED(——?— 0—f] + k)dxdy

:f(vx[z’)dS
S

Usluajudajed = Mi+N fi S = D, Stokesova formula (27) prelazi u Greenovu formulu (4).

¢ime je teorem dokazan. O
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