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1 | Uvod

Povijest nizova brojeva ima bogatu evoluciju kroz razli¢ite civilizacije i razdoblja.
Jo$ u antickoj Grckoj, matematicari poput Pitagore i Euklida bavili su se brojevima
i nizovima. Matematicar Euklid je u svome najpoznatijem djelu "Elementi" razvio
teoriju o aritmetickim i geometrijskim nizovima. Srednjovjekovni matematicari,
poput Fibbonaccija, pridonjeli su razvoju Fibbonaccijevaniza 1,1,2,3,5,8, ... koji
ima brojne primjene u prirodi, umjetnosti i ekonomiji. U 17. stolje¢u matemati-
cari Isaac Newton i Gottfried Wilhelm Leibniz razvili su diferencijalni i integralni
rac¢un, ¢ime su otvorili vrata za analizu nizova brojeva i konvergenciju nizova. Ni-
zovi brojeva vazan su pojam u suvremenom svijetu, primjenjuju se u znanstvenim
istrazivanjima, financijama, strojnom ucenju, analizi podataka, ra¢unalnoj zna-
nosti, medicinskim istraZivanjima i mnogim drugim podrudjima. Ovo su samo
neki od primjera kako su nizovi neizostavan dio nase svakodnevnice.

Na pocetku rada ponovit éemo osnovne pojmove koji su bitni za daljnje razumije-
vanje rada. Sljedece poglavlje ovog rada govori o najvaZnijem svojstvu nizova $to
je konvergencija. Najprije ¢emo definirati pojmove niza, podniza, konvergencije
niza ilimesa te na primjeru ilustrirati kada niz konvergira i ima limes. Uvest éemo
pojmove ogranicenosti i monotonosti niza, zatim dokazati tvrdnju koja povezuje
konvergenciju niza i navedene pojmove. Vidjet ¢emo da u skupu R za svaki niz
postoji monoton podniz te da svaki ogranic¢en i monoton niz konvergira. Defini-
rat ¢emo konvergenciju niza u jednom od bitnijih prostora analize, a to je metricki
prostor. Definiciju konvergencije poop¢it éemo na topoloski prostor. U sklopu
ovog poglavlja dokazat ¢emo jedinstvenost limesa u metrickom prostoru te éemo
pokazati da u topoloskom prostoru limes ne mora biti jedinstven. Takoder, do-
kazat ¢emo Bolzano-Weierstrassov teorem koji je jedan od najvaznijih teorema za
nizove u R". Cetvrto poglavlje je o broju e &ija definicija proizlazi iz konvergen-
cije niza. Zatim, u petom poglavlju prou¢avamo nizove realnih brojeva pomocu
kojih moZzemo ispitati konvergenciju bez poznavanja limesa. Takav niz naziva se
Cauchyjev niz. Pokazat ¢emo da je svaki konvergentan niz u metrickom pros-
toru Cauchyijev i da je svaki Cauchyjev niz ograni¢en. Na kraju rada, u zadnjem
poglavlju prouc¢avamo nizove funkcija. Navest ¢emo definiciju konvergencije po
tockama te primjer niza funkcija koji konvergira po tockama.






2 | Uvodni pojmovi

Pojam niza najprije éemo obraditi u skupu sa kojim najcesce radimo, a to je skup R.
Zatim ¢emo se nadograditi do metrickog prostora, a nakon toga i do topoloskog
prostora. Stoga uvodimo definicije spomenutih prostora.

Definicija 2.1. Metrika ili udaljenost na skupu X, gdje je X neki neprazan skup,
je svako preslikavanje d: X x X — R za koje vrijede sljedeca svojstva:
(M1) d(x,y) >0 (nenegativnost)

(M2) dizgy)=0¢<=2=1y (strogost)
(M3) d(x,y) =d(y,x) (simetrija)
(M4) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (nejednakost trokuta)

za sve x, i,z € X.

Definicija 2.2. Funkciju d iz prethodne definicije nazivamo funkcijom udalje-
nosti, razdaljinskom funkcijom ili metrikom na skupu X. Za uredeni par (X, d)
kaZzemo da je metricki prostor. Uvjete (M1)-(M4) nazivamo aksiomi metrike.

Slijede¢i pojmovi potrebni su kako bismo dosli do pojma topologije.

Definicija 2.3. Neka je (X,d) metricki prostor. Za skup U C X kaZemo da je
otvoren ako za svaku to¢ku xy € U postoji 2 > 0 tako da je otvorena kugla
K(xp,a) C U.

Propozicija 2.1. U metrickom prostoru otvorena kugla K(x, 2) je otvoren skup.
Dokaz se moZe pronadi u [5, str. 19].

Propozicija 2.2. Familija U/ svih otvorenih skupova iz metri¢kog prostora (X, d)
ima sljedeca svojstva:

(T1) unija svake familije ¢lanova iz U je ¢lan iz U,

(T2) presjek konacno ¢lanova iz U je ¢lan iz U,

(T3) 0, X e lU.

Dokaz se moZe pronadi u [5, str. 21].

Definicija 2.4. Neka je X # @. Familija ¢/ podskupova od X sa svojstvima (T1)-
(T3) naziva se topoloska struktura ili topologija na skupu X. Uredeni par (X, i)
naziva se topoloski prostor. Clanove familije ¢/ zovemo otvoreni skupovi.

Definicija 2.5. Neka je (X,U) topoloski prostor. Za skup F C X kaZzemo da je
zatvoren ako je njegov komplement F € = X\ F otvoren.



Propozicija 2.3. Za familiju svih zatvorenih skupova iz metri¢kog prostora (X, d)
vrijede sljedeca svojstva:

(T1)” presjek svake familije zatvorenih skupova je zatvoren skup,

(T2)” unija kona¢no mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup,

(T3)" @1 X su zatvoreni skupovi.

Definicija 2.6. Neka je (X,U) topoloski prostor i skup A C X. To¢ka xg € X je
gomiliste skupa A ako svaka okolina tocke x sadrzi barem jednu tocku skupa A
razli¢itu od xg.



3 | Nizovi i konvergencija

3.1 Pojam niza

Jedan od osnovnih pojmova realne analize je pojam konvergencije niza. U nas-
tavku ¢emo prvo definirati niz te navesti nekoliko osnovnih svojstava nizova real-
nih brojeva.

Definicija 3.1. Niz, u skupu X, je svako preslikavanje x: N — X. Vrijednost
x(m) € X, gdje je m € IN proizvoljan, zove se op¢i ili m-ti ¢lan niza i obi¢no
se oznacava sa Xy;.

Umjesto x: N — X niz ¢emo krace zapisivati (x,,), a takoder niz moZemo
zapisati i u obliku xq, x5, ... Xy,..., tj. ¢lanove niza poredamo kao $to su poredani
prirodni brojevi.

Definicija 3.2. Podniz niza x: IN — X je svaki niz oblika x ou: N — X, gdje je
u: IN — IN neka strogo rastuca funkcija. Podniz x o u: N — X oznacavamo s

(xu,,)-

Funkcija u je strogo rastuca, pa slijedi:

= i1} 21
w=u)>uy >1=u>2
M3:M(3)>M222:>M323

induktivno zaklju¢ujemo da je
Uy, > m, zasvakim € IN.
Primjer 3.1. Zadan je niz svojim opéim clanom

L

Xm=(-1D)"-—, meN.
m
Izdvojimo dva podniza zadanog niza:
1 . 1
xzm:% i xzm_1:_2m—1’ m & IN.
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3.2 Nizovi u skupu R

Definicija 3.3. Niz (x,, ) realnih brojeva nazivamo konvergentnim nizom ako pos-
toji broj xp € R koji ima svojstvo da za svaki ¢ > 0 postoji prirodan broj m takav
da za svaki m > mg vrijedi |x,; — xo| < &, .

(Ve>0)(Imy e N) m>my = |x,—xo| <e.

Realan broj x iz definicije nazivamo grani¢na vrijednost ili limes niza (x,,).
KaZemo da je niz divergentan ako nije konvergentan. Limes niza (x,,) je broj xq
i to éemo oznacavati sa x,, — xp ili limx,, = xo. KaZemo da niz (x,,) konvergira
prema x.

Primjer 3.2. Pogledajmo primjer granicne vrijednosti nekog niza.
Neka je (x,) niz zadan opéim ¢clanom

_ 2m—1
 om+2

Xm , m & IN.

Granicna vrijednost niza je broj 2. *

Primjer 3.3. PokaZimo da niz zadan opéim clanom

_4m—|—1
- 2m

, méeN,

Xm

konvergira.

Ako niz (xy,) konvergira, onda on konvergira prema xo = 2. Iskoristimo definiciju ko-
nvergencije niza.

PokaZimo da postoji prirodan broj mg takav da za svaki m > mg vrijedi |x,, — 2| < €.

Iz

i — ] = ’4m+1 _2‘ B ‘4m+1—4m‘ B ‘i’ i o 1 <

m T Ty - 2m 12ml T 2m — 2my €
slijedi (Ve > 0)(3mg € N)(mg > %) td. Vm > mg =[x, — x0| <e,

tj. pokazali smo da niz konvergira. *

Primjer 3.4. Niz (x,,) zadan opéim ¢lanom

je divergentan.
Iz

lim x, = lim (3m*+m) = +o0
m—o0 m—00

zakljucujemo da niz (x,,) nema limes, tj. da niz ne konvergira nekom realnom broju.
Kazemo da je niz (x,,) divergentan. *

Za potpuno razumijevanje vaznih teorema vezanih uz nizove potrebno je
spomenuti pojmove ogranicenosti niza i monotonog rasta.
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Definicija 3.4. Niz realnih brojeva (x,) je ograni¢en ako je skup svih njegovih
¢lanova {x,, : m € N} ograni¢en skup.

Niz realnih brojeva (x,,) monotono raste ako postoji my € IN sa svojstvom da je
Xm < Xma1 zasvakim > my.

Niz realnih brojeva (x,,) monotono pada ako postoji my € IN sa svojstvom da je
Xm > Xpaq  zasvakim > my.

Propozicija 3.1. a) Konvergentan niz realnih brojeva ima samo jedan limes.
b) Konvergentan niz realnih brojeva je ogranicen.

Dokaz. a) Krenimo od pretpostavke da niz (x,,) ima dva limesa, tj. da konver-
gira prema x; i xp, te da vrijedi x; # x,. Prema definiciji konvergencije niza
tada postoje prirodni brojevi m; i m; sa svojstvom da vrijedi

€

y)

€

5

Ako s my oznacimo veéi od brojeva m i my, tada za m > my dobivamo

(m>m) = |xm —x1| <

(m>my) = |xm — x2| <

e ¢
|x1—x2|:|x1—xm—i—xm—x2|§|x1—xm|+|xm—x2|<§—l—§:s,

pri ¢emu je ¢ > 0 proizvoljno mali, $to je kontradikcija. Zaklju¢ujemo da je
X1 = X2, tj. da niz (x,,) ima jedan limes.

b) Pretpostavimo da niz realnih brojeva (x,,) konvergira prema toc¢ki xo. Za
svaki ¢ > 0, paiza broj e = 1 postoji prirodan broj m, tako da za m > mj
vrijedi |x,, — x| < 1. Iz toga je

|xm| = Ixm —XQ+Xo| = |xm _x0| + |XQ| <1+ |X0|,

Sto pokazuje da se svi ¢lanoviniza (x,, ), osim eventualno x4, . . ., x,,,—1 nalaze
u intervalu (—1 — |xo|, 1 + |xp])-
Ozna¢imo lis M = |xq| + - - - + [xpy—1| + 1 + |x0|, slijedi da je |x| < M za
svaki m € IN, iz ¢ega zaklju¢ujemo da je skup {x,, : m € IN} ogranicen.

U

Teorem 3.1. Za svaki niz realnih brojeva (x,,) postoji monoton podniz.

Dokaz. Definirajmo skup A := {m € N : x; > x,,, za svakil > m}

Promotrimo dva slucaja: (1) A je konacan skup ili (2) A je beskonacan.

(1) Neka je u; > max A proizvoljan prirodan broj. Pretpostavili smo da je A
konacan pa takav prirodan broj u; postoji. Kako u; ¢ A, prema definiciji skupa
A slijedi da postoji u, > u; tako da vrijedi x,, < x,,. Premda u, ¢ A iz definicije
skupa A slijedi da postoji 3 > u, tako da vrijedi x,, < x,,. Nastavljamo postupak
i dolazimo do strogo rastuceg niza (u,, ) i odgovarajuceg strogo padajuceg podniza
(X, )-

(2) Uzmimo da je u; proizvoljan element skupa A. Pretpostavili smo da je A
beskonacan, te slijedi da postoji u, € A tako da vrijedi u; < wu,. Iskoristimo
definiciju skupa A iz koje zaklju¢ujemo da je x,, < x,,. Uzmimo u3 € A takav da
je up < uzixy, < xyu,. Ponavljamo postupak i dolazimo do strogo rastuceg niza
(um) i odgovarajuceg monotono rastuéeg podniza (xy,, ). U
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Teorem 3.2. Swvaki ogranicen i monoton niz realnih brojeva je konvergentan.

Dokaz. Neka je (x,,) niz realnih brojeva koji monotono raste. Pretpostavimo da
je skup A = {x,, : m € IN} odozgo ogranic¢en. Tada je x = sup A realan broj
takav daje x,, < x zasvaki m € IN. Iskoristimo li definiciji supremuma skupa
A zaklju¢ujemo da za svaki ¢ > 0 postoji my € IN takav daje x — e < x, < x.

Iz monotonosti imamo x,,, < x,,  za svaki m > my, pa je prema tome

x—e<xy < X

Iz toga dobivamo da je |x,, — x| < & za svaki m > my, ¢ime smo pokazali da
je (x) konvergentan niz i da vrijedi

n&i_r)r;oxm = sup{xx : k€ N} =x.

Postupak provodimo analogno i ako niz (x,,) monotono pada. U tom slucaju
dolazimo do konvergencije niza i da je

r%1_r>r<}o xm = inf{x; : k € N}.

U
Primjer 3.5. Niz ne mora nuzno biti monoton kako bi konvergirao.
Naime, lako se pokaZe da je limes niza zadanog opc¢im clanom
—1)m
3m
nula, tj. da niz konvergira prema nuli, ali niz nije monoton. *

Teorem 3.3. Za konvergentne nizove realnih brojeva (x,,) i (Y vrijedi:
1) konvergentan je i niz (x; %+ yn) te je

i, (i £ ) = M0, %o 2 00 Y

2) za svaki realan broj L konvergentan je i niz (L - x,,) te je

lim (L-%y) = L- lim
m—ro0 m—r00

3) konvergentan je i niz (xy, - Ym) te je

a3, (e Ym) = 10, o - [, Yo

4) ako je ym # 0 za svaki prirodan broj m i limy, e Y 7# 0, onda je konvergentan
i niz 32 te je

Ym .

lim (1) = e o,

m—00 \lYm limy, o0 Ym
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5) konvergentan je i niz (|xy|) te je

it |&py| = | 1 %pm;
m—o0 mM—o0

6) svaki podniz (xy,,) niza (x,,) konvergira i

it %, = lith %g;
m-—oo m-—ro0

7) ako je xy, <y, za svaki prirodan broj m, onda je

lim x,, < lim y,,.
m—o0 m—ro0

Dokaz se moZe pronadi u [6, str. 70].

3.3 Neki specijalni nizovi u skupu R

Kao najpoznatiji primjeri nizova u skupu realnih brojeva isti¢u se aritmeticki i
geometrijski niz, jer smo ve¢ u srednjoj $koli uo¢ili kako upravo oni imaju mno-
gobrojne primjene u stvarnom Zzivotu; od najjednostavnije primjene aritmetickog
niza, preciznije aritmeticke sredine u ra¢unanju prosjeka ocjena s ¢im se susrecu
svi ucenici na kraju polugodista, do nekih od sloZenijih primjena aritmetickog niza
kao $to su Stednja kroz naredne mjesece ili godine te geometrijskog niza kao $to su
razmnoZzavanje nekih poznatih bakterija koje se nalaze u ¢ovjekovom organizmu,
do primjene u sloZenom kamatnom racunu. Vi$e o spomenutim primjenama za-
interesirani Citatelj moZe pronaci u nekom od srednjoskolskih udZzbenika kao $to
sunpr. [2, 3, 8]. Unastavku navodimo samo osnovne definicije i rezultate vezane
uz ove nizove, kao i jedan primjer koji ih povezuje.

Definicija 3.5. Niz je aritmeticki ako je razlika bilo kojeg ¢lana i ¢lana koji mu
direktno prethodi stalna i iznosi d, odnosno vrijedi

By —dly q = i, n>2.
Broj d naziva se razlika ili diferencija aritmeti¢kog niza.
Iz prethodnog slijedi da je a,, — a,,_1 = a,+1 — a,,, odnosno

_ Ap +a,1

ﬂn—#; nz2,

Sto potvrduje da je svaki ¢lan aritmeti¢kog niza (osim prvog), aritmeticka sredina
susjedna dva ¢lana.

Takoder, moZe se pokazati da je zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza dan for-
mulom [1, str. 78]

n
5, = E(al +a,).



3.3. NEKI SPECIJALNI NIZOVI U SKUPU R 10

Definicija 3.6. Niz je geometrijski ako je kvocijent bilo kojeg ¢lana i ¢lana koji mu
direktno prethodi stalan i iznosi ¢, odnosno vrijedi

Any1  An42 neN:
7

7

an An+1
iz prethodnog dobivamo i

Ayl = An - g, neN.

Broj g naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Opdi ¢lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i kvocijentom g dan je s

gy =t 5, neN.

Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza, s kvocijentom g # 1 dan je formulom
[1, str. 80]

STZ =m q— 1 ’
dok je za g = 1 ocito

Sy = n-ay.
Pogledajmo u nastavku jedan primjer.

Primjer 3.6. Tri broja Ciji je zbroj 124 imaju svojstvo da su proa tri clana geometrijskog
niza i istovremeno prvi, jedanaesti i trinaesti clan aritmetickog niza. Koliko iznosi umno-
Zak tih brojeva?

Zapisimo najprije pretpostavke koje su dane u primjeru: aq, aa, az su clanovi geometrij-
skog niza, a by, by, byz su clanovi aritmetickog niza, dok pri tome vrijedi

a; = bl (32)
ay = bn, t] a1q = bl + 104 (33)
az = b13, t] a1q2 = bl +124. (34)
Oduzimanjem jednakosti (3.4) i (3.3) te zatim (3.3) i (3.2) dobivamo
a1q(g—1) =24

a1(g —1) =104,

odakle ocito slijedi % = 10d, odnosno q = %, uz pretpostavku da niz nije stacionaran, tj.
dajed # 0. Iz uvjeta zadatka takoder vrijedi

ai +a1q—i—a1q2 = bl +b1 +10d+b1 —|—12d = 124:,

t.
a1(1+q+g%) = 3b; +22d = 124.
Uorstavanjem vrijednosti q = %, iz prethodne jednakosti slijedi vrijednost proog clana
niza a; = 100. Nadalje, tada je
1
azzal-q:100'§:20
1

a3:a1-q2:100~£:4.
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TraZeni umnoZak iznosi
ap-dap-as = 8 000.

3.4 Nizovi u metrickom i topoloSkom prostoru

Definicija 3.7. Neka je (x;,) niz u metri¢kom prostoru (X, d). Zaniz (x,,) kaZemo
da konvergira prema tocki xg € X ako za svaki ¢ > 0 postoji prirodan broj my
takav da za svaki m > myg vrijedi d(x,,, xo) < &, tj.

(Ve>0)(Imy e N) td. Ym>my = d(xy,x0) <e

Napomena 3.1. Neka je (X, d) metri¢ki prostor. Uoc¢imo da x,, — x¢ ako i samo
ako

d(xm, x9) — 0.

Ako (x,,) konvergira u metrickom prostoru prema x, to prema definiciji konver-
gencije znaci da je

(Ve>0)(Imy e N) td. Ym>my = d(xm, x0) <e
Prema tome je
d(xm, %) <& <= |d(xm,x)| <e <= |d(xm,x9)—0|<e¢
<~ d(xp,x0) — 0.

Kako bi definiciju 3.7 poop¢ili na topoloski prostor potrebno ju je iskazati na
ekvivalentan nacin koriste¢i otvorene skupove. U tu svrthu uvodimo sljededi te-
orem:

Teorem 3.4. Niz (x,,) iz metrickog prostora (X, d) konvergira prema tocki xo € X ako
i samo ako za svaku otvorenu okolinu U tocke x postoji mg € IN takav da je x,, € U za
svaki m > my.

Dokaz. Neka je U proizvoljna otvorena okolina tocke x(. Pretpostavimo da
niz (x,,) iz metrickog prostora (X, d) konvergira prema tocki xo € U. Bududi da
je U otvoren skup slijedi da postoji realan broj ¢ > 0 takav da je K(xp,e) C U.
Iskoristimo definiciju konvergencije jer znamo da x,, — xo,

tj. (Ve>0)(TImpeN) td. Vm>my = d(xm, %) <g,

tji. %xm € K(xg,€) C UL

Iz prethodnog slijedi da je x,,, € U, za svakim > my.
Uzmimo da je ¢ > 0 proizvoljan. Za svaku otvorenu okolinu U tocke xy, pa
tako i za otvorenu okolinu K(xy, €), s obzirom da je otvorena kugla otvoren skup,
postoji prirodan broj mg sa svojstvom da je za svaki m > my

xm € K(x0,€), 4. d(xm,x0) <e¢ tj. prema definiciji konvergencije x,, — xo.
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Sada moZemo poop¢iti definiciju konvergencije niza na topoloski prostor.

Definicija 3.8. Neka je (x,,) niz u topoloskom prostoru (X,U). Za niz (x,,) ka-
zemo da konvergira prema tocki xy € X ako za svaku otvorenu okolinu U € U
od xp postoji prirodan broj mg takav da je x,, € U za svaki m > my.

Tijekom $kolovanja naucili smo kako je limes niza realnih brojeva jedinstven.
Dokazimo jedinstvenost limesa i u metrickom prostoru.

Teorem 3.5. Ako u metrickom prostoru (X,d) niz (x,,) konvergira prema tocki xy € X
i prema tocki Xy € X, onda je xy = X.

Dokaz. Krenimo od pretpostavke da niz (x,,) konvergira prema tockama xp € X i
Xp € X. Primjenimo definiciju konvergencije nizova u metrickom prostoru.

Iz x, — x9 dobivamo

(Ve >0)(Im; € N) td. Vm>my d(xp, x) < tj. xm € K(xo,5).

N[ m

Iz x,, — %9 slijedi

(Ve>0)(dmy € N) td. Vm>my d(xy,X%) <5 tj. xum € K(xo,5).

Pretpostavimo da xg # Xg, tj. da je d(xp, %p) =€ > 0.
Nadalje, neka je x € K(xo, 5) proizvoljna tocka. Primjenom nejednakosti trokuta
dobivamo:
d(xo,%g) < d(xo,x) +d(x,%p)
iz Cega slijedi
€

d(x_O/ x) & d(xOIx_O) - d(x0/ x) = 86— 7

N ™

Sto daje zakljucak da x & K(xo, 5).

Pokazali smo da se kugle K(xo, 5) i K(Xo, 5) ne sijeku. Kako x,, — xo i x, —
Xo, prema definiciji konvergencije postoji my = max{my,m,} € N takav da za
svaki m > myq vrijedi x,, € K(xo,5) i x, € K(Xp,5), pa bi se kugle K(xo, 5) i
K(xg, 5) morale sje¢i. Dosli smo do kontradikcije i time je pokazano da je limes u
metrickom prostoru jedinstven. U

Analiziramo li prethodni dokaz, uo¢it ¢emo da je metrika koristena jedino da
se za razlicite tocke x i Xy konstruiraju disjunktne okoline K(xo, 5) i K(Xo, 5).
Dakle, zakljucak o jedinstvenosti limesa ostaje valjan i u topoloskim prostorima
koji imaju navedeno svojstvo. Definiramo ih na sljede¢i nacin:

Definicija 3.9. Topoloski prostor (X, ) je Hausdorffov ili T>-prostor ako za svaki
par razlicitih tocaka xg # X( iz X postoje disjunktne okoline O od x( i O od xj.
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Primjer Hausdorffovih prostora su metri¢ki prostori. Ako u Hausdorffovu
prostoru niz (x,,) konvergira, onda je limes tog niza jedinstveno odredena tocka
xg € X.

Op¢enito, u topoloskom prostoru limes ne mora biti jedinstven. Pokazimo to na
primjeru.

Primjer 3.7. Neka je (X,U) topoloski prostor. Uzmimo da je X = {5,6} ild = {@, X}
trivijalna topologija na X.
Swvaki niz u X za limes ima 51 6. *

U sljede¢em teoremu vidjet ¢emo kako u metrickom prostoru mozemo okarak-
terizirati zatvorene skupove pomocu konvergentnih nizova.

Teorem 3.6. Neka je (X,d) metricki prostor. Skup F C X je zatvoren ako i samo ako
svaki niz (x, ) u F koji konvergira u X ima limes u F.

Dokaz. Neka vrijedi da je skup F zatvoren i (x,,) je niz u F koji konvergira
prema tocki xp € X. PokaZzimo da je xo € F. Pretpostavimo suprotno onome $to
trebamo pokazati, tj. da xo ¢ F, paje xo € F-. Skup FC je otvoren. Kako je xq
limes niza (x,,), otvorena okolina FC sadrZi sve osim eventualno konaéno mnogo
¢lanova niza (xy, ) $to je kontradikcija s pretpostavkom da je (x;,) niz iz F. Pokazali
smo da je xp € F.

Neka F sadrzi limese svih svojih konvergentnih nizova. Trebamo pokazati
daje skup F zatvoren. Krenimo od pretpostavke da skup F nije zatvoren, tj. njegov
komplement FC nije otvoren. To zna¢i da postoji tocka xg € FC takva da ni za
jedan a > 0 otvorena kugla K(xo,a) nije cijela sadrzana u FC, tj. K(xp,a) NF # @.
Zamijenimo li redom a s , k € IN dolazimo do x,, € K(xo, }) N F. Niz (x,,) je u
F. Bududi da vrijedi d(x,, x9) < 7 to povlaci da je xy € F, $to je kontradikcija s
pocetnom pretpostavkom. Prema tome, dosli smo do zakljucka da je F zatvoren
skup. O

Definicija 3.10. U metri¢ckom prostoru (X, d) niz (x,,) je ograni¢en ako postoje
tocka xy € X irealan broja > 0 takav daje {x,, : m € N} C K(xg,a).

Propozicija 3.2. Svaki konvergentan niz u metri¢kom prostoru (X, d) je ogranicen.
Dokaz se moZe pronadi u [5, str. 48].

Propozicija 3.3. Ako niz (x,,) iz metrickog prostora (X, d) konvergira prema tocki
xo € X onda i svaki njegov podniz konvergira prema tocki x.

Dokaz. Pretpostavimo da niz (x,,) konvergira prema tocki x. Primjenom defini-
cije konvergencije niza, za svaki ¢ > 0 postoji prirodan broj 1 sa svojstvom da
za svaki m > my vrijedi d(xm, x9) < €. Neka je (x,,,) podniz niza (x,,). 1z ranije
pokazanog slijedi u,, > m > mj te je

d(xy,,x0) <€ m > my.

Pokazano je da za svaki ¢ > 0 postoji prirodan broj m sa svojstvom da je za svaki
Uy > m > my  d(xy,, %) < ¢ tj. podniz niza (x,) konvergira prema tocki
XQ. U]
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Pomoc¢u konvergencije nizova u metrickom prostoru mogucde je karakterizirati
zatvarac skupa. Definirajmo u nastavku pojam zatvaraca i dokazimo njegovu po-
vezanost s konvergencijom niza.

Definicija 3.11. Neka je (X,U) topoloski prostor i A C X. Zatvaraé skupa A, u
oznaci CI A, je presjek svih zatvorenih skupova koji sadrze A.

Teorem 3.7. Neka je (X, d) metricki prostor i A C X. Ako je niz (x,,) iz A koji konver-
gira u X prema tocki xg, onda je xo € CIA. Obratno, ako je xo € ClA, onda postoji niz
(xm) iz A za koji je lim x,,, = x.

Dokaz. Neka je (x,) niz iz A koji konvergira prema tocki xg € X, tj. lim x,, = xo.
Tada
{8y, 9p} —> 0

pa je stoga
inf{d(xm, x9) : m € N} = 0.

Prema definiciji udaljenosti tocke do skupa u metrickom prostoru je d(xo, A) = 0.
Za tocku xy € X znamo da je xo € CIA ako i samo ako je d(xy, A) = 0. Kako je
udaljenost toc¢ke do skupa jednaka nuli imamo tvrdnju koju smo trebali dokazati.
Kako bi dokazali obrat uzmimo da je xo € CIA. Koristedi istu tvrdnju slijedi da je
udaljenost d(xp, A) = 0 pa za svaki m € IN postoji x,, € A takav da vrijedi

1
A%y, Bin)) < po-r
Kako je
lim L. 0
m—oo M
slijedi da
d(xg, xm) — 0,
tj. da niz (x,,) konvergira prema x, € X. O

Korolar 3.1. Neka je (X,d) metricki prostor i A C X. Skup A je zatvoren ako i samo
ako za svaki niz (x,,) iz A koji konvergira prema xo, povlaci da je xy € A.

Dokaz. Uzmimo daje A zatvoren skup te (x,,) niz iz A koji konvergira prema
tocki xo. Prema prethodnom teoremu znamo xy € CIA = A paje xg € A.
Krenemo li od pretpostavke da je xy € CIA onda prema teoremu 3.7 postoji
niz (x,,) iz A koji konvergira prema x; iz ¢ega je xo € A. Dolazimo do zakljucka
daje

CIA C A,

tj. da je A zatvoren skup. O
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3.5 Nizovi uR”

Niz (x) iz R" moZzemo zapisati kao x,, = (x.,x2,...,x%) gdje su (xi,)

i=1,2,...,n koordinatni nizovi realnih brojeva.

Opisimo konvergenciju nizova u euklidskom prostoru R".

Teorem 3.8. U euklidskom prostoru R" niz (xu), xXm = (X3, X5, ..., Xm), kom)ergzm
prema tocki xo = (x3,x3, ..., x0") ako i samo ako x',, — x{ za svakii =1,2,...,m.

Dokaz. Krenimo od pretpostavke da niz (x,) konvergira prema tocki x.
Prema definiciji konvergencije niza za svaki ¢ > 0 postoji prirodan broj mg sa
svojstvom da za svaki m > mg vrijedi d(x,,, xo) < e. Kako je

i i ;
|2, — o] € d(%m, 55y i=1,...,90
za svaki m > my dobivamo da je
i i -
|x, —xp| <€ i=1,...,m.

Zaklju¢ujemo da x!, — x} zasvakii =1,...,m.

[=]Neka x;, — xj zasvakii=1,...,m

Za svaki e > 0 postoje prirodni brojevi mg, i=1,...,m, sa svojstvom da za sve
m > my vrijedi

i i

e — | <

T

Odaberimo my = max{m%,. ..,my'}. Prema tome, za svaki m > mg vrijedi da je

d(xm, x0) = \/é(——xo < \/ﬁ

Prethodna nejednakost nas dovodi do konvergencije niza (x,,) prema tocki xg. [
Primjer 3.8. Niz u R? zadan opéim clanom
mt 2
n=(sFrm) mEN

konvergira prema tocki (0,0).
Niz u R? zadan opéim Elanom

ne konvergira jer njegov drugi koordinatni niz y2, = # ne konvergira. *

Definicija 3.12. KaZzemo da je tocka xy € X gomiliste ili tocka gomilanja niza
(x) umetrickom prostoru (X, d) ako se u svakoj otvorenoj okolini toc¢ke x( nalazi
beskona¢no mnogo ¢lanova niza (xy,).
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Primjer 3.9. Niz
1 1—4m?
= (op izz) mEN
za gomiliste ima tocku (0,0).

Niz
m, m neparan
Koy = ! P , melN
—m, m paran

nema gomiliste. ) ¢

Napomena 3.2. Primjetimo sljedece:

1) Gomiliste podniza (x,,,) u proizvoljnom metrickom prostoru je i gomiliSte
niza (x;,). Pokazimo primjerom da obrat ne vrijedi.
Neka je (x) niz dan opéim ¢lanom x,, = 5+ (—1)", m € IN. Gomilista
niza su4i6. Uzmemo li podniz zadanog niza s parnim indeksima njegovo
gomiliste je 6. Ocito je da 4 nije gomiliSte takvog podniza te da je gomiliste
niza opdéenito razli¢ito od gomiliSta podniza.

2) Konvergentan niz, u metrickom prostoru, ima samo jedno gomiliste koje je
ujedno i njegov limes.

3) Jednoclani skup B = {b} nema gomiliste, dok stacionaran niz x,, = b, m € N
ima gomiliSte.
Uzmemo li stacionaran niz x,, = b, m € N, ¢iji su ¢lanovi b, b, b, b, . . ., koju
god okolinu od b uzeli tu se nalaze svi ¢lanovi niza pa i beskona¢no mnogo
njih. GomiliSte tog stacionarnog niza je b.
Pogledamo li jednoc¢lani skup B = {b} on nema gomiliste jer bi svaka okolina
od b trebala sadrZavati barem jo$ jednu tocku iz skupa B razli¢itu od b, a skup
B nema drugih tocaka.

4) Tocka x¢ je gomiliSte niza (x,,) ako i samo ako za svaku otvorenu okolinu U
oko xy i za svaki prirodan broj m postoji barem jedan / € IN, I > m, takav da
je x; € U.

Teorem 3.9. Neka je (x,,) niz tocaka u prostoru X. Skup svih gomilista niza (x,,) je
zatvoren podskup od X.

Dokaz. Neka je A skup gomiliSta niza (x,,). Pokazimo da yo € CIA povlaci
Yo € A. Uzmimo proizvoljnu otvorenu okolinu V tocke vy, i neka je m prirodan
broj. Znamo da je tocka iz zatvaraca danog skupa ako i samo ako svaka okolina
oko te tocke sijece taj skup (vidi [7, str. 98, Teorem 17]). Koristedi tu tvrdnju
zaklju¢ujemo da postoji barem jedna tocka xp € AN V. Tocka xg € A je toc¢ka go-
milanja niza (x;,), a V otvorena okolina od x, pa postoji prirodan broj ! > m takav
daje x; € V. Prema tome, pokazano je da je o tocka gomilanja niza (x,,). O

Predhodno smo zakljuc¢ili kako je gomiliste podniza ujedno i gomiliste niza.
Sljede¢im teoremom pokazimo uz koje uvjete vrijedi obrat te tvrdnje.
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Teorem 3.10. Neka je (X, d) metricki prostor. Tocka xo € X je gomiliste niza (x,,) ako i
samo ako postoji podniz (x,,,, ) koji konvergira prema x.

Dokaz. Neka niz (x,,) za gomiliSte ima tocku xp. Konstruirajmo podniz koji
konvergira prema xy. Definirajmo strogo rastuci niz prirodnih brojeva (u,,) takav

daje x,, € K (xo, %) Primjenom definicije 3.12 slijedi da postoji #; € IN takav
daje x,, € K(xp,1). Uzmimo sada u, € IN takav daje up > ujix,, € K(xo, %)

Nastavljajuci postupak dolazimo do niza x,,,, € K (xo, %) za koji vrijedi

1
0 S d(xumer) <=
m

pa je prema sendvic teoremu d(x,,,, xo) — 0, a znamo da tada x,,,, — xo, tj. kons-
truirali smo podniz koji konvergira prema xj.

Neka podniz (x,,,) konvergira prema xo. Treba pokazati da se u svakoj
otvorenoj okolini oko x( nalazi beskona¢no mnogo ¢lanova niza (x,,). Uzmimo
proizvoljnu otvorenu okolinu U oko x(. Prema definiciji otvorene okoline postoji
¢ > 0 takav da je K(xo,¢) C U. Kako x,,, — xo prema definiciji konvergencije je

(Ve >0)(Imy e N) Vm>my = d(xy,,%) <g,

Xy, € K(xp,€) C U.

Dakle, okolina U sadrzi beskona¢no mnogo ¢lanova niza (x,,), pa je xo gomiliste
niza (x). O

IskaZzimo i dokaZzimo jedan od vaZnijih teorema za nizove u R".

Teorem 3.11. (Bolzano'-Weierstrassov ? teorem)
Svaki ogranicen niz (x,,) iz prostora R" ima konvergentan podniz.

Dokaz. Provedimo metodu matematicke indukcije po n € IN kako bi dokazali na-
vedenu tvrdnju.

® Baza indukcije:
Odaberimo n = 1. Niz (x,;) u R ima monoton podniz. Niz (x,,) je ograni¢en
te prema Teoremu 3.2 zaklju¢ujemo da niz (x,,, ) konvergira.

e Pretpostavka indukcije:
Pretpostavimo da svaki ograni¢en niz x,, = (x},,...,x"), m € IN ima konver-
gentan podniz.

o Korak indukcije:
PokaZimo valjanost tvrdnje u R"*1. Neka je x,, = (x},,..., x5, x%t), m € N
proizvoljan ograni¢en niz u R" 1. Koriste¢i pretpostavku indukcije mozemo

!Bernhard Bolzano (5. listopada 1781. - 18. prosinca 1848.), ¢eski filozof i matematicar
ZKarl Weierstrass (31. listopada 1815. - 19. veljace 1897.), njemacki matematicar
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. Varel PB4 . / .
zaklju¢iti da ograni¢en niz x,, = (x},...,x%), m € N ima konvergentan

podniz, tj. niz (x;m) je konvergentan. Niz u R" je konvergentan ako su mu
sve koordinate konvergentne. Za niz (x;,"!) znamo da je ogranicen, ali ne
znamo nista o njegovoj konvergenciji. Prema bazi indukcije, za n = 1 niz
(x2t1) ima konvergentan podniz (x]:1). Dakle, x,, = (xj, ,...,x; , xit1)je

konvergentan niz i to je konvergentan podniz niza (x,,) u R"**1,

O



4 | Broje

U matematickoj analizi, broj e ima klju¢nu ulogu. Definicija broja e proizlazi iz
m
konvergencije niza. Broj e je jednak limesu niza (1 i+ %) ,m € N, §to ¢emo i

dokazati u nastavku.

m
Primjer 4.1. PokaZimo da niz realnih brojeva x,, = (1 + %) ,m € IN strogo raste i da

je odozgo ogranicen.
Prema binomnoj formuli vrijedi

() =5 0) G

n=0

sredivanjem dobivamo

aoa) - EaG-D0-2 050w

Iz (4.1) zapaZamo da je

1y &1
— ] = — s
<1+m> _IE)n! (B2
Matematickom indukcijom lako se dokaZe da je n! > 2"~ za svaki prirodan broj n pa je
=1 1
r;)n!_1+y§12n_l (43)
(4.2), (4.3) i formule
m
(1-x))_ «"1=1-x", x€R,
n=1
uvrstavanjem x = } dobivamo
1y\m 1
— = = N .
Xm (1+m> <1+2(1 2m)<3, meN, (4.4)

te je niz (x,,) odozgo ogranicen. Za m + 1 formula (4.1) je oblika

() = B () 050 (550 9

n—

19
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Usporedivanjem (4.5) sa (4.1) dobivamo

(1+3)" < ()™

stoga zakljucujemo da niz (x,,) strogo raste. Kako je x1 = 2, prema izrazu (4.4) je

2 <e<3.

(4.6)



5 | Cauchyjev niz

U ovom poglavlju bavit éemo se posebnom vrstom nizova koji imaju bitnu ulogu
u realnoj analizi, a to su Cauchyjevi nizovi. Cauchyjev niz nam, u skupu real-
nih brojeva, omogucava da ispitamo konvergenciju niza bez poznavanja njegova
limesa. Definirajmo Cauchyjev niz te dokaZimo bitna svojstva takvog niza.

Definicija 5.1. Niz (x,,) iz metri¢ckog prostora (X, d) nazivamo Cauchyjevim ! ili

fundamentalnim ako za svaki ¢ > 0 postoji prirodan broj m sa svojstvom da je
d(x;, xm) < e zasvel,m > my tj.

(Ve >0)(Img e N) td. Vim>my = d(x;,xm)<e.

Primjer 5.1. PokaZimo da je niz (x,,), zadan opéim clanom
2
xm — 3 + — m E 1N,
m

Cauchyjev.
Neka je dan proizvoljan ¢ > 0 i pokaZimo da postoji prirodan broj mg takav da za svaki
I, m > my, vrijedi da je |x,, — x;| < e. Bez smanjenja opéenitosti neka je m < l. Sada je
2 2 _2 2

!

<L —X— <&

2 2 2 2
=233 <[2 3
m [ m 1 m 0

m

Dakle,

(Vs>0)(EImOEJN)<m0>%) td. Vim>my, m<l = |x,—x|<e¢

tj. niz (x,,) je Cauchyjev.

*
Primjer 5.2. Pokazimo da niz (x,,), zadan opéim clanom
x —(—1)’”1Li m e N
m — 2ml ’

nije Cauchyjev.
Kako bi pokazali da niz nije Cauchyjev zapisimo negaciju definicije 5.1:

(Fe>0)(Vmg e N) dIm,I>my i |xpm—2x|>¢

! Augustin Louis Cauchy (21. kolovoza 1789. - 23. svibnja 1857.), francuski matematicar

pdl
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te ju primjenimo.
Neka je my € IN proizvoljan, m,1 € IN takvi dam,l > mgim = 2I.
Treba pokazati da postoji € > 0 t.d. |x,, — x;| > e.

Slijedi da je
3 3
U P B PN )
m — 3] = | (=1 + 5 — (-1) = |, (5.1)
Kako je (—1)? uvijek jednako 1, izraz (5.1) postaje:
3
X — x| = }1—(—1)1—5. (5.2)
Promotrimo dva slucaja.
® [ paran
Uvrstavanjem parnog broja | u izraz (5.2) dobivamo:
3 3 3
—xl=1-1-Z|==< =
[m = ’1 . 41‘ O = Tmy ~F
te ne mozemo nista zakljuciti.
o | neparan
Uvrstimo u izraz (5.2) neparan broj I. Tada iz izraza (5.2) slijedi:
3 3 3.5
— — — | = —_ | = _ > = —= €.
o=l = [1+1-g| = - g =2- gz g =e
Zakljucujemo da
(Je > 0)(e = Z) td. (VYmye IN)(Im, | > mg)(m = 2l)(l neparan)
i |xm—x| > ¢
tj. niz (xm) nije Cauchyjev. *

Teorem 5.1. Neka je (x,,) Cauchyjev niz u metrickom prostoru (X, d). Ako neki podniz
(xu,,) niza (xm) konvergira prema tocki xo € X, onda i niz (x,,) konvergira prema toj
tocki.

Dokaz. Krenimo od pretpostavke da podniz (x,,) niza (x,) konvergira prema

tocki xp € X. Uzmimo proizvoljan ¢ > 0. Po pretpostavci teorema niz (x,) je
Cauchyjev stoga postoji prirodan broj mg takav da za [, m > mg vrijedi

€
d(Xp o) < 5

Iz pretpostavke da podniz (x,,,) konvergira prema xo, primjenom definicije ko-
nvergencije slijedi da postoji prirodan broj m, takav da je u,, > my i vrijedi da
je

A Xy,xXg) <

N ™

Ako je m > myp, onda slijedi da je
d(xmlx()) < d(xm/ xum) L d(xum, XO) < g + - =¢

Dakle, niz (x,,) konvergira prema xp € X. O
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Teorem 5.2. Svaki konvergentan niz (x,,) u metrickom prostoru je Cauchyjev.

Dokaz. Pretpostavimo da niz (x,,) konvergira prema tocki xy. Iz definicije limesa
niza znamo da za svaki ¢ > 0 postoji prirodan broj mg takav da svaki m > mj
povlaci

€
A X 35 ) < 5

Neka su m,l > my. Primjenom nejednakosti trokuta dobiva se:

d(xmle) < d(xm,xo) +d(x0,xl) < % + g = ¢,

Zaklju¢ujemo da je (x,,) Cauchyjev niz. O

Primjer 5.3. Opcenito, obrat prethodnog teorema ne vrijedi, tj. svaki Cauchyjev niz u
svakom metrickom prostoru ne mora konvergirati. Uzmimo prostor X = (0,1) C R. Niz

1

Xm = —

je Cauchyjev niz.
Lako se pokaZe da niz (x,,) ne konvergira u prostoru X, jer x,, — 0,20 ¢ X. *

Teorem 5.3. Swvaki Cauchyjev niz (x,,) iz metrickog prostora (X, d) je ogranicen.

Dokaz. Krenimo od pretpostavke da je niz (x,,) Cauchyjev. Tada za ¢ = 1 postoji
prirodan broj mg takav da m > mg povlaci

A (%X, %my) < 1.

Definirajmo
L = max{l,d(x1, xmo)/ ce /d(xmg—lrxmo)} + 1.

Prema tome, otvorena kugla K(x,,,, L) sadrzi sve ¢lanove niza (x,,). Zaklju¢ujemo
da je niz (x,,) ograni¢en. Time je teorem dokazan. O

Teorem 5.4. Niz realnih brojeva (x,,) je konvergentan ako i samo ako je Cauchyjev.

Dokaz. Krenimo od pretpostavke da je niz (x;,) konvergentan. U teoremu
5.2 pokazali smo da je onda niz i Cauchyjev u proizvoljnom metrickom prostoru
pa onda i u skupu realnih brojeva.

Dakle, niz (x,,) je Cauchyjev.

Neka je niz (x,,) Cauchyjev. Prethodno smo dokazali da je svaki Cauchyjev
niz ogranicen i da svaki ogranic¢en niz realnih brojeva ima konvergentan podniz.
Neka niz (x,,, ) konvergira prema xo. Za svaki ¢ > 0 postoji prirodan broj m; sa
svojstvom da

s

Ym > n — \xum —X0| < 5
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Kako je niz (x,) Cauchyjev, tada za svaki ¢ > 0 postoji prirodan broj m; sa
svojstvom da

Vim>my = |x—xnm|< ¢

2
Ako je mg veci od brojeva my i my, onda za m > myg, zbog u,, > m dobivamo
£ £
|Xm — x0| = |xm — xu,, + xu,, — X0 < [Xm — xu,,| + |xXu,, — Xo0| < 5 + 5= g

Time smo pokazali konvergenciju niza (x,,). O



6 | Nizovi funkcija

Nakon poglavlja o nizovima realnih brojeva moZemo promatrati i nizove funkcija.
U ovom poglavlju bavit éemo se konvergencijom po tockama.

Definicija 6.1. Neka je T skup i (x,) niz realnih funkcija x,, : T — R definiran na
skupu T. Neka je xo : T — R funkcija. Za niz funkcija (x,,) kazemo da konver-
gira prema funkciji xp u tocki ty € T ako niz realnih brojeva x,,(ty) konvergira
prema broju xo(tp). Ako je A C T neki podskup i niz funkcija (x,,) konvergira
prema funkciji xg u svakoj to¢ki t € A, onda kaZzemo da (x,,) konvergira po to¢-
kama ili obi¢no prema x na skupu A.

Neka je T proizvoljan skup, RT skup svih funkcija x : T — R. Nekajet € T
tockaiV C R otvoren skup. U svrhu tvrdnji koje éemo imati u nastavku, uvedimo
sljede¢u oznaku

U V) ={x cRT : x(t) € V}.
Preciznije, vrijedi da je x € U(t;V) ako i samo ako je x(t) € V. Sa
U(ty, ..., tm; V4, ..., Vi) oznaéimo presjek skupova U(t; V1) N -« - N U (ks Vig)-

Primjer 6.1. Promotrimo niz funkcija (x,) definiran s

mt
Vrijedi da je
. \ mt
a m(t) = I, 5~ b
te polazni niz funkcija konvergira po tockama prema funkciji x(t) = t. *

Teorem 6.1. Neka je T proizvoljan skup i neka je RT skup svih funkcija x : T — R te U
topologija na RT &ju bazu ¢ine svi skupovi oblika

Uty .. tms Vi, Vi) = {x € RT : x(t;) € V,,i = 1,...,m} gdje t; pripada
tockama skupa T, a V; otvorenim skupovima od R. Niz (x, ) funkcija x, € RT konvergira
obicno prema funkciji xo € RT ako i samo ako (x,,) konvergira prema xq u topoloskom
prostoru (R, U).

Dokaz. Krenimo od pretpostavke da niz funkcija (x,,) konvergira prema
funkciji xo u prostoru (R”,2{). Tada za svaki t € T i za svaki otvoreni skup V C R
koji sadrzi x¢(t) vrijedi da je xo € U(t; V). Dakle, postoji prirodan broj m sa
svojstvom da za svaki m > mg vrijedi

xm € U(LV), t. xm(t) €V.
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Time smo pokazali da je

lim x,(t) = xo(t) VteT,

m—ro0

<
Q.
joV]

N

xm ) konvergira prema x, obi¢no.

Krenimo s pretpostavkom da (x,,) konvergira prema xy obi¢no. Ozna¢imo
sU = U(ty,..., t,;V1,..., Vi) i neka U sadrzi xo. Tada je xo(t;) € V; za svaki
i=1,...,k Kako x(t;) — xo(t;) onda postoji prirodan broj mg sa svojstvom da
za svaki m > my vrijedi

xm(ti)EV,-, 121,,k t] xmEU(tl,...,tk;Vl,...,Vk):LI,
Sto dokazuje da x,, — x( s obzirom na topologiju U. O

Napomena 6.1. Primjetimo, prostor (R”,2/) je Hausdorffov.
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Sazetak

U ovom radu bavimo se nizovima realnih brojeva te navodimo bitna svojstva ni-
zova. Najprije je definiran pojam niza i podniza. Veéina rada se bavi konvergen-
cijom niza Sto je jedan od osnovnih pojmova realne analize. Definiran je limes,
ograni¢enost i monotonost niza te su dokazani bitni teoremi koji povezuju te poj-
move s konvergencijom. Pomoc¢u konvergencije niza u metrickom prostoru oka-
rakterizirali smo zatvara¢ skupa. Pokazano je da definicija broja e proizlazi iz ko-
nvergencije niza. Zatim je uveden pojam Cauchyjevog niza i dokazana su bitna
svojstva Cauchyjevog niza. Na samom kraju rada bavili smo se nizovima funkcija
i konvergencijom po to¢kama.

Klju¢ne rijeci
niz, podniz, konvergencija, limes niza, monotonost, ograni¢enost, metricki pros-

tor, topoloski prostor, Cauchyjev niz, Bolzano-Weierstrassov teorem, nizovi funk-
cija.
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Sequences

Summary

In this paper, we deal with sequences of real numbers and highlight important
properties of sequences. First, the concepts of a sequences and a subsequences
is defined. Most of the paper is focused on the convergence of sequences, which
is one of the fundamental concepts of real analysis. The limit, boundedness, and
monotonicity of sequences are defined, and essential theorems that connect these
concepts with convergence are proven. Using the convergence of a sequence in
a metric space, we characterized the closure of a set. It has been shown that the
definition of the number e arises from the convergence of a sequence. Then the
concept of a Cauchy sequence was introduced and important properties of Cauchy
sequences were proven. At the very end of the paper, we dealt with sequences of
functions and pointwise convergence.

Keywords
sequence, subsequence, convergency, limit of a sequence, monotonicity, bounded-

ness, metric space, topological space, Cauchy sequence, Bolzano-Weierstrass the-
orem, sequences of functions.
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