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Sazetak

U ovom radu ¢emo se upoznati s Cobb-Douglasovom funkcijom. Poka-
zati ¢emo kako je funkcija nastala, opisati njena osnovna svojstva te navesti
njene osnovne primjene. Pritom ¢emo se koristiti nekim matematickim re-
zultatima iz teorije funkcija viSe varijabli, kao Sto su parcijalne derivacije
te rjeSavanje uvjetne optimizacije metodom Lagrangeovih multiplikatora.
Spomenuti ¢emo i neke poteskote koje se javljaju prilikom upotrebe ove
funkcije.

Kljuéne rijeci: Cobb-Douglasova funkcija, kvazikonkavnost, homogenost,
parcijalne derivacije

Abstract

In this paper we will be introduced to Cobb-Douglas function, show
how the function is created, describe it’s basic properties and specify it’s
basic applications. We will use some mathematical results of the theory of
functions with multiple variables, such as the partial derivatives and solving
conditional optimization by using method of Lagrange multipliers. We will
mention some problems that occur when using this function.

Keywords: Cobb-Douglas function, quasiconcavity, homogeneity, partial
derivatives



1 Uvod

Charles Cobb i Paul Douglas 1928. godine objavili su rad pod nazivom ” Teorija
proizvodnje” u kojem su predstavili model rasta Americke ekonomije izmedu 1899.
i 1922. godine. Svojim pojednostavljenim pogledom na gospodarstvo definirali
su funkciju proizvodnje ¢iju vrijednost odreduje odnos izmedu odredene kolic¢ine
rada i kolicine kapitala. Mnogi su kriticari bili skepticni jer se model zasniva
na vrlo oskudnim podacima. Iako postoje razni drugi parametri koji utjecu na
ucinkovitost proizvodnje, ispostavilo se da je ovakav model ipak vrlo precizan
pa se dvadeset godina kasnije, a sve do danas, poceo intenzivno primjenjivati.
Funkcija proizvodnje koja se koristi za modeliranje proizvodnje je oblika

P(L,K)=bL"K", (1)
gdje je:
P - Vrijednost svih dobara proizvedenih u jednoj godini (total production)
L - Ukupan broj radnih sati svih osoba koje su radile u jednoj godini (labor)
K - Vrijednost uloZenog kapitala (capital)
b - Parametar koji odrazava tehnoloski nivo proizvodnje

a - Mjera priblizne postotne promjene produktivnosti P pri jednopostotnoj pro-
mjeni kapitala

B - Mjera promjene produktivnosti P pri jednopostotnoj promjeni rada L i kons-
tantnoj vijednosti kapitala K.

Cobb-Douglasova funkcija se najc¢esce koristi za slucaj § =1 — a, tj.
P(L,K) =bL*K'™. (2)

Takvu funkciju zovemo strogom Cobb-Douglasovom funkcijom i nju ¢emo najcesée
promatrati u ovom radu. Razlog je taj sto ta funkcija ima svojstvo da ako se
kolicina kapitala K i koli¢ina radnih sati L obje uve¢aju m puta, onda ce i kolic¢ina
proizvodnje P biti uve¢ana m puta.



Slika 1: Graf funkcije P(L, K) = 1,01L%™ K%

Primjer 1. U sljedecoj tablici su prikazani podatci americke ekonomije u vremenu
wzmedu 1899. 1 1922. godine. Podatke je objavila americka vlada, a upotrijebili su
th Cobb i Douglas tako da su 1899. godinu uzeli kao pocetnu, a za P, L i K su
uzeli vrigednost 100.



Godina P L K

1899 100 100 100
1900 101 105 107
1901 112 110 114
1902 122 117 122
1903 124 122 131
1904 122 121 138
1905 143 125 149
1906 152 134 163
1907 151 140 176
1908 126 123 185
1909 155 143 198
1910 159 147 208
1911 153 148 216
1912 177 155 226
1913 184 156 236
1914 169 152 244
1915 189 156 266
1916 225 183 298
1917 227 198 335
1918 223 201 366
1919 218 196 387
1920 231 194 407
1921 179 146 417
1922 240 161 431

Koristeéi model opisan funkcijom P(L, K) =1,01- L% K%? mozemo izracunati
proizvodnju u proizvoljno odabranoj godini. Izracunajmo proizvodnju w 1910. te u
1920. godina:

P(147,208) = 1,01(147)%™(208)*? ~ 161, 9

P(194,407) = 1,01(194)%7(407)°2> ~ 235, 8.

Dobiveni iznosi priblizno su jednaki stvarnim vrijednostima koje se nalaze u tablici
za zadane godine.



2 Svojstva Cobb-Douglasove funkcije

Podrugje definicije Cobb-Douglasove funkcije
P(L,K) =bL"K"
je skup
D,={(L,K): L>0, K >0},
t].
D, =R% =0, 00) x [0,00)

jer L i K redom prestavljaju rad i ulozeni kapital, a oni nikad nisu negativni.

Graf Cobb-Douglasove funkcije je trodimenzionalan. Medutim, rijetko se ba-
vimo 3D grafovima poput ovog, ve¢ umjesto njega proucavamo pripadne nivo-
krivulje. Ako uzmemo P kao konstantu, odnosno P = F;, dobivamo

Py = bLOK' 2,
Imamo:
Py = bLOK! .

Ukoliko Zelimo da za danu funkciju (2) postignemo nivo proizvodnje od Py jedinica
proizvoda, tada svaka kombinacija rada i kapitala koja zadovoljava jednadzbu
Py = bL*K'~® omoguéava postizanje tog nivoa proizvodnje. Iz ove jednadzbe
moguce je izraziti K kao funkciju od L uz zadane vrijednosti konstante b i Fy:

4 —a
K=P"". Lis,

P
gdje je konstanta P; = 70. Dobivenu funkciju zovemo izokvanta, a njen graf je

hiperbola. Ukoliko zelimo povecati proizvodnju na nivo od P; jedinica proizvoda,
tada rjesavanjem jednadzbe b- L% - K17* = P, moZemo odrediti izokvantu za nivo
proizvodnje od P; jedinica proizvoda. Ako ove izokvante prikazemo graficki, vi-
djeti ¢emo da se one ne sijeku i da je druga izokvanta iznad prve. Izokvanta je
specijalan slucaj nivo krivulje funkcije dvije varijable.

Primjer 2. Odredimo kombinaciju rada i kapitala Cobb-Douglasove funkcije
P(L,K) =200 - L**K"?

koja mam je potrebna da bismo proizveli 20000 jedinica proizvoda te promotrimo
sto se dogada kada Zelimo udvostruciti proizvodnju.
Kombinaciju rada i kapitala odrediti cemo 1z jednadzbe

20000 = 200 - LY K92,
odakle nakon skrac¢ivanja i potenciranja dobivamo L*K = 100°, odnosno:

100°

K= —p.




Svaka kombinacija rada i kapitala koja zadovoljava ovu jednadzbu omogucava nam
proizvodnju 20000 jedinica proizvoda.
Ukoliko udvostrucimo proizvodnju, tada imamo jednadzbu

40000 = 200 - LP8 K%2,

200°

4
proizvodnju 40000 jedinica proizvoda. Grafovi funkcije K w ovisnosti o L za oba
sluc¢aga prikazani su na sljedecoy slici:

Bilo koja kombinacija rada @ kapitala koja zadovoljava K =

omogucava nam

2.0x108

1.0 x 108

500000

i - it . " " i i n .
20 40 60 80 100

00° . 200°
T (plav) i K = 71

1
Slika 2: Graf funkcije K = (narancast)

Primjedba 2.1. Cobb-Douglasovu funkciju mozemo zapisati u obliku:
P L
lngzlantozln?. (3)

Dokazimo jednakost (3).
Logaritmiranjem obje strane jednakosti (2) imamo

InP=In(b-L* K'™).
Primjenom svojstva za logaritam umnoska dobivamo
InP=Inb+InL*+In K"
Sada primijenimo svojstvo logaritma za potencije:
ImP=Inb+alnl+(l—-a)lnkK
pa sredivanjem dobivamo jednakost
InP-InK=mhb+a(lnl—-InkK).

Jos treba iskoristiti svojstvo za razliku logaritama pa dobivamo jednadzbu (3).
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2.1 Homogenost
Iskazimo najprije definiciju homogene funkcije:

Definicija 2.1. Funkcija f : R — R je homogena sa stupnjem homogenosti k
ako vrijedi:

FOTy, Mg, . Axy) = Mo f(ay, 20, ... 2p).
Pokazimo da je Cobb-Douglasova funkcija (1) homogena. Pisemo
P(AL,\K) = b(AL)*(\K)?
pa raspisivanjem dobivamo
P(AL,AK) = DAL N KP

te konacno:

PAL,AK) = bA*PPLAKP = X P(L, K).

Zakljucujemo da je Cobb-Douglasova funkcija homogena sa stupnjem homogenosti
a + [. To znaci da ako velicine K i L uve¢amo A\ puta, koli¢ina proizvodnje c¢e
biti uvec¢ana za A*™° puta.

Stroga Cobb-Douglasovova funkcija (2) ima stupanj homogenosti 1 pa kazemo da
je linearno homogena. Kao sto smo naveli u uvodu, ako uve¢amo K i L A puta,
proizvodnja P e se povecati A puta. Upravo je to razlog zasto su Cobb i Douglas
pretpostavili da je o+ 8 = 1. Ukoliko je o+ 8 < 1 proizvodnja P pada, a ukoliko
je a+ B > 1 proizvodnja P raste.

2.2 Kvazikonkavnost

U nastavku ¢emo navesti nekoliko definicija i tvrdnji koje ¢e nam biti potrebne da
bismo dokazali kvazikonkavnost Cobb-Douglasove funkcije.

Definicija 2.2. Za skup D C R" kazemo da je konveksan ako za bilo koje dvije
tocke x1,x9 € D sadrzi i segment odreden tim tockama, tj.

ZEl,l'QGD — )\ZL‘1+(1—)\)ZB2€D \V/)\G[O,l]

Definicija 2.3. Neka je D C R” neprazan konveksan skup. Kazemo da je funkcija
f D — R konveksna ako vrijedi :

fx+ 1 —=Ny) < Af(x)+ (1 —-N)f(y) Ve,y e D, YA€ [0,1].

Funkcija f definirana na konveksnom skupu D je konkavna ako je funkcija —f
konveksna.

Definicija 2.4. Neka je D C R" neprazan konveksan skup. Funkcija f: D — R
je kvazikonveksna na D ako vrijedi:

Az 4+ (1= Nag) <max{f(x1), f(x2)}, V1,20 € D, YA €[0,1].

Funkcija f je kvazikonkavna ako je funkcija — f kvazikonveksna.
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Teorem 2.5. Svaka konkavna funkcija f: D — R ujedno je @ kvazikonkavna.
Dokaz. Zbog konkavnosti funkcije f imamo :

FOz+ (1= Nag) > Mf(z1) + (1= N f(xe) Vay, 20 € D, YA €0,1].
Pretpostavimo da smo izabrali z; i 25 tako da vrijedi f(z1) > f(x2), odnosno

max{f (1), f(22)} = f(21).

Dobivamo
fOzr+ (1= Naz) = Af(21) + (1= M) fx2) = Af(2) + (1 = A) f(22) = f(22)
pa je funkcija f kvazikonkavna. QED

Zelimo pokazati da je svojstvo kvazikonkavnosti oéuvano pri djelovanju neke
monotone transformacije. Pretpostavimo da je ¢ monotono rastuca transformacija
od f, tj. g = ho f, gdje je h monotono rastué¢a funkcija (slicno bismo imali
za slucaj monotono padajuce transformacije). Nadalje pretpostavimo da je f
kvazikonkavna. Uzmimo x; i x5 tako da vrijedi f(x1) > f(x3). Dobivamo:

g1 + (1 = N)zy) = (ho f)(Ary + (1 = MNaz) = (ho f)(x2) = g(x2)

pa je funkcija g kvazikonkavna.

Zelimo pokazati da Cobb-Douglasovu funkciju uvijek mozemo zapisati kao
monotonu transformaciju konkavne funkcije. U tu svrhu vazno je uociti da je
Cobb-Douglasova funkcija sa smanjenjem prosjecne profitabilnosti konkavna. To
najlakse pokazemo ako ju zapisemo u obliku:

G(L,K) =In(b) + aln(L) + BIn(K).
Opcenito, funkcija f : R* — R je konkavna ako je ﬁ < 01 ako vrijedi

Ox?
_of of of
T o2 dy2  Oxdy
pri cemu je H Hesseova matrica funkcije f.
Pogledajmo kako izgledaju parcijalne derivacije drugog reda funkcije G:

oG a 0G (B oG 0

aL* [?° 9K? K?» 9LOK
Obzirom da su «, 3, L i K pozitivni realni brojevi, uvjeti konkavnosti su ispu-
njeni, odnosno funkcija G je konkavna. Funkcija G nije definirana za negativne
L i K. Cobb-Douglasova funkcija se ¢esto prikazuje na ovaj nacin, tj. koris-
timo konkavnu funkciju da predstavimo funkciju koja je zapravo konveksna. No,
to je zato Sto nas ne zanima ocuvanje konkavnosti, ve¢ samo kvazikonkavnosti.
Primijenimo sada monotono rastu¢u transformaciju na G, tj. na eksponenci-
jalnu funkciju: exp(G(L,K)) = bL*K? = P(L,K). Svaku Cobb-Douglasovu
funkciju mozemo napisati kao monotonu transformaciju konkavne (takoder Cobb-
Douglasove) funkcije, sto dokazuje da je funkcija kvazikonkavna. Upravo zbog
toga Sto je kvazikonkavnost ocuvana pri djelovanju neke monotone transformacije,
mozemo prebacivati eksponencijalnu u log-linearnu funkciju korisnosti i obrnuto,
bez narusavanja njenih osnovnih svojstava.

det H

>0,
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3 Primjene diferencijalnog racuna u proucavanju
Cobb-Douglasove funkcije

3.1 Parcijalne derivacije i totalni diferencijal

Pogledajmo parcijalne derivacije funkcije (1):

8P_ o118 o 5 P
8_L_baL K —baLK —aL
oP KB P
It a ﬁflz a’> o
9K bLYK bpBL 7 ﬁK.

oP
Parcijalna derivacija — funkcije P po varijabli L zove se grani¢na (marginalna)

produktivnost rada L i pokazuje kako se mijenja proizvodnja obzirom na promjenu

kolicine rada. Parcijalna derivacija Ele pokazuje kako se mijenja proizvodnja

obzirom na promjenu kapitala i zovemo je grani¢na (marginalna) produktivnost
kapitala K. Stoga Cobb i Douglas pretpostavljaju sljedece:

a. Ako nestane ili rad ili kapital, nestat ¢e i proizvodnja;

b. Grani¢na (marginalna) produktivnost rada proporcionalna je koli¢ini proizvod-
nje po jedinici rada;

c. Grani¢na (marginalna) produktivnost kapitala proporcionalna je koli¢ini pro-
izvodnje po jedinici kapitala.

P
Kako je proizvodnja po jedinici rada jednaka T pretpostavka b da je marginalna

produktivnost faktora rada proporcionalna koli¢ini proizvodnje po jedinici rada
govori nam da vrijedi:

oP P

= 4

oL~ 'L (4)
za neku konstantu a. Ako je K konstanta tj. K = K, onda parcijalna diferenci-
jalna jednadzba (4) postaje obi¢na diferencijalna jednadzba koju nije tesko rijesiti.
Integriranjem obje strane jednakosti dobijemo

dP dL

— = - _

P L
pa slijedi da

In(P) = a - In(cL).

Koristedi svojstva logaritma dobivenu jednadzbu mozemo zapisati na sljede¢i nacin:
In(P) = In(¢y - LY).

Konaéno imamo

P(L, Ky) = C1(Ko) - L, (5)

12



gdje je C1(Kp) konstanta integracije koja ovisi o K.
Slicno, pretpostavka ¢ da je marginalna produktivnost kapitala proporcionalna
koli¢ini proizvodnje po jedinici kapitala nam daje sljedece:

opP

P
ok "' x

Koristedi se istom metodom rjesavanja obi¢nih diferencijalnih jednadzbi kao kod
jednadzbe (4), dobivamo:

P(Lo, K) = Cy(Lo) - K°. (6)
Kombiniranjem (5) i (6) dobivamo (1):
P(L,K) =bL"K",

gdje je b konstanta koja ne ovisi niti o L, niti o K. Iz pretpostavke a vidimo da
jea>0ip>0.

Primjedba 3.1. Cobb-Douglasova funkcija (1) zadovoljava jednadzu

oP oP

Pokazimo da to vrijedi.
U lijevu stranu jednakosti koju treba dokazati uvrstimo parcijalne derivacije

oP

— —b-a- L. KP
9L b-a-L K
i oP
= —p.B- L. KL
oK b-p
Slijedi:

P P
L-g—LH{-S—K:L-b-a-La—l-KMK-b-@-L@-Kﬁ—l:a-b-La-Kﬁ+5-b-La-Kﬁ.
Kako je P =b- L* - K®, dobivamo

oP oP

Sto je i trebalo dokazati.

Totalni diferencijal prvog reda funkcije dvije varijable jednak je zbroju prvih par-
cijalnih derivacija, odnosno u nasem slucaju

oP oP
dP = 8_LdL + 8_KdK'

13



Prethodno smo izracunali parcijalne derivacije po varijablama L i K pa uvrstavanjem
u prethodnu jednakost dobivamo:

P P
dP = a—dL —dK.

oI IR
Sada ¢emo objasniti ekonomsko znacenje totalnog diferencijala. Znamo da je
ukupna promjena koli¢ine proizvodnje AP priblizno jednaka d P za male promjene

rada i kapitala. Ukoliko zZelimo zadrzati istu koli¢inu proizvodnje, tada vrijedi
dP = 0, odnosno,

opr oP
—dL + —dK = 0.
oLt gt =Y
Sredivanjem dobivamo:
dK __gp __op oK (7)
oP P :
dL = B 8L

Jednakost (7) je izrazito vazna jer nam pokazuje kako odrediti faktore pro-
izvodnje, odnosno rad i kapital, a da to ne utjece na razinu proizvodnje. Vrijed-

nost razlomka a0 koja je priblizno jednaka naziva se marginalna stopa

)
tehnicke supstitucije. Marginalna stopa supstituAci?e nam govori da ukoliko jedan
faktor proizvodnje pove¢amo za odredeni postotak, tada drugi faktor proizvodnje
mozemo smanjiti za odredeni postotak, tako da vrijedi jednakost (7). Marginalna
stopa supstitucije je negativna jer ako je AK pozitivan, tada, da bi ostali na istom
nivou proizvodnje, ulaganje u rad mozemo smanjiti pa je AL negativno i vrijedi

(7).

3.2 Ekstremi funkcije

Ukupna proizvodnja P odredenog proizvoda ovisi o koli¢ini utrosenog rada L i
kapitala K. Ako je cijena jedinice rada jednaka m, cijena jedinice kapitala jednaka
n, a tvrtka moze potrositi p novcanih jedinica ukupnog budzeta, maksimiziranje
proizvoda P ovisi o ograni¢enju

mL +nK = p.

Odredimo optimalnu kombinaciju ulaganja u rad i kapital koja ¢e nam pri danom
budzetu omoguéiti maksimalan moguéi nivo proizvodnje. Koristeéi se teorijom
diferencijalnog racuna za funkcije vise varijabli, odrediti ¢emo maksimum stroge
Cobb-Douglasove funkcije uz uvjet mL +nK = p. Definiramo Lagrangeovu funk-
ciju

F(L,K,\) =P(L,K)+ \g(L, K),
gdje je g(L, K) = mL +nK — p, tj.

F(L,K,\) =bL*K*™* + X(mL +nK — p) (8)

Parcijalne derivacije funkcije I’ su:

14



oF

— a—11-1—«
o7 baL* 'K 4 Am (9)
OF ar—a
oF
— = L K —p. 11
N mL+n P (11)

Izjednacimo ih sa nulom pa dobivamo sustav jednadzbi Cije je rjeSenje stacionarna
tocka .
! -«
g ( op ( )p> .
n m

Pogledajmo da li se u toj tocki postize maksimum. Potrebne su na parcijalne
derivacije drugog reda:

aQF a—2g1 11—«
m = bOé(Od — 1)L K
82F am—a—1
DRZ —ba(l —a)L*K
O*F
=ba(l—a)L* 'K
ook ~ el = o) 7
te parcijalne derivacije prvog reda funkcije - uvjeta g(L, K):
9g
—=m
oL
2
oK

Opéenito, Hesseova matrica Lagrangeove funkcije F' u tocki T' = (Ko, Lo) izgleda
ovako:

, 0 éé(Ko,Lo) %(KmLO)
HE(T) = | g%(Ko, Lo) 7=z (Ko, Lo) W(KO,LO)
9
99 (Ko, Ly) 4-(Ko,Lo) 25 (Ko, Lo)
Koristeci se dovoljnim uvjetima za postojanje uvjetnih ekstrema potrebno je
izracunati n — m zadnjih vodeé¢ih glavnih minora Ag,k = 2m + 1,....,.n +m

Hesseove matrice H F'(S) Lagrangeove funkcije F' u stacionarnoj tocki S, pri ¢emu
je m broj funkcija - uvjeta (u nasem slucaju m = 1), a n je broj varijabli funkcije
koju maksimiziramo (u nasem slucaju n = 2). Ukoliko je (—1)*™A, > 0 Vk =
2m+1,...,n + m, onda funkcija P ima uvjetni maksimum u tocki S.

U nasem slucaju, k = 3 = n+m pa je dovoljno izracunati As. Uvrstavanjem tocke
ap (1- a)p)

S u Hesseovu matricu, dobivamo da je (—1)*A3 > 0 pa je tocka S(—,
n m

tocka u kojoj se postize uvjetni maksimum Cobb-Douglasove funkcije i on iznosi

Poo()(45)
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Promotrimo sada obrnuti sluc¢aj, odnosno, pretpostavimo da je proizvodnja
konstantna i jednaka Q, tj. b- L® - K'=® = Q. Odredimo vrijednosti L i K koje
minimiziraju funkciju troska C(L, K) = mL + nK. Odgovaraju¢a Lagrangeova
funkciju izgleda ovako:

F(L,K,\) =mL+nK + AbL*K'"™* — Q).

Racunanjem parcijalnih derivacija prvog reda i izjednacavanjem s nulom, dobi-
vamo

aF _ a—1 - __

OF

K n+ (1 —a) 0 (13)
oF

— = LK *—Q=0. 14
5 = Q=0 (14)

Rjesavanjem ovog sustava dobivamo stacionarnu tocku:

- (5 (5 8- (552

Sli¢no kao u prethodnom optimizacijskom problemu, potrebno je ispitati dovoljne
uvjete za postojanje uvjetnih ekstrema funkcija C'. Da bi C' imala uvjetni mini-
mum u tocki S, ovaj put mora vrijediti (—1)"A; > 0Vk =2m +1,...,n+ m.
Nakon formiranja pripadne Hesseove matrice funkcije F' i uvrstavanja tocke S
dobivamo da je —Ajz > 0 pa je S tocka uvjetnog minimuma funkcije C' i on iznosi

c—m?. (M)‘HMQ. (M)

b na b na
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4 Poteskocée sa Cobb-Douglasovom funkcijom

Trenutno postoje razlicita misljenja o tocnosti Cobb-Douglasove funckije u raznim
granama industrije i u razli¢itim vremenskim periodima. Cobb i Douglas su bili
pod utjecajem statistickog dokaza tvrdnje da su udjeli rada i kapitala u razvijenim
zemljama u ukupnoj koli¢ini proizvodnje konstantni. Danas ipak postoji sumnja
da Cobb-Douglasova funkcija nema konstantnu vrijednost tijekom duljeg vremen-
skog perioda.
Ni Cobb ni Douglas nisu dali teoretski razlog zasto bi koeficijenti a: i 8 bili odrzivi
kroz duze vrijeme ili isti u raznim sektorima ekonomije. Sjetimo se da priroda
kapitalnih dobara (K') varira ovisno o razli¢itim vremenskim razdobljima, a i u
odnosu na to sto se proizvodi. Sli¢no vrijedi i za efikasnost rada (L).
Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje nije razvijena na temelju znanja iz strojar-
stva, tehnologije ili upravljanjem procesima proizvodnje. Umjesto toga, razvijena
je jer je imala atraktivne matematicke karakteristike poput opadajuc¢ih margi-
nalnih (grani¢nih) prinosa svakom faktoru proizvodnje. Najvaznije, za to nema
mikro-temelja. U modernoj eri, ekonomisti su inzistirali na tome da se mikrologika
svakog veCeg procesa mora objasniti. Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje pada
na ovom testu.
Uzmimo u obzir dva sektora koji imaju istu Cobb-Douglasovu tehnologiju.
Ako za sektor 1 vrijedi

P =bLYKY,
a za sektor 2

Py = bLYKY,

tada opcenito ne vrijedi da

P+ Py =b(Ly + Lo)*(K, + K»)”.

No, vrijediti ¢e samo uz é—; = % ia+ 8 =1, odnosno za tehnologiju konstant-
nog prinosa. Stoga je matematicki pogresno pretpostaviti da se Cobb-Douglasova
funkcija primjenjuje na mikrorazini samo zbog toga Sto se primjenjuje na makro-

razini.
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5 Biografije

Paul Howard Douglas (March 26, 1892 — September 24, 1976) bio je americki po-
liticar i ekonomist. Roden je u gradu Salem u Massachusetts. Nakon smrti majke
u ¢cetvrtoj godini zivota njegov otac se ponovno ozenio. Zbog nasilnog ponasanja
njegovog oca, odlazi sa majkom i starijim bratom zivjeti u Onawu, Maine, gdje
provodi ostatak djetinstva sve do odlaska na fakultet. Diplomirao je na Bowdain
Collegu 1913., a magistrirao ekonomiju dvije godine kasnije na Sveucilistu Kolum-
bija. Po zavrsetku magisterija ozenio se sa Dorothy Wolff. Uspjesno je izgradio
karijeru profesora na mnogim sveucilistima u Americi, od kojih je najpoznatije
sveuciliste u Chicagu na kojem je poceo raditi 1919. godine. Zbog posla svoje
supruge seli se iz Chicaga zajedno sa obitelji, ali nakon razvoda 1930. godine Paul
se vra¢a na sveuciliste u Chicagu. Sljedec¢e godine upoznaje i zeni Emily Taft.
Osim uspjesne karijere profesora, bio je izrazito politicki aktivan. Bio je ¢lan
Demokratske stranke te istaknuti ¢lan liberalne koalicije tijekom svoje osamnaes-
togodisnje karijere u Senatu. Bez obzira na njegovu uspjesnu karijeru u mnogim
podru¢jima, najpoznatiji je kao koautor Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje.
Tijekom 1950-tih sa razvojem teorije ekonomskog rasta, Cobb-Douglasova funk-
cija postala je jedinstven izraz proizvodnog procesa ekonomije kao cjeline. Cobb-
Douglasova funkcija je u dugom vremenskom periodu pruzala dobar materijal za
znanstveni rad mnogih ekonomista.

Charles Wiggins Cobb (1875-1949) bio je americki matematicar i ekonomist. Di-
plomirao je 1912. godine na Sveucilistu u Michiganu. Bio je redoviti profesor
na Amherst College. Objavio je mnogo radova iz podruc¢ja matematike i eko-
nomije. Dok je pripremao doktorsku disertaciju iz podruc¢ja matematike, 1913.
godine, objavio je knjigu pod nazivom ”The asymptotic development for a cer-
tain integral function of zero order”. Medutim, ipak je najpoznatiji po razvoju
Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje.
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