Derivacija vektorske funkcije i primjene

Garaj, Sara

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2024

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, School of Applied Mathematics and Informatics /
Sveuciliste Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, Fakultet primijenjene matematike i
informatike

Permanent link / Trajna poveznica: https://Jum.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:272751

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2025-03-29

Repository / Repozitorij:

mat h OS Repository of School of Applied Mathematics and

Informatics

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:272751
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:855
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:855
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:855

©

SVEUCILISTE JosIPA JURjA STROSSMAYERA U OsIJEKU

FakULTET PRIMIJENJENE MATEMATIKE I INFORMATIKE

Sveucilisni prijediplomski studij Matematika

Derivacija vektorske funkcije i primjene

Z.AVRSNI RAD

Mentor: Student:
doc. dr.sc. Jelena Jankov Sara Garaj
Pavlovié

Osijek, 2024.






Sadrzaj

1 Uvod

2 Vektorska funkcija
Z1l Linesyekbnekefom@le « « s vsmeisssnscnnsm s mes s
2.2 Neprekidnost vektorske funkcije . . ... ... ............
28 Derivadije vektorskeTunkale . « o s s e s e s usahnmmsm a5
24) Dhfeteneijal veldomke fonkele - - - <« oo 55 5 uw sus 50w s
25 Geometrijska interpretacija derivagiie. . « s s v scnnsmnsm=se

3 Vektorska i skalarna polja
3.1 Gradijent, rotacijaidivergencija . . . . ... ..............

4 Primjene derivacije vektorske funkcije
41 Zakeivljenestletivilje . . . - - o - v s L e it h iR e e s
42 Praivaiakeeleraelid s c s e cnssmasa s assmmsmnsme s
43 Keplerovizakoni ... ......... .. .. .. L.
431 PrviKeplerovzakon s = o s sz s s c 0 aimni s asios
202 DruglKeplongwrzal@m « « « o cvoviswionsoseiiess
433 TretiKeplerovzakon : s s ssscansnassssmassass

Literatura
Sazetak
Summary

Zivotopis

13
14

21
21
26
30
30
31
32

35

37

39

41






1 | Uvod

U matematici i njenim primjenama, vektorske funkcije imaju vaznu ulogu u ra-
zumijevanju i opisivanju razli¢itih pojava. Jedan od najvaZznijih pojmova vezanih
uz vektorske funkcije je derivacija. Derivacija vektorske funkcije omoguéava nam
da mjerimo brzinu i smjer promjene funkcije u odnosu na promjenu nezavisne
varijable. Kroz pojam derivacije, moguce je razumjeti kako male promjene u
pocetnim varijablama mogu utjecati na promjene u kona¢nim vrijednostima
funkcije.

U prvom dijelu rada ¢emo, osim derivacije, definirati klju¢ne pojmove koji
su povezani s vektorskim funkcijama kao $to su limes i neprekidnost. Ovi
pojmovi su od velike vaznosti za matematicku analizu i primjenu vektorskih
funkcija. Nakon toga ¢emo spomenuti geometrijsku interpretaciju vektorskih
funkcija koja nam pruza vizualno razumijevanje kako se funkcije ponasaju u
prostoru. Ovo je posebno vazno u fizici i inZenjerstvu, gdje je Cesto potrebno intu-
itivno razumjeti kako se objekti krecu ili kako se polja sila rasporeduju u prostoru.

U drugom ¢emo poglavlju uvesti pojam skalarnog i vektorskog polja, pomocéu
kojeg moZemo prosiriti analizu na sustave gdje svaka toc¢ka u prostoru ima pri-
druzen vektor. Definirat éemo gradijent, rotaciju i divergenciju koji predstavljaju
klju¢ne pojmove koji se primjenjuju uz vektorska polja, te ¢emo navesti odgovara-
juce primjere i svojstva. Gradijent nam pruZza informaciju o smjeru i brzini najvece
promjene skalarne funkcije, rotacija opisuje kruzno kretanje vektorskog polja,
dok divergencija mjeri koliko se vektorsko polje "Siri" ili "skuplja" u odredenoj
tocki.

U tre¢em poglavlju rada bavit éemo se primjenama vektorskih funkcija koje
se protezu kroz razli¢ita podrucja matematike i fizike. Zakrivljenost krivulje,
koja opisuje kako se krivulja savija u prostoru, izravno je povezana s derivacijom
vektorske funkcije koja predstavlja poloZaj duz krivulje. Pojmovi brzine i akcele-
racije, koji proizlaze iz derivacija vektorske funkcije polozaja, temelji su klasi¢ne
mehanike i osnova su za opisivanje kretanja objekata u prostoru. Ovi pojmovi
su klju¢ni za analizu i predvidanje dinamike tijela pod utjecajem razli¢itih sila.
Na kraju, Keplerovi zakoni, koji opisuju gibanje planeta oko Sunca, pruzaju
odli¢an primjer primjene derivacija vektorskih funkcija u astronomiji. Pomocu
ovih zakona moZemo matematicki precizno opisati putanje planeta i njihovu
medusobnu povezanost, $to je od velike vaznosti za razumijevanje svemira.



Kroz ovaj rad, teorijski koncepti derivacije vektorskih funkcija potkrijepljeni su
prakti¢nim primjerima, ¢ime se ilustrira njihova Siroka primjena i vaznost u raz-
nim istrazivanjima.



2 | Vektorska funkcija

Skup svih radij-vektora u prostoru moZemo opisati kao skup svih mogudcih
vektora koji idu od ishodista do neke tocke u prostoru.

Formalno, to je skup svih vektora oblika:
{(i>j : P = (x,v,2) € R%}.

Definicija 2.0.1. Vektorska funkcija je svaka funkcija? : D — K, D C R", pri ¢emu
K oznacava skup svih radij-vektora u pravokutnom koordinatnom sustavu.

U ovom poglavlju podrazumijevat éemo da je n=1.

Za razliku od skalarnih funkcija koje imaju klasican graf, za vektorske funkcije
koristimo pojam hodografa ili traga. Hodograf vektorske funkcije sastoji se od
svih toc¢aka koje odreduju vrhove radij-vektora 7(t) za sve vrijednosti t iz domene
D.

Definicija2.0.2. Nekaje7: D — K vektorska funkcija. Hodograf ili trag vektorske
funkcije je skup svih to¢aka 7(t) za t € D.

Primjer 2.0.1. Promotrimo vektorsku funkciju 7 : [0,27t] — R? koja opisuje kruzno
gibanje u ravnini:
7(t) = (cost,sint).

Owa vektorska funkcija uzima skalarni parametar t € [0,27t] (na primjer vrijeme) i pri-
druzuje mu vektor 7(t) koji opisuje poloZaj tocke koja se giba po jedinicnoj kruznici.

Slika 2.1: Hodograf vektorske funkcije 7.
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Opéenito, za svaku to¢ku t € D, 7(t) je radij-vektor, stoga ga mozemo rastaviti na
komponente:

— — —
P(t) =rxe(t) i +ry(t) j +1(t) k,
gdje su ry, 1y, 7z : D — R funkcije. Vektorske funkcije mozemo zbrajati, odu-

zimati, mnoziti skalarom, mnoziti skalarno ili vektorski, te mnoziti skalarnom
funkcijom.

Definicija 2.0.3. Ako su 7,7, : D — K vektorske funkcije, A € Riu : D — R,
onda definiramo:

a) ("1 £72)(t) =71(t) £72(t),
b) (71-72)(t) = 71(t) - 72(t),
c) (fr x72)(t) =7 (t) x 7o),
d) (A7)(t) = AR(t),
e) (ur)(t) = u(t)71(t).

Primjer 2.0.2.

a) Za zadani vektor c, vektorska funkcija7 : D — K zadana izrazom:

7(t)=¢, teD,

7
AT
)

predstavlja konstantan vektor koji je neovisan o t. Vrijednosti ove funkcije su uvijek jednake
vektoru ¢, za svaki t € D.

b) Za @ i b linearno nezavisne vektore, graf vektorske funkcije 7(t) = @+ bt, t € R, je
pravac.

10+

L L
10 20

Slika 2.2: Graf vektorske funkcije 7.

Slika 2.2 prikazuje graf vektorske funkcije za konkretne vektore @ i b, u nasem
slutaju @ = 2i +3jib = 4i +5j.
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2.1 Limes vektorske funkcije

Definicija 2.1.1. Vektor 4 je limes vektorske funkcije 7 : D — K u tocki ty € D ako
vrijedi
(Ve >0)(F6>0) |t—ty|<d=|7(t)—id |<e,

pri ¢emu je f € (t1,tp) C D ipiSemo

d = lim 7(t).
7= i)

Teorem 2.1.1. Neka je7 : D — K vektorska funkcija definirana izrazom
7(t) = ri(t)i +r2(t)j + r3(t)k, ted : D — K, @ = aqi + apj + ask i to € D. Tada je
= thntl 7(t) ako i samo ako vrijedi:

—

= li t = li t =1 t).
a t1_>nt1071( ), ap tl_g})i’z( ), as t1_>Ht})7’3( )

Dokaz. Vrijede sljedece ekvivalencije:

Hm 7(t) =@ <= Jim /(1 (£) = a1)2 + (ra(8) = 22)2 + (r3(t) — a5)2 =0

=i t =1i t =1i £).
M tl_{It})Vl( ), a2 t1_>IIt})72( ), a3 tLIItéfs()

O

Ovaj teorem nam govori kako se racunanje limesa vektorske funkcije moZze svesti
na ra¢unanje limesa njezinih komponenti, $to su realne funkcije realne varijable:

th_{tf}) (rl(t)z +ra(8)j + r3(t)k) — th_)r% ri(t)i+ th_)r% ra(t)j+ th_)rrt(l) r3(t)k. (2.1)

Formula (2.1) nam omogucava da teoreme za limes vektorskih funkcija dokazu-
jemo analogno kao i teoreme za limes skalarnih funkcija.

Lema 2.1.1. Ako funkcija? : D — K ima limes u tocki tg € D, onda postoji 6 > 0 takav
da je ¥ ogranicena na skupu Ks = {x e R:tp — 6 < t < to+ 6}

Dokaz. Za dokaz leme vidjeti [3]. O

Teorem 2.1.2. Pretpostavimo da za vektorske funkcije 71,7, : D — Ki skalarnu funkciju
u : D — R postoje limesi

lim 7, (t) =4, im 7 (t) = b, lim u(t) = A,

t—to t—tp t—to

gdjesud,b € K, te A € R. Tada vrijedi:
a) }1_)175(1)(1’1(1?) +7(t)) =d +b,
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b) lim (k7 (1)) = ka,k € R,

t—tp

c) im (u(#)71(t)) = Ad,

t—to

Dokaz. Tvrdnje se dokazuju koriStenjem svojstava skalarnog i vektorskog pro-
dukta, te primjenom nejednakosti trokuta.

a) Pretpostavimo da je thntl 7(t) =di thntl 7,(t) = b. Prema definiciji limesa, za
—lo —t

vektorske funkcije 74 i 7> vrijedi:

(VG > O)(E|(51 > O) |t— t0| <6 = |?1(t) —a |< €,
(Ve > 0)(36, > 0) [t —to| < 6y => [Fo(t) =D |< €.

Kako € biramo proizvoljno, moZemo ga u prethodnim formulama zamijeniti s % :

(Ve > 0)(36, > 0) |t —to| < & = [F1(t) — 7 |< g
(Ve > 0)(36 > 0) |t —to] < & = [Fa() =B |< 5.
Kako bismo dokazali tvrdnju trebamo pokazati da vrijedi:
(Ve > 0)(36 > 0)|t —tg] <6 = |F1(t) +Pa(t) —d—D |< e.

Ako za 6 odaberemo maniji od brojeva 41 i J, tada je:
€

5 5] € . s =
[71(t) —d| < 3 i|[(t)—b| < 5

Primjenom nejednakosti trokuta slijedi:

() —d+7() —b| <

|
5 g € €
< [Fa(t) —al + [Falt) b < § + 2

2:6'.

Time smo pokazali da vrijedi:
(Ve > 0)(36 > 0, 6 := min{by,6,})|t — to| < 6 = |[F1(t) +Fo(t) =G — b |< ¢,
iz ega slijedi traZena tvrdnja:

lim (7 () 4+ 7»(t)) = @+ b.

t—tp
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d) Pretpostavimo da je lim 7, (£) = @i lim 7,(¢) = b. Prema definiciji limesa vri-

t—tp t—to
jedi:
tlir??l(t) =d<= (Ve>0)(35, >0) | t—ty |< o =|71(t) —d |<e,
—to
lim 7,(t) = b (Ve>0)(36,>0) | t—ty |< b =>| a(t) — b |< €.
—to

Zatim, prema Lemi 2.1.1 postoji M > 0 takav da je

72(t)| < M. (2.2)
Kako € biramo proizvoljno, mozemo odabrati € = 55; i € = 2(1i\a|)~ Za tako
izabrane €, postoje d,, 03 > 0 takvi da vrijedi:
€

I —1 71(t)—ad e 2.

0<| ol < d = |1(¢) a|<2M, (2.3)
- €

0<|t—ty| < b3 = |Pa(t) — b| < 55— =~- 24
|t —to| < b3 = [F2(t) — b] A1) (24)

Ako za 6 odaberemo najmanji od brojeva d1, &, i J5, tada vrijede implikacije (2.2),
(2.3) i (2.4). Zelimo pokazati da postoji limes umnoska funkcija 7, - 72, tj. da
postoji ¢ takav da za svaki e vrijedi:

0<|t—ty| < 6= |P1(t) - Polt) —3-b| <e.
Prosirimo izraz dodavanjem i oduzimanjem ¢lana @ - 7,(t):
[P1(t) - Fo(t) —@-B| = |P1(t) - o (t) —@-Fo(t) +3-Fo(t) — @ - |

i zatim primijenimo nejednakost trokuta

[P1(t) - Fo(t) —d-Fo(t)+d-To(t) —d-b| < [P(t) -To(t) —d-Fo(t)| +|d-Fa(t) —d b
[7a(t) - (F1(t) = )| + @ - (Fa(t) — D)
< [F2(t)] - [Fa(t) — @] + [a] - [Fa(t) — B.

Bududi da vrijedi |71 (t) — d| < 5%, |[P2(t) — b| < Tll) i|7(t)| < M, uvrstava-
njem u gornji izraz dobivamo:

€ € €
— t ) = t _ = _). —b M _)—:_ n
()] - 71 () — @] + |@] - [Fa(t) — B| < 2M+|”|2(1+|5|) 272

Time smo dokazali traZzenu tvrdnju da je

lim (7, (t) - 72 (t)) = @ - D.

t—tp
Preostale tvrdnje se dokazuju analogno (vidjeti [4]). O

Primjer 2.1.1. Funkcija definirana izrazom 7(t) = (S—t, Z, t> ,t € (0,400), ima u

i
t =0 limes (1, 2, 0) jer je

lim7(t) = <hm 2l , im2, lim t) =11, 2, 0),

t—0 t0 t ' t50 " t=0
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2.2 Neprekidnost vektorske funkcije

Definicija 2.2.1. Vektorska funkcija 7 : D — K je neprekidna u tocki t;, € D ako
vrijedi
}1_)11;) 7(t) = 7(to).

Funkcija 7 je neprekidna na D ako je neprekidna u svakoj tocki t € D.

Napomena 2.2.1. Iz definicije slijedi da je funkcija neprekidna ako i samo ako su
njezine komponente neprekidne funkcije.
MozZe se pokazati kako su zbroj, razlika, skalarni i vektorski produkt neprekidnih
vektorskih funkcija takoder neprekidne funkcije.
Primjer 2.2.1. Promotrimo vektorsku funkciju 7 : D C R — K danu izrazom:

1
V4 —t

Njezine komponente su r1(t) = ¢!, rp(t) = \/%, r3(t) = sin (t7r). Na primjer, za

7(t) = el i+ 4 sin (t7) k.

vrijednost t = 0 dobivamo vektor 7(0) = i + %f Funkcija 7 definirana je za sve t < 4.
Opéenito, podrucje definicije vektorske funkcije obuhvaca sve realne brojeve za koje su
definirane sve njezine komponente odnosno, domena vektorske funkcije je zajednicki presjek
domena svih njenih komponenti.

Primjer 2.2.2. Na lijevoj slici moZemo vidjeti neprekidnu vektorsku funkciju, dok se na
desnoj slici nalazi funkcija koja ima prekid u nekoj tocki.

Yy Yy

S~

@) @)

Slika 2.3: Primjer vektorske funkcije koja je neprekidna i vektorske funkcije koja
ima prekid.

2.3 Derivacija vektorske funkcije

Definicija 2.3.1. Derivaciju vektorske funkcije 7 : D — K u toc¢ki t; € D defini-
ramo kao: . .
P/(to) = lim ") = "l0),
t—tyg  t—1p



2.3. DERIVACIJA VEKTORSKE FUNKCIJE 9

ukoliko taj limes postoji. U tom slucaju funkciju 7' nazivamo derivacija funkcije
7. Za funkciju kaZzemo da je derivabilna na D ako ima derivaciju u svakoj tocki
te D,

Sli¢no kao kod skalarne funkcije jedne varijable, derivaciju vektorske funkcije mo-
Zemo zapisati i na drugi nacin:

R . F(t+ At) —F(t)
") = 1 ( ]
# i = Joo At

Sljedeci teorem pokazuje da se derivacija vektorske funkcije moZe racunati po-
mocu derivacija njezinih komponenti.

Teorem 2.3.1. Nekaje7: D — K, 7 = r1i + 1o j + r3 k vektorska funkcija te ry, 15 i 13
njezine komponente koje su derivabilne funkcije. Tada vrijedi

() = ()i +r' ()] +r3' (D

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo pomocu definicije derivacije vektorske funkcije:

F1(0) = 1im T 7(0)

At—0 At
. r(E+A) —r(H)) > . r(t+A) =) . r3(t+A) —r3(H)\ >
—f 1
<A}§O At T Aligo At I+ AI}QO At .
=rn'®)i+r' B+’ @k
]

Teorem 2.3.2. Neka su ii, 7 : D — K derivabilne vektorske funkcije i neka je f: D — R
derivabilna skalarna funkcija. Tada vrijedi:

a) (Al +uv) = Al +uv’, A, ueR,
b) (fu) = f'a+ fir’,

RaspiSemo li izraz u brojniku kao

(t+ At) x 9(t + At) —ii(t) x (t + At) +1i(t) x O(t + At) — i (t) x (t),
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imamo:
u(t+ At) x 9(t + At) — i(t) x (t + At)

(i x 9)'(t) = lim

At—0 At

2 T i(t) x 9(t + At) —ii(t) x (t)
At—0 At

_ lim (i(t + At) — i(t)) x T(t + At) & Tt i(t) x (0(t+ At) — v(t)).
At—0 At At—0 At

Nadalje, primjenom definicije derivacije dobivamo trazenu tvrdnju:

(i x BY () = (Algo E + AZ - ﬁ(t)> X B(t) + (1) x < fig, 0888 — 5(t))

At—0 At
=u'(t) x B(t) +ii(t) x T'(¢).
Za dokaz preostalih tvrdnji pogledati [1]. O

Primjer 2.3.1. Odredite derivaciju vektorske funkcije7 : D — K definirane s
7(t) = 2714 sintj+ costk.

Da bismo izracunali derivaciju vektorske funkcije ¥, trebamo izracunati derivacije svih

njezinih komponenti. Derivacija prve komponente je %(tz) = 2t, druge komponente
4 (sint) = cost i trece komponente & (cost) = —sint.

Stoga, derivacija vektorske funkcije 7 je:
7/(t) = 2ti4costj—sint k.

Derivacije viSeg reda vektorske funkcije definiramo analogno kao i kod skalarnih
funkcija.

2.4 Diferencijal vektorske funkcije

Pretpostavimo da imamo zadanu vektorsku funkciju 7 : D — K s komponentama
v g

Pl = (71 (8) =z T (£)) ik 2 D
Diferencijal funkcije 7 u tocki t € D je:

dR(E) = 7' (0)dt — (dr;f),..., drgt(t)) .

Napomena 2.4.1. Ovdje d7 predstavlja malu promjenu vektorske funkcije 7 kada
se t promijeni za malu vrijednost dt.

Sljedeci teorem nam govori kako izrac¢unati derivaciju funkcije koja je definirana
kao kompozicija dviju funkcija.

Teorem 2.4.1. Nekasu7 : D — Ki® : D; — R dvije vektorske funkcije, takve da
vrijedi W[D1] C D. Ako su funkcije 7 i @ derivabilne, onda je

d(7(w(t))) d7 dw

dt  do dt

Dokaz. Dokaz teorema se moze pronaci u [2]. O

=7'(w)-@'(t).
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2.5 Geometrijska interpretacija derivacije

Derivacija vektorske funkcije ima znacajno geometrijsko znacenje, posebno kada
se razmatra u kontekstu kretanja duz putanje u prostoru. Geometrijski, derivacija
vektorske funkcije u odredenoj tocki opisuje smjer i brzinu promjene funkcije u
toj tocki.

Slika 2.4: Geometrijska interpretacija derivacije funkcije.

Slika 2.4 prikazuje geometrijsku interpretaciju derivacije vektorske funkcije 7 u
trodimenzionalnom prostoru, gdje krivulja predstavlja putanju funkcije 7. Tocke
A i B oznacavaju vrijednosti funkcije u razli¢itim trenutcima t4 i tp, dok je tocka
T vrijednost funkcije u trenutku ¢. Tangencijalni vektor 7’ () predstavlja smjer i
brzinu promjene funkcije u tocki T, a A7 prikazuje promjenu vektorske funkcije

za malu promjenu At. Uo¢imo, kako At — 0, vektor % sve viSe se poklapa s
tangencijalnim vektorom $to potvrduje da je smjer tangente odreden derivacijom
vektorske funkcije 7.






3 | Vektorska i skalarna polja

Skalarno polje je funkcija koja svakoj tocki u prostoru pridruzuje skalar, odnosno
realan broj. Neki primjeri skalarnih polja su gustoca i temperatura.

Definicija 3.0.1. Skalarno polje je funkcija f : D € R" — R koja svakom x € D
pridruzuje skalar. Vrijednost skalarnog polja u to¢ki t € D oznacavamo s f(t).

Skalarna polja se ¢esto vizualiziraju pomocu kontura ili boja koje predstavljaju
razlicite vrijednosti skalara u prostoru, sto ¢emo vidjeti u sljede¢em primjeru.

Primjer 3.0.1. Pretpostavimo da imamo skalarno polje f : R> — R zadano izrazom:
flry) =2 +y.

Owo polje svakoj tocki (x,y) € R? pridruzuje skalar koji predstavlja udaljenost te tocke
od ishodista.

Slika 3.1: Skalarno polje.

Konture i boje predstavljaju vrijednosti skalarnog polja f(x,y) = x* + y*. Sa Slike 3.1
moZemo primijetiti da boje postaju intenzivnije kako se udaljavamo od ishodista, sto poka-
zuje povecéanje vrijednosti funkcije.

Definicija 3.0.2. Vektorsko polje je funkcija @ : D C R"” — RR3 (ili R?) koja svakoj
tocki u prostoru pridruZzuje vektor.

L3
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Primjer 3.0.2. Vektorsko polje @ : R? — R? definirano izrazom @(x,y) = —yi + xj
primjer je rotacijskog polja koje moZemo vizualizirati pomocu strelica koje predstavijaju
vektore u razlicitim tockama koordinatnog sustava. Svaka strelica pokazuje smjer i velicinu
vektora vektorskog polja u odredenoj tocki. Smjer strelica ukazuje na rotacijsko gibanje u
ravnini, dok duljina strelica daje informacije o velic¢ini vektora.

/\/z‘—r\\\
[¢1+KKR
1 P M I
X,X/N_)Z]\]\
\(\\_)/r/‘/
\\\}_>/w/'/

Slika 3.2: Vektorsko polje.

U ovom primjeru, u tocki (1,2), vektor ¢e imati komponentu -2 po x osi i komponentu 1
po y osi Sto ée biti prikazano kao strelica koja izlazi iz te tocke u smjeru (—2,1), sto vidimo
iz Slike 3.2.

Napomena 3.0.1. Opcenito, vektorsko polje mozemo zapisati kao
7=a,i+ aﬁ—# a:k, gdje su ay, ay, a, skalarne funkcije koje definiraju komponente
vektora u ortonormiranoj bazi (7, j, k). Takoder, vektorska polja Cesto se prikazuju

pomocu strelica koje pokazuju smjer i veli¢inu vektora u razli¢itim tockama pros-
tora.

3.1 Gradijent, rotacija i divergencija

Najprije ¢emo definirati gradijent koji je od velike vaZnosti za razumijevanje po-
naSanja vektorskih polja.

Definicija 3.1.1. Gradijent skalarnog polja f : R®> — R je vektorska funkcija koja
se sastoji od parcijalnih derivacija skalarnog polja f po svakoj varijabli:
_f e o=

Teorem 3.1.1. Neka su f,g¢ : R® — R diferencijabilna skalarna polja, ¢ : R — R
derivabilna funkcija i A, p € R. Tada vrijedi:



3.1. GRADIJENT, ROTACIJA I DIVERGENCIJA 15

a) Ve=0, ce R,
b) V(Af+ug) =AVf+uVyg,
) V(f-8)=gVf+fVg

e) V(pof)= dfvf

Dokaz. Dokazat ¢emo tvrdnje b) i ¢), a dokazi ostalih tvrdnji mogu se pronaci u

[7]-
b) Neka su f,¢ : R® — R diferencijabilna skalarna polja i A, u € R. Kori$tenjem
Definicije 3.1.1 dobivamo:

V(Af+pg) = <3(Afa;r 1) B(Afa-; 1) a(Af(_;zr ug)> |

Zatim, koristedi svojstvo linearnosti parcijalnih derivacija imamo:

OAf +pg) O(Af+pg) O(Af+pg)\ _ (,of , 98 of . 98 ,9f 98
( g ay 0z B ax“‘a )‘ay+”ay’)‘az+”az '

Izlu¢imo skalare A i y, te dobivamo izraz:

of | 08 of , 98 ,of _ jfey v ey 93 98 98
<8x Hox’ 8y+yay az+”az = 0x’ dy’ oz TH ox’' dy’ 9z )

Izrazi u zagradama predstavljaju gradijente polja f i g, pa stoga slijedi traZzena
tvrdnja:

_, (9of of of 0g 98 98\ _
V(Af+yg)_A<ax’8y'az>+V(ax'8y'az = AVS - p Vg

c¢) Neka su f,¢ : R® — R diferencijabilna skalarna polja pri ¢emu je g # 0. Tada

o(0)- (102028

ox ' a9y ' oz
Pomocu pravila za derivaciju kvocijenta dobivamo:

(a@)a(;‘)a(ﬁ;))(ggfz s~ S Yz )

ox " 9y ' oz g2 ' g2 7 g2
Nadalje, izlu¢imo 3_'12 kako bismo mogli primijeniti definiciju gradijenta:
9 of

2 ¢ 9f )
VoL %8 o Yo fE . af L
g2 1 £ 7 g g? ay’$az '
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te na kraju dobivamo tvrdnju c) :
L (B gRE af 98 af _8Vf—fVg
7 (85 oy fapsg—i5) =R g 20
[l

Definicija 3.1.2. Vektorsko polje 7 : R®> — R® je potencijalno (ili konzervativno)
ako postoji skalarno polje f : R> — R takvo da je 7 gradijent tog skalarnog polja:

i=Vf.

Definicija 3.1.3. Kazemo da je U C R? jednostruko povezano podrudje ako se
unutrasnjost svake jednostavne zatvorene krivulje unutar U u cijelosti nalazi unu-
tar U. Ako neki podskup od IR? nije jednostruko povezano podrudje kazemo da je
viSestruko povezano podrugje.

Primjer 3.1.1. Primjer jednostruko povezanog poducja je kvadrat koji moZemo definirati
kao:
K={(xy) Q]R22—3§x§3,—3§y§3}.

Slika 3.3: Jednostruko povezano podrugdje.
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Primjer 3.1.2. Primjer visestruko povezanog podrucja je kruzni vijenac koji definiramo
kao skup svih tocaka koje se nalaze izmedu dva koncentricna kruga s razlicitim polumje-
rima:

V={(xy) CR*:2% < x* +1* < 3*}.

Slika 3.4: ViSestruko povezano podrugdje.

Definicija 3.1.4. Nekaje @ : R® — R3,@ = ayi + a,j + a-k vektorsko polje, gdje su
ax, ay, a- derivabilne funkcije. Rotacija vektorskog polja @ definira se kao:

~\9dy oz 9z  ox )/ ox a9y )

Rotacija vektorskog polja 7 moZe se zapisati kao determinanta sljede¢e matrice:

i j ok

= = __ |0 d d
rota—an—ﬁ 3y oz

ax ay a

Definicija 3.1.5. KaZemo da je vektorsko polje @ : D — K diferencijabilno u tocki
Py € D ako postoji linearni operator L : R" — R™ takav da za proizvoljan h € R"
vrijedi:

i AP0 ) = (Py) ~ L (1)

=0.
h—0 Al

Teorem 3.1.2. Neka su f,g : R®> — R diferencijabilna skalarna polja, i, @ : R® — R3
diferencijabilna vektorska polja, te A, u € R. Tada vrijedi:

a) rot € = 0, € = const.,

b) rot(AW + pii) = Arot @ + prot if,
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c) rot (fw) = (Vf) x @+ f rotw,

d) rot (Vf) =0,

e) rot (fVg) =Vfx Vg

Dokaz. Za dokaz teorema vidjeti [7]. O

Teorem 3.1.3. Neka je f : R> — R diferencijabilno skalarno polje koje ima neprekidne
parcijalne derivacije drugog reda. Tada je:

rot Vf =0.

Dokaz. Za skalarno polje f, V f definiran je kao Vf = %?4— %f+ %E gdje su

i, j, k jedini¢ni vektori, a rotacija V f dana je izrazom V x Vf. Ra¢unanjem dane
determinante dobivamo:

(Pf RFN. (RF P\ (P P
VX Vf= (8}/82 B azay) o (azax a 8xaz) I+ (axay B 8y8x> k.

Kako su parcijalne derivacije drugog reda funkcije f neprekidne, mozemo primje-
niti Schwarzov teorem (teorem o mijeSanim derivacijama):

f  Pf #f Pf &f  ¥f
dydz  09zdy’ 9zdox  0xdz’ 9xdy  Jyox

Dakle, svi ¢lanovi unutar zagrada su jednaki nuli, pa je rotacija gradijenta skalar-
nog polja jednaka nuli. O

Teorem 3.14. Neka jed : D C R® — R%,d@ = a,i + a,j + ak vektorsko polje, te
neka ay, ay i a; imaju neprekidne parcijalne derivacije proog reda. Vektorsko polje d je
potencijalno ako i samo ako je rot @ = 0.

Dokaz. Za dokaz vidjeti [5]. O

Primjer 3.1.3. Odredimo rotaciju vektorskog polja
a(x,y,2) = y*2°1 + 3yx?j + xyzk
i provjerimo je li ono potencijalno.

Kako bismo odredili rotaciju vektorskog polja @, koristimo Definiciju 3.1.4:

i i K
roti=V xid= % % a%‘ i
y?z> 3yx? xyz
odnosno
L (O(xyz) 9Byx®)\ -, (9(y°2°) O(xyz)\ -, (9(3x%y) Ay’ %
rota—( dy 0oz '\ T Tax )T ox oy £
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Zatim izracunamo parcijalne derivacije:

o(xyz) _ __ 9(3yx?) _
By XZ, Fe 0,
a(]/223) 2.2 9(xyz)

T VT T ¥

2 2.3
HITY) _ gy, 22
ox oy

Tada dobivamo:
rot @ = (xz — 0)i + (3y22% — yz)j + (6xy — 2yz°)k.
Kako je rot @ # 0, slijedi da vektorsko polje @ nije potencijalno.

Definicija 3.1.6. Nekaje @ : R> — R®,@ = ay i +ay j + a- k vektorsko polje, gdje
suay,ay ia, derivabilne funkcije. Divergencija vektorskog polja 4 je skalarno polje

definirano kao:
_ Oay 9% day  da,

divd =B T oy

Teorem 3.1.5. Neka su f,g : R®> — R diferencijabilna skalarna polja, i, @ : R® — R3
diferencijabilna vektorska polja, te A, u € R. Tada vrijedi:

#) div € =0, ¢ = coust.,

b) div(A® + pil) = Adiv @ + pdiv i,

c) div (W x i) = (rot @) - il — @ - (rot i),
) div (fw) = Vf W + f div @,
) div (rot W) =

Dokaz. Dokaz provodimo sli¢no kao kod svojstava rotacije i moze se pronadi u
[ 2] O

Primjer 3.1.4. Odredimo divergenciju vektorskog polja
i(x,y,z) =x2i+xy? j+3zk
Divergencija vektorskog polja se definira kao:

divﬁ:aﬂJr% 0a;

dx dy 0z

U nasem primjeru imamo:

= x2, ay = xyz, By = 3%
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Izracunajmo parcijalne derivacije:

day  d(x?)
i TR

9 2

ﬂ p— a(xy ) —; ny,
dy dy

da; d(3z) 3

oz 0z

Stoga je divergencija vektorskog polja a:
divd = 2x + 2xy + 3.

Definicija 3.1.7. Neka je 7 : R*> — RR? vektorsko polje. Polje 7 je solenoidalno ako
postoji vektorsko polje b : R® — R3 takvo da je

i=roth.



4 | Primjene derivacije vektorske
funkcije

4.1 Zakrivljenost krivulje

Zakrivljenost krivulje u odredenoj tocki predstavlja brzinu kojom krivulja mijenja
smjer u toj tocki. Ona nam pomaZze izmjeriti koliko se krivulja "savija" u odredenoj
tocki.

Definicija 4.1.1. Vektorsku funkciju 7 : D — R3 nazivamo parametrizacijom kri-
vulje I' C R? ako krivulju T : D — R® ¢&ine sve tocke oblika:

#(#) = valt);
y(t) = ra(t),
z(t) = r3(t)

Definicija 4.1.2. Parametrizirana krivulja 7 : D — R3 je regularna u tocki t € D
ako vrijedi 7/(t) # 0. KaZzemo da je krivulja 7 regularna, ako je regularna u svakoj
tockit € D.

Definicija 4.1.3. Neka je 7 : D — R regularna krivulja u tocki t € D. Jedini¢ni
tangencijalni vektor u tocki t € D definira se kao:

s 7/(t)
T(t) = — : (4.1)
0]
Definicija 4.1.4. Neka je 7 : D — RR® regularna krivulja u to¢ki t € D. Vektor
T/
N(t) = 20 (42)
T(#)]
nazivamo vektorom glavne normale, a vektor
B(t) = T(t) x N(t) (4.3)

vektorom binormale krivulje 7 u tocki t € D.

Definicija 4.1.5. Frenetov trobrid krivulje 7 u tocki t € D je uredena trojka

(T(t), N(t), B(t)).

pdl
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Definicija 4.1.6. Neka je I C R dovoljno glatka krivulja i 7 : [a,b] — T njezina
parametrizacija, te P = 7(ty), ty € [a, b]. Broj

k(P) = (4.4)

nazivamo zakrivljenost krivulje I' u tocki P.

Propozicija 4.1.1. Regularna krivulja je pravac ili dio pravca ako i samo ako je x = 0 u
svakoj tocki te krivulje.

Dokaz. Pokazat ¢emo jedan smjer tvrdnje koji tvrdi ako je regularna krivulja pra-
vac da je njegova zakrivljenost jednaka nuli.

Pretpostavimo da je krivulja 7 pravac zadan standardnom parametrizacijom
7(t) = @t + b, gdje su @,b € R3 konstantni vektori. Tadaje7/(t) = @,7"(t) = 0, te
je x = 0. Drugi smjer tvrdnje moZe se pronaci u [6]. O

Primjer 4.1.1. Odredimo zakrivljenost pravca, Cija je parametrizacija dana s
7(t) = ati +bj,

pricemu su a,b € R.
Da bismo odredili zakrivljenost pravca potrebna nam je derivacija vektora poloZaja 7 i nje-
gova norma:

Deriviranjem prethodnog izraza slijedi T'(t) = 0, pajei |T'(t)| = 0.
Uvrstavanjem u (4.4) slijedi da je zakrivljenost pravca u svakoj tocki jednaka x = 0, 5to
je u skladu s Propozicijom 4.1.1.

Cesto je korisno izraziti zakrivljenost krivulje isklju¢ivo u terminima njezine pa-
rametrizacije. Da bismo to postigli, za zadanu parametrizaciju krivulje
7 = (r1, r2, r3) raunamo njezinu derivaciju:

PU(O)] = /r (D2 412 (12 413 ()2 (4.5)
Zatim, derivacijom funkcije (4.5) dobivamo:

4| = LZAOR O +20(05(0) +25(05(0) _ ()71
at 2 O] 7Ol
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Koristenjem svojstava vektorskog produkta i pravila deriviranja, moZemo izracu-
nati derivaciju jedini¢nog tangencijalnog vektora T (¢):

AP L PO POy, L
T“):%(Mm): LR T FOR (®

7
AU ACE OB KOO
)

<

it
()°
FI(E) x (F7() x7I(t
7(8)°

Daljnjim racunom imamo da je

IT'(1)] = |()|| "ONF(E) x 7/(#)] sin<(7'(1), 77(£) x F'(#))
t

) x P
FOF

Na kraju, konac¢na formula za zakrivljenost krivulje je:

T/(1)] _ [7"(t) x 7' (1)]
77(8)] I()P '

Primjer 4.1.2. Neka je krivulja 7 : R — R3 zadana s 7(t) = (e' cost,e'sint,e').
Odredite Frenetov trobrid i zakrivljenost dane krivulje.

K =

Trebamo izracunati prou i drugu derivaciju krivulje 7 kako bismo dalje mogli odrediti je-
dinicni tangencijalni vektor, te vektor glavne normale i binormale. Jednostavnim racunom
slijedi da je

7'(t) = (ef cost — e’ sint, e’ sint + ¢’ cost,e)

= e/ (cost —sint,sint + cost, 1),

te

[FUE = et\/(cost —sint)2 4+ (sint 4 cost)2 41

= et\/coszt—Zcostsint+sin2t—l—sin2t+2sintcost+coszt—|—1

= \/§,
iz cega imamo,

T(t) = ?(cost —sint,sint 4 cost,1).

Zatim racunamo drugu derivaciju funkcije 7:

7"(t) = e'(cost —sint,sint + cost, 1) + e’ (—sint — cos t,cost — sin t,0)
e'(—2sint,2cost, 1).
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Sada trebamo izracunati vektorski produkt prve i druge derivacije funkcije 7:

— — —

i j k
7'() x 7" (t) = e = |cost —sint sint+cost 1| =
—2sint 2cost 1

= e (sint — cost, — cost — sint, 2).

Zatim, izracunamo normu gornjeg izraza

[7/(t) x 7"(8)] = 2/ (sint — cos £)2 + (—cost —sint)2 +4 =

— ?'\/sin2t — 2sint cos t 4 cos? t + cos2 +2sintcost +sin t + 4 =

— 2/,
pa dobivamo B(t):

IRV

B(t) = ?(sint —cost, —cost —sint,2).

Sada éemo odrediti vektor glavne normale N(t):

N D) i j k
(t)><T(t‘):£ cost —sint sint+4cost 1| =
6
sint —cost —cost—sint 2

ot}

N(t) =

ISR

(3(sint + cost),3(sint — cost),0) =

(sint 4 cost,sint — cost,0).

Preostaje nam jos odrediti zakrivljenost krivulje.

= IO POl VB2
FOP 3y 3¢

Propozicija 4.1.2. Zakrivljenost k ne ovisi o izboru parametrizacije.

Dokaz. Neka je zadana glatka krivulja Tinekasu7: 1 — T, te7 : ] — T dvije
glatke parametrizacije te krivulje. Tada postoji glatka bijekcija ¢ : I — ] takva da
je7(t) =7og@ig'(t) >0,zasvakit € J. Vrijedi da je:
. 7/ (t Flot)g'(t 7 (gt y
Ry = 20 TOOWO _ PO g o)
7L 7o)/ (1)l 7 (o(t)|

pa deriviranjem izraza dobivamo:

T(t) = £T5(e(1)¢' (D).

Zatim slijedi:

ol |£T _ [T4e)l _
=0l = TFeme®l - Frle®) 2
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Definicija 4.1.7. Nekaje7?: D — R3 parametrizirana krivulja, te ty € [a,b]. Rav-
nina koja prolazi to¢kom 7(t;), a vektor normale joj je B(to) naziva se oskulacijska
ravnina krivulje 7 u toc¢ki 7(¢p). Ravnina koja prolazi to¢kom 7(t(), a vektor nor-
male joj je N (tg) naziva se rektifikacijska ravnina krivulje 7 u to¢ki 7(to). Ravnina
koja prolazi to¢kom 7(t;), a vektor normale joj je T'(ty) naziva se normalna ravnina
krivulje 7 u tocki 7(ty).

Primjer 4.1.3. Odredite sve tocke na krivulji 7 : R — R3, 7(t) = (£3,t,12), u kojima
oskulacijska ravnina na krivulju sadrZi tocku (—6,2, —1).

Jednadzba oskulacijske ravnine u tocki 7(to) je oblika

((x,,2) — F(to)) - B(to) = 0.

Trazimo sve tocke F(to) = (£3, to, 13) takve da vrijedi

((—6,2, —%) — (£, to, f%)) +B(to) =0.

Kako bismo odredili sve takve tocke na krivulji, moramo odrediti vektor B. U tu surhu éemo
izracunati prou i drugu derivaciju funkcije 7

PHE) = (35,1, 20, #WE) = (60,2,

njihov vektorski produkt,

P
32 1
6t 0

7t x7"(t) = = (2,612, —6t),

N AL

te normu

7/(t) x 7" ()| = V4 + 36t + 36£2,

iz egu slijedi da je

B(t) = L (2,612, —6t) = L (1,3t%, -3t).
V4 + 36t* + 3612 Vott 492 +1

Iz jednadZbe oskulacijske ravnine dobivamo jednadzbu:

1 1
<<—6,2,—§) — (£, o, té)) : (1,3t3, —3ty) = 0,

\/ 985+ 915 + 1

—t3 + 615+ tg — 6 =0,

odnosno

iz Cega imamo da je
to, =6, to, =1, to, = —1.

Dakle, trazene tocke su:

F(6) = (216,6,86), #FlL) =111} F—1) = [—L=11)
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4.2 Brzinai akceleracija

Gibanje tockaste mase u prostoru moZemo precizno opisati pomocu vektorske
funkcije poloZaja 7. Za tu funkciju definiramo brzinu, akceleraciju i trzaj kao prvu,
drugu i tre¢u derivaciju funkcije polozaja s obzirom na vrijeme, redom:

F(t+h) — (1)

(1) = lim " =T —7r(r),
(5 =5'() =F"(t),

J_l

~
A

(
) =& (#) =T

Primjer 4.2.1. Promotrimo Cesticu Ciji je poloZaj opisan vektorskom funkcijom koja je
zadana izrazom 7(t) = (13, €', te'). Odredimo brzinu i akceleraciju Cestice u trenutku
=1

Odredimo prvo brzinu i akceleraciju cestice u proizvoljnom trenutku t:

U trenutku t = 1 dobivamo:

9(1) = (3,¢,2e),
i(1) = (6,¢e,3e).

Ako poznajemo silu F koja djeluje na tijelo, tada moZemo pronaci akceleraciju iz
drugog Newtonovog zakona koji je dan izrazom F = md. Oznadimo s v(t)=|V (t)|
brzinu Cestice. Tada iz izraza (4.1) za jedini¢ni tangencijalni vektor slijedi:

oo TI(E) V()

IO =50 = oo

pa mozemo izraziti
V(t) = o(t)T(t). (4.6)
Zatim, deriviranjem prethodnog izraza slijedi:

i) =9'() =o' (OTH) +oB)T'(1). (4.7)

=~
/;

=
-

Ako iskoristimo izraz za vektor glavne normale N (t) = i definiciju zakriv-

T !
ljenosti x = (B dobivamo:
v(t)

~L

T'()|
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Uvrdtavanjem izraza za T'(t) u gornji izraz za akceleraciju (4.7) slijedi:
d(t) =o' (H)T(t) +x(t)v 2(t)N(¢t).
Uz oznake tangencijalne i normalne komponente ubrzanja imamo:
a(t) = ar(H)T(t) +an(t)N(t).

Primijetimo kako se u izrazu za akceleraciju ne pojavljuje binormalni vektor B(t),
Sto znaci da vektor akceleracije () lezi u oskulacijskoj ravnini (koja je razapeta
vektorima T i N). Uogavamo kako se uz tangencijalnu komponentu ubrzanja
nalazi mjera promjene brzine, dok je uz normalnu komponentu ubrzanja dan
umnoZzak zakrivljenosti i kvadrata brzine.

Iako imamo izraze za tangencijalnu i normalnu komponentu akceleracije, Zelimo
ih prikazati samo pomoc¢u vektora poloZaja 7, te njegove prve i druge derivacije
kako bismo pojednostavili ra¢unanje. MnoZenjem izraza (4.6) s 4 slijedi:

—

v-a=ov®)Tt) - (0'(OTE) +x?(H)N(?))
"(OT(t) - T(t) + x0®(t)T(t) - N(t)

o) =o'y = LE_FTE T (48)

a normalna komponenta ubrzanja je dana s:

[7(5) x7"(#)] - [7'() x7"(t)]
e romF R = = ; (4.9)
7' ()] 7(8)]
Time smo dobili izraze za tangencijalnu i normalnu komponentu ubrzanja koji
ovise samo o vektoru poloZaja i njegovim derivacijama.

an(t) = x0*(t) =

Primjer 4.2.2. Cestica se giba funkcijom poloZaja 7(t) = (t?,t2,t3). Odredite tangenci-
jalnu i normalnu komponentu akceleracije.

Imamo da je
7/(t) = 247 + 2t + 3t%k,
(t) = 27 + 2] + 61k,
[7'(t)| = /812 + 9t
Tangencijalnu komponentu ubrzanja moZemo izracunati prema formuli (4.8):

7Y -TY (¢ 8t + 183
an(t) = AT

[7/(t)] V812 + 9t

~—




4.2. BRZINA I AKCELERACIJA 28

Kako bismo odredili normalnu komponentu ubrzanja, izracunat éemo vektorski produkt
proe i druge derivacije funkcije poloZaja 7 :

— — —

7)) x 7 (t) = 2t 2t 32| = 6% — 617,
2 2 6t

te njegovu normu |7'(t) x 7" (t)| = 6+/2%.

Uvrstavanjem u izraz (4.9), za normalnu komponentu dobivamo:

an(t) = 7/() x7"(H)] _ 6v2F
* 77()] Ny

Kako bismo bolje shvatili dane pojmove, navodimo sljedeée primjere.

Primjer 4.2.3. Cestica mase m giba se kruzno konstantnom kutnom brzinom w pri éemu
je vektorska funkcija poloZaja dana s 7(t) = 2coswti + 3sinwtj. Odredite silu koja
djeluje na Cesticu i dokaZite da je usmjerena prema ishodistu koordinatnog sustava.

Kako bismo odredili silu koja djeluje na Cesticu, moramo odrediti vektor ubrzanja @. Prvo
trebamo derivirati vektor poloZaja kako bismo odredili brzinu Cestice, a zatim derivirati
brzinu da bismo dobili akceleraciju:

(£)
(1) =

Sada koristenjem drugog Newtonovog zakona dobivamo traZenu silu:

'(t) = —2w sin wti + 3w cos wtj,

Sy
I
~!

'(t) = —2w? cos wti — 3w? sin wtj.

Q|
<L

E(t) = md(t) = —mw?(2 cos wti + 3sin wtj).

Uocimo kako izraz u zagradi predstavlja upravo vektor poloZaja 7(t) pa silu moZemo za-
pisati u obliku F(t) = —mw?#(t). Minus nam ukazuje na to da sila djeluje u smjeru
suprotnom od smjera vektora, odnosno prema ishodistu.

Primjer 4.2.4. Projektil je ispaljen pod kutom w i pocetnom brzinom Ty. Ako pretposta-
vimo da je otpor zraka zanemariv i da je jedina vanjska sila koja djeluje na tijelo posljedica
gravitacije, odredimo funkciju poloZaja projektila.

Zbog jednostavnosti zamisljamo da se projektil na pocetku nalazi u ishodistu koordinatnog
sustava. Kako gravitacijska sila djeluje prema dolje, tada imamo:

F = md = —mgj, (4.10)

te ako podijelimo izraz (4.10) s m dobivamo:

i=—gj.
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Prema definiciji vrijedi @ = U’ (t), pa stoga integriranjem akceleracije dobivamo brzinu
projektila:

9(t) = —gtj + C,

pri cemu je C = 9(0) = Uy. Tada izraz za brzinu postaje:

P(t) = () = —gtf+ o,
Ponovno integriramo, te dobivamo vektor poloZaja 7:

7(t) = —% gt?f + t%y + D,
gdje je D = 7(0) = 0, pa je konacno vektor poloZaja projektila dan izrazom:

1 g
7(t) = —Egtzj + tdy.

Kada bismo vektor brzine zapisali pomocu njegovih komponenti u obliku:

Uy = vp COS ai + Vg sin ocf,
tada bi vektor polozaja bio dan s:

"
7(t) = (vgcosa)ti + (vosina)t — igtzj, (4.11)

gdjesu x = (vgcosa)tiy = (vosina)t — 3gt> njegove komponente.

Primjer 4.2.5. Loptica je ispaljena pocetnom brzinom 210m /s pod kutom od 30°, na
visini od 8m iznad povrsine tla. Na kojoj udaljenosti loptica pogada tlo i kojom brzinom?

Zadani su nam podatci o pocetnoj brzini loptice vy = 210m/s i kut & = 30° pod
kojim je loptica ispaljena, te gravitacijska konstanta koja iznosi ¢ = 9.81 m/s?. Prema
prethodnom primjeru, racunamo komponente vektora poloZaja:

x = 210 cos (%) t = 105V/3t. (4.12)
Kako se loptica nalazi na visini od 8m, moramo vrijednosti y dodati 8:
y =8+ 210sin (%) t— %(9.81)1‘2 — 8+ 105¢ — 4.9¢%.

Kada loptica padne na tlo, y komponenta poprima vrijednost 0, pa dobivamo kvadratnu
jednadzbu:

4.9+ — 105t — 8 = 0.

Kako nam t predstavlja vrijeme, nema smisla gledati negativnu vrijednost, stoga cemo
uzeti samo pozitivno rjesenje jednadzbe:

105+ /11025 + 156.8

t
9.8

== 21.5s.
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Uvrstavanjem u izraz (4.12) dobivamo vrijednost za x ~ 105+/3 - 21.5 ~ 3910 m. Zatim,
deriviramo izraz (4.11) i worstimo t, pa dobivamo vektor brzine loptice

—

5(t) = 7'(t) = 105v/37 + (105 — 9.81t)7,

Ciji je iznos:

7(21.5)| = \/ (105v/3)2 + (105 — 9.81 - 21.5)2 ~ 210.5m/s.

4.3 Keplerovi zakoni

Njemacki matematicar i astronom Johannes Kepler (1571.-1630.) radio je kao
asistent danskog astronoma Tycha Brahea (1546.-1601.), koji je posjedovao
najpreciznije astronomske podatke svog vremena. Kepler je koristio ove podatke
za proucavanje gibanja Marsa i drugih planeta, Sto ga je dovelo do otkrica triju
zakona koji nose njegovo ime:

1. Svi planeti gibaju se po elipsama, kojima je Sunce jedno od Zarista.

2. Radij-vektor planet-Sunce opisuje jednake povrsine u istim vremenskim
intervalima.

3. Kvadrati ophodnih vremena planeta odnose se kao kubovi njihovih srednjih
udaljenosti.

Ovi zakoni su omoguéili Sir Isaacu Newtonu da formulira zakon gravitacije, koji
je dodatno objasnio uzroke planetarnih gibanja i povezao ih s univerzalnim zako-
nima fizike.

U nastavku ¢emo detaljnije pojasniti Keplerove zakone, a njihovi dokazi mogu se
pronadi u [8].

4.3.1 Prvi Keplerov zakon

Prvi Keplerov zakon odnosi se na zakonitost gibanja planeta, tj. na oblik njihovih
putanja. Johannes Kepler otkrio je da se svi planeti gibaju po elipti¢nim putanjama
oko Sunca, koje se nalazi u jednom od Zarista tih elipsi. Ovaj zakon predstavlja
znacajan pomak u razumijevanju planetarnih orbita jer je dotadasnje vjerovanje
bilo da se planeti kre¢u po savrSenim kruznicama.
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Kepler je zakljucio da je djelovanje sile, koja se $iri iz Sunca (kasnije prepoznata
kao gravitacijska sila), uzrok gibanja planeta po elipti¢énim stazama. Medutim, u
to vrijeme nije imao potrebne matematicke alate da bi precizno opisao prirodu te
sile. On je samo mogao zakljuciti da postoji neka vrsta privlacne sile koja djeluje
izmedu Sunca i planeta, ali nije uspio zakonima fizike objasniti tu privla¢nu silu
medu tijelima.

Slika 4.1: Prvi Keplerov zakon.

4.3.2 Drugi Keplerov zakon

Drugi Keplerov zakon odnosi se na brzinu gibanja planeta oko Sunca. Prema
ovom zakonu, radij-vektor koji spaja Sunce i planet opisuje jednake povrsine u
jednakim vremenskim intervalima. Ovaj zakon takoder je poznat kao Zakon jed-
nakih povrsina.

- ee-.

Slika 4.2: Drugi Keplerov zakon.

Prema drugom Keplerovom zakonu, planet se giba brze kada je blize Suncu i spo-
rije kada je dalje od Sunca. To znaci da planet prijede veéi put duz svoje putanje
kada je blize Suncu u istom vremenskom intervalu u usporedbi s putom kada je
dalje od Sunca. Ovaj zakon je posljedica o¢uvanja kutnog momenta u gravitacij-
skom polju.
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4.3.3 Treci Keplerov zakon

Prema tre¢em Keplerovom zakonu, kvadrati ophodnih vremena planeta odnose
se kao kubovi njihovih srednjih udaljenosti. Matematicki, tre¢i Keplerov zakon
moZemo zapisati u obliku:

T2
— = konstanta, (4.13)

.
pri ¢emu T predstavlja vrijeme potrebno da planet jednom obide krug oko Sunca
(ophodno vrijeme), dok je a srednja udaljenost planeta do Sunca koju mjerimo as-
tronomskim jedinicama (AU). Astronomska jedinica je u povijesti bila definirana
na temelju prosjecne udaljenosti Zemlje od Sunca, a danas se koristi kao stan-
dardna jedinica mjere za izrazavanje udaljenosti planeta, kometa i drugih objekata
unutar Sun¢avog sustava:

1AU = 149,597,870.7 kilometara.

Primjer 4.3.1. Promotrimo tablicu koja sadrZi podatke o ophodnom vremenu i udaljenosti
do Sunca za planete Merkur, Zemlju i Saturn.

| | Merkur | Zemlja | Saturn |
T (godina) | 0,24 1 29,46
a (AU) | 0,39 1 9,54

PrikaZimo graficki zadane podatke. X-os oznacava kub prosjecne udaljenosti planeta do
Sunca (a3), a y-os predstavlja kvadrat ophodnog vremena (T?). Svaka tocka na grafu
odgovara jednom planetu.
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Slika 4.3: Tre¢i Keplerov zakon.
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Iz Slike 4.3 naslu¢ujemo linearnu vezu izmedu kvadrata ophodnog vremena i
kuba udaljenosti planeta do Sunca. Tocke planeta gotovo savrSeno leZe na pravcu
Sto pokazuje da bez obzira na udaljenost od Sunca, odnos izmedu T? i 4> ostaje
konstantan.

Primjer 4.3.2. Neka je zadano ophodno vrijeme Zemlje od dvije godine i neka srednja
udaljenost od Sunca iznosi 1 AU. Pomocu treceg Keplerovog zakona izracunajmo ophodno
vrijeme za Mars koji ima srednju udaljenost od Sunca 1.524 AU.

Uvrstavanjem pripadnih vrijednosti u izraz (4.13) dobivamo jednadZbu:

2,
Tmars _

15243 — 7
T2, = 2-1.524%,

iz koje dobivamo priblizno ophodno vrijeme za Mars:

Tinars = V2 -1.5243 = 2.66 godina.
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Sazetak

U ovom radu istraZzit éemo osnovne pojmove vezane uz vektorske funkcije. Na
pocetku éemo definirati vektorsku funkciju, njezin limes, derivaciju i neprekid-
nost. Nadalje, prikazat ¢emo i objasniti geometrijsku interpretaciju vektorskih
funkcija. U drugom dijelu rada definirat ¢emo klju¢ne pojmove kao Sto su ska-
larno polje, vektorsko polje, gradijent, rotacija i divergencija te iskazati i pokazati
neka njihova svojstva. Nakon toga, u tre¢em poglavlju bavit éemo se primjenama
vektorske funkcije u razli¢itim podrucjima matematike i fizike. Analizirat ¢emo
zakrivljenost krivulje te uvesti pojam brzine i akceleracije kao derivacije vektorske
funkcije poloZaja. Na kraju, proucit éemo Keplerove zakone koji imaju iznimnu
vaznost u astronomiji.

Kljuéne rijeci

derivacija, vektorska funkcija, vektorsko polje, skalarno polje, gradijent, rotacija,
divergencija, vektor poloZzaja
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Derivatives of vector functions and
applications

Summary

In this paper, we will explore basic concepts related to vector functions. At the
beginning, we will define the vector function, its limes, derivative and continu-
ity. Furthermore, we will show and explain the geometric interpretation of vector
functions. In the second part of the paper, we will define key terms such as sca-
lar field, vector field, gradient, rotation and divergence, and state and show some
of their properties. After that, in the third chapter, we will deal with the appli-
cations of the vector function in different areas of mathematics and physics. We
will analyze the curvature of the curve and introduce the concept of speed and
acceleration as derivatives of the position vector function. Finally, we will study
Kepler’s laws, which are extremely important in astronomy.

Keywords

derivative, vector function, vector field, scalar field, gradient, rotation, divergence,
position vector
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