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1 | Uvod

Sustavi linearnih kongruencija vaZzan su dio teorije brojeva, grane matematike koja
se bavi proucavanjem svojstava cijelih brojeva. Njemacki matematicar Carl Fri-
edrich Gauss smatra se ocem moderne teorije brojeva. Gauss je u svome djelu
"Disquisitiones Arithmeticae" objavljenom 1801. godine razradio teoriju kongru-
encija. Uveo je koncept modula i kongruencija te simbol = koji olak$ava prouca-
vanje teorije djeljivosti te ima mnoge druge primjene. Jedan od najranijih i najzna-
¢ajnijih rezultata vezanih uz sustave linearnih kongruencija jest Kineski teorem o
ostacima. Taj teorem datira jo$ iz 3. stoljeca, a pripisuje se kineskom matematicaru
Sun Tzuu. Teorem se bavi rjeSavanjem sustava linearnih kongruencija s razli¢itim
modulima. Dokaz tog teorema posluzit ¢e nam kao procedura za rjeSavanje sus-
tava linearnih kongruencija.

Razvojem ra¢unalne znanosti, sustavi linearnih kongruencija pokazali su zna-
¢ajnu ulogu u kriptografiji, kodiranju te teoriji informacija. Principi rjeSavanja sus-
tava linearnih kongruencija postali su vodedi alat za rjeSavanje sloZenih problema
u mnogim podrudjima primjena, kao $to su RSA kriptosustavi. Suvremeni ma-
tematicari i danas razvijaju i proucavaju metode za rjeSavanje sustava linearnih
kongruencija, $to puno govori o vaznosti istih.

U prvom poglavlju uvest éemo osnovne pojmove i svojstva djeljivosti i kongru-
encija na koja éemo se pozivati tijekom rada. U drugom poglavlju uvest ¢emo kon-
gruencije koje sadrze nepoznatu varijablu. Najjednostavnije takve kongruencije
poznate su pod nazivom linearne kongruencije. Navest ¢emo temeljne rezultate
koji ¢e nam dati proceduru za njihovo rjesavanje koju ¢emo kasnije implementi-
rati na sustave linearnih kongruencija. Nakon toga, u tre¢em poglavlju bavit éemo
se sustavima linearnih kongruencija. To su sustavi koji se sastoje od dvije ili vise
linearnih kongruencija s istim brojem varijabli. Najprije éemo proucavati sustave
linearnih kongruencija u jednoj varijabli x s u parovima relativno prostim modu-
lima, a zatim ¢emo pre¢i na sustave po varijabli x s modulima koji nisu nuzno
relativno prosti. Konacno, u ¢etvrtom poglavlju okrec¢emo se 2 x 2 linearnim sus-
tavima u dvije varijable x i y s istim modulom.






2 | Djeljivost i kongruencije

Uvedimo najprije osnovne pojmove i svojstva djeljivosti i kongruencija koja ¢emo
koristiti tijekom ¢itavog rada.

2.1 Dijeljivost
Definicija 1 (vidjeti [3, 1.1 Osnovni pojmovi]). Neka su a,b € Z, a # 0. KaZemo
da a dijeli b i pisemo a | b ako postoji d € Z takav da jeb = a - d.

Ukoliko a | b, broj a nazivamo djeliteljem broja b, a broj b nazivamo visekratnikom
broja a. Ukoliko a ne dijeli b, piSemo a 1 b.

Primjer 1. Kako je 6 = 2 - 3, prema definiciji djeljivosti 2 | 6 pa je 2 djelitelj broja 6, a 6
je visekratnik broja 2.

Primjer 2. Broj 3 ne dijeli 8, tj. 3 { 8 jer ne postoji cijeli broj d takav da je 8 = 3 - d.

Teorem 1 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). (vidjeti [3, Teorem 1.1.2]) Zaa € IN i
b € Z postoje jedinstveni brojevi q,r € Z takvi da je

b=aq+r, pricemuje( <r <a.

Broj r iz prethodnog teorema nazivamo ostatak pri dijeljenju broja b brojem a, dok
broj g nazivamo kvocijent cjelobrojnog dijeljenja broja b brojem a.

Napomena 1. Iz Teorema o dijeljenju s ostatkom zakljucujemo da se svaki cijeli broj b
moZe prikazati u jednom od sljedecih oblika:

ag,aqg+1,aq9+2,...,aq+a—1, zaa € N proizvoljan.

Definicija 2 (vidjeti [ 1, Definicija 1.2.]). Nekasua,b,c € Z ia # 0. Broj a nazivamo
zajednickim djeliteljem brojeva b i ¢ ukoliko a dijeli b i a dijeli c.

Postoji samo kona¢no mnogo zajednickih djelitelja brojeva b i ¢ ukoliko je barem
jedan od njih razli¢it od nule. Najve¢i medu svim zajednickim djeliteljima nazi-
vamo najvedi zajednicki djelitelj od b i ¢ te oznacavamo s (b, ¢).
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2.1.1 Euklidov algoritam

Euklidov algoritam je postupak za odredivanje najveceg zajednickog djelitelja dva
cijela broja, a bazira se na Teoremu o dijeljenju s ostatkom.

Nekajea € Nib € Z. Pretpostavimo da smo uzastopnom primjenom Teorema
o dijeljenju s ostatkom dobili sljede¢i niz jednakosti:

b=ag1+r, 0<r <a, (1)
a=ryqz + 1y, 0<r <, (2)
rn=rqz+r; 0<r3<ry, (3)
Tn—2="Tn 1qn+71u, 0<ry <ry_q, (n)
Tn—1 = "nqn+1 + 0. (n+1)

Postupak zavrsava kada dobijemo ostatak jednak nuli.
Kakojea >ry >ry, >r3 > --- >r,_1 > r, > 0, niz ostataka je padajuéi i prema
Teoremu o dijeljenju s ostatkom omeden odozdo s nula pa postupak mora zavrsiti
u konaéno mnogo koraka. Oznac¢imo d = (a, b).
Uocimo,
iz (n—l—l):>rn|rn_12>rn|rn_2:>---g>rn|ag>rn|b.
Dakle, r,, je zajednicki djelitelj brojeva a, b pa vrijedi r, < d.
Nadalje,

iz d=(ab)=dlaid| b dinSdns-d|r.
Kakojer, € N, slijedid < r,.
Stoga, iz r, < dir, > d zaklju¢ujemo da je r, = d. Odnosno, najveci zajednicki
djelitelj brojeva a i b jednak je poslijednjem ostatku razli¢itom od nule u Euklido-
vom algoritmu.
Uoc¢imo jos da je r; = b — agq linearna kombinacija brojeva a i b pa je i r; i svaki
ri,i € {1,2,...,n} linearna kombinacija brojeva a i b. Stoga postoje x,y € Z takvi
daje

ax + by = (a,b)

i tu jednakost nazivamo Bezoutov identitet.

Primjer 3. Odredimo (592,162) koristenjem Euklidovog algoritma.
Rjesenje.

592 = 162 -3 + 106

162 =106 - 1 + 56

106 = 56 - 1450
56 =50-1+6
50 =6-8+[2]
6=2-3

Dakle, broj 2 je najveci zajednicki djelitelj brojeva 592 i 162.
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Napomena 2. Rjesenja jednadzbe ax + by = (a,b) moZemo dobiti na sljedeci nacin:
Ako je
raa=a, ro=>b ri=rio—qitiy;

x1=1, x=0; xi=2x_5—4g;i%_q;
y-1=0, =L yi=Yyi2—qYi-1
pri ¢emu su r;, q; iz Euklidova algoritma, i = 1,...,n, onda je
axy + by, = (a,b).

Definicija 3 (vidjeti [1, Definicija 1.3.]). Neka su a,b € Z. KazZemo da su a i b rela-
tivno prosti brojevi ako je (a,b) = 1.

Primjer4. (5,7) =1, (21,10)=1.

Definicija 4 (vidjeti [1, Definicija 1.3.]). Neka su ay,a;,...,a, € Z. KaZemo da su
ai,ay,...,ay u parovima relationo prosti ako vrijedi

(ai,a;) =1, zasvei,jtakvedal <1i,j <mn, i #].

Primjer 5. Brojevi 7,11 i 15 su u parovima relativno prosti jer (7,11) =1, (7,15) =1
i(11,15) = 1.

2.2 Kongruencije

Relacija kongruencije jedna je od najznacajnijih relacija u teoriji brojeva. Uveo ju je
i razvio njemacki matematicar Carl Friedrich Gauss, jedan od najve¢ih matemati-
¢ara svih vremena. Teoriju kongruencija predstavio je u svom djelu Disquisitiones
Arithmeticae objavljenom 1801. godine.

Definicija 5 (vidjeti [3, 2.1 Definicija i osnovna svojstva]). Neka je n € IN te neka
sua,b € Z. Kazemo da je a kongruentan b modulo n te pisemo a = b (mod n) ukoliko
n | a — b. Ukoliko a nije kongruentan b modulo n, piSemo a # b (mod n).

Primjer 6.
46 =2 (mod 4), jer 4|46 —2, 26 #3 (mod 4), jer 4126 — 3.
Teorem 2 (vidjeti [2, Theorem 4.1.]). Nekajen € IN te neka su a,b € Z. Tada vrijedi
a=b (mod n) ako isamo akojea = b+ kn za nekik € Z.

Primjer 7.
78=6 (mod9)+4-9<78=6 (mod?9).
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Teorem 3 (vidjeti [2, Theorem 4.2.]). Neka je n € IN te neka su a,b,c € Z. Tada
vrijedi:

Refleksivnost a =a (mod n).

Simetricnost Akojea =b (mod n),ondajeb =a (mod n).

Tranzitivnost Akojea =b (mod n)ib =c (mod n),ondajea =c (mod n).
Primjer 8.

4=4 (mod 3).
7=5 (mod2) i 5=7 (mod 2).
15=—-6 (mod7) i —6=8 (mod7)=15=8 (mod 7).

Teorem 4 (vidjeti [2, Theorem 4.3.]). Neka jen € IN te neka su a, b € Z. Tada vrijedi
a=b (mod n) ako isamo ako aib daju isti ostatak pri dijeljenju s n.
Primjer 9. Vrijedi 37 = 17 (mod 5), jer pri dijeljenju s 5 oba broja daju ostatak 2.

Korolar 1. [vidjeti 2, Corollary 4.2]] Neka je n € IN te neka je a € Z. Cijeli broj r je
ostatak pri dijeljenju broja a brojem n ako i samo ako jea = r (mod n),za0 < r < n.
Broj r nazivamo najmanjim ostatkom modulo n.

Primjer 10. Kako je 32 = 6 - 5 + 2, najmanji ostatak od 32 modulo 6 je 2 pa vrijedi
32=2 (mod 6).

Korolar 2. Swaki cijeli broj kongruentan je tocno jednom od najmanjih ostataka
0,1,2,...,n — 1 modulo n.

Lema 1 (vidjeti [3, Lema 2.1.2.]). Relacija ekvivalencije dijeli skup Z na disjunktne
klase ekvivalencije.

Zaa € Zin € N definirajmo klasu ekvivalencije [a] = {b € Z:b=a (mod n)}.

0={beZ: b=0 (modn)}={kn:keZ}=[n|=nZ,
n|b—0 =3keZ b=kn

M={beZ: b=1 (modn) }={kn+1:keZ}=[n+1]=nZ+1,
nw:4=>b—ilkn:¢:k;+1

Rl={beZ:b=2 (modn)={kn+2:kecZ}=n+2]=nZ+2,

[n—1={beZ:b=n—-1 (modn)={kn+n—-1:kcZ}=nZ+n-1
=nZ —1,
n (modn)={kn+n:keZ}=nZ+n=nzZ=1|0].

) ={beZ:b

Z=[0uUlu---Uln-1].
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Dakle, imamo 7 klasa ekvivalencije koje su odredene s 0,1,...,n — 1 §to su mo-
guci ostaci pri dijeljenju cijelog broja s n. Opcenito ne moramo odabrati najmanje
ostatke za predstavnike klasa ekvivalencije. Prema Teoremu 4, dva cijela broja
pripadaju istoj klasi ako i samo ako daju isti ostatak pri dijeljenju s n. Stoga bilo
koji element klase moZe posluZiti kao odgovarajuci predstavnik klase.

Primjer 11.
=-9=-6=-3=0=3=6=9 =---=3k (mod 3)
=-8=-5=-2=1=4=7=10=---=3k+1 (mod 3)
=-7=-4=-1=2=5=8=11=---=3k+2 (mod 3)

Uocimo da su npr. —6,9,0 predstavnici iste klase modulo 3, dok su npr. —5,11 predstav-
nici razlicitih klasa modulo 3.

Definicija 6 (vidjeti [3, 2.1.1 Potpuni i reducirani sustavi ostataka]). Neka je n €
IN. Zaskup S = {ay,az,...,a,} kaZemo da je potpun sustav ostataka modulo n ako za
svaki b € Z postoji jedinstveni a; € S takav da je b = a; (mod n).

Uoc¢imo da skup S mora sadrzavati sve moguce predstavnike klasa ekvivalencije
modulo 7 i zbog toga $to S ima 1 elemenata, a postoji i n klasa ekvivalencije, pred-
stavnik klase je jedinstven.

Primjer 12. Odredimo nekoliko potpunih sustav ostataka modulo 3.
Rjesenje.
S1={0,1,2}, S, ={-9,48}, S;={3, 2,2}

Potpunih sustava ostataka modulo 7 postoji beskona¢no mnogo.
Napomena 3. Neka sua,b € Z te neka su c,n € IN. Vrijedi sljedece:

1) n dijeli a ako i samo ako jea =0 (mod n).

2) a =b (mod n) ako i samo ako je ac = bc (mod cn).

3) Akojea =b (mod cn), ondajea =b (mod n).
Primjer 13. Obrat tvrdnje 3) iz Napomene 3 opcenito ne vrijedi.

8=3 (mod5), ali 8#3 (mod 10).

Propozicija 1 (vidjeti [3, Propozicija 2.1.3.]). Neka jen € IN te neka sua,a’, b, b/,
(l:)EA%(; jea=a (mod n)ib="V" (mod n), onda vrijedi:

a+b=d +b (modn), a—b=d -V (modn), a-b=d -V (modn).

2) Neka je (a,n) = 1. Ako je ab = ac (mod n), onda jeib = c (mod n).
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Napomena 4. Primijetimo da je uvjet (a,n) = 1 iz tordnje 2) Propozicije 1 nuZan.
Primjer 14.
28=21 (mod7), ali 4#3 (mod?7) zbog (28,21)=7#1.

Propozicija 2 (vidjeti [2, Theorem 4.5]). Neka je n € IN te neka su a,b € Z. Ako je
a="b (mod n), tada je a™ = b™ (mod n), za svaki m € IN.

Primjer 15.
5=3 (mod?2)=5"=3" (mod2) odnosno, 625=81 (mod 2).

Teorem 5 (vidjeti [1, Teorem 2.4.]). Neka je n € N te neka su a,b,c € Z,a # 0.
Tada vrijedi

ab=ac (mod n) ako isamoakob = c | mod — T
(a,n)



3 | Linearne kongruencije

Nakon $to smo uveli pojam kongruencija i njthova osnovna svojstva, uvedimo
kongruencije koje sadrze nepoznatu varijablu. Najjednostavnije takve kongruen-
cije su linearne kongruencije.

Definicija 7 (vidjeti [2, 4.2 Linear Congruences]). Neka je n € IN te neka su a,b
Z,a # 0. Kongruencijsku jednadZbu oblika

ax =b (mod n)
nazivamo linearna kongruencija.

Kao kod svih jednadzbi, prirodno nam se javljaju pitanja o postojanju, jedinstve-
nosti te pronalasku rjeSenja. Pod rjeSenjem linearne kongruencije podrazumije-
vamo cijeli broj x( takav da je axo = b (mod n).

Pretpostavimo da je x( rjeSenje linearne kongruencije ax = b (mod n), tj.

axo=b (mod n).
Dodatno, pretpostavimo da je
x;1 =x9 (mod n).
Primjenom Teorema 5 na prethodnu kongruenciju, slijedi da je
ax; = axy (mod n).
Nadalje, primjenom svojstva tranzitivnosti dobivamo da je
ax; =b (mod n)

iz ¢ega zakljuCujemo da je x; takoder rjeSenje linearne kongruencije.

Uocimo, x¢ i x; pripadaju istoj klasi ekvivalencije pa ako je xg rjeSenje dane kon-
gruencije, onda su i svi ¢lanovi njegove klase takoder rjeSenja.

Primjer 16. Kako je 4-2 = 5 (mod 3), 2 je rjesenje linearne kongruencije 4x = 5
(mod 3). Buduci da je 2 rjeSenje linearne kongruencije 4x = 5 (mod 3), svaki ¢lan

kiase 2] = {...,—4,—1,2,5,8, ...} je takoder rjesenje. Odnosno, sva rjeSenja dana su
formulom x = 2 + 3k, pri éemu je k neki cijeli broj.

4.(243k)=8+12k=2+0 (mod 3)
=2 (mod 3).
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Primjer 17. Linearna kongruencija 6x = 1 (mod 3) nema rjesenja jer 3 { 6x — 1 za
bilo koji cijeli broj x.

Dakle, ukoliko je linearna kongruencija ax = b (mod n) rjeiva, ona ima besko-
na¢no mnogo rjeSenja. Medutim, zanimaju nas samo medusobno nekongruentna
rjeSenja modulo 7.

Korolar 3 (vidjeti [2, Corollary 4.6]). Linearna kongruencija ax = b (mod n) ima
jedinstveno rjesenje ! modulo n ako i samo ako je (a,n) = 1.

Dokaz. Egzistencija:
Bududi da je (a,n) = 1, prema Bezoutovom identitetu postoje u,v € Z takvi da
vrijedi

au+nv = 1.

Djelovanjem s modulo # na prethodnu jednakost dobivamo
au=1 (mod n). (3.1)

MnoZzenjem lijeve i desne strane linearne kongruencije ax = b (mod n) s ovako
dobivenim u dobivamo
aux = bu (mod n).

Odnosno, zbog (3.1) slijedi
x=bu (mod n).
Jedinstvenost: Neka su xg i x|, rjeSenja linearne kongruencije ax = b (mod n), tj.

axg =b (mod n),
axy=b (mod n).

Tada, primjenom svojstava simetri¢nosti i tranzitivnosti relacije "biti kongruentan
modulo n" dobivamo
axg = ax) (mod n).

Nadalje, prema Teoremu 5 slijedi
xo =x) (mod n).

Zaklju¢ujemo da xg i x{, pripadaju istoj klasi modulo 7 pa je rjeSenje polazne line-
arne kongruencije jedinstveno modulo 7. O

Napomena 5. Dokaz prethodnog korolara je konstruktivan, tj. u njemu je ujedno dan
postupak za rjesavanje linearne kongruencije

axo =b (mod n), priéemu je (a,n) = 1.

ljedinstveno rjeSenje modulo 1 odnosi se na to da sva rjeSenja pripadaju istoj klasi modulo 7.



11

Primjer 18. Rijesimo linearnu kongruenciju

7x =6 (mod 11). (3:3)
Rjesenje.
Kako su koeficijent uz x i argument modula relativno prosti, tj. (7,11) = 1, prema
prethodnom korolaru postoji jedinstveno rjesenje modulo 11 linearne kongruencije (3.3).

Prateci postupak za rjeSavanje linearnih kongruencija, najprije trebamo odrediti u. Buduci
da je (7,11) = 1, prema Bezoutovom identitetu postoje u,v € Z takvi da

7u+1lv=1.
Djelovanjem s modulo 11 na prethodnu jednakost dobivamo
7u=1 (mod 11).

Zatim, primjenom Euklidovog algoritma dobivamo

11=7-1+4
7=4-143
4=3-1+1
d=1-3

pa u moZemo odrediti primjenom rekurzivnih relacija prema Napomeni 2:

i]-1 0 1 2 3
ai 1 1 1

w | 0 1 -1 2 [-3]

Dakle,
= -3 (mod 11) =8 (mod 11).

Mnozenjem lijeve i desne strane kongruencije (3.3) s u = 8 dobivamo

7-8x=6-8 (mod 11)
56x =48 (mod 11)
x=4 (mod 11)

x =4.

Provjera:
7-4=6 (mod11)=11|28—6=22.

Sljededi teorem daje nam nuZan i dovoljan uvjet da bi linearna kongruencija bila
rjeSiva. Takoder, daje nam informaciju o broju medusobno nekongruentnih rjese-
nja modulo #.

Teorem 6 (vidjeti [2, Theorem 4.9]). Linearna kongruencija ax = b (mod n) je rje-
Siva ako i samo ako d | b, pri cemu je d = (a,n). Ako d | b, tada postoji d medusobno
nekongruentnih rjesenja modulo n.
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Teorem 7 (vidjeti [3, Teorem 2.1.9.]). Nekasu a,n € N,b € Z te neka je d = (a, n).
Ako je xq rjeSenje kongruencije x = g (mod %), onda su sva medusobno nekongru-
entna rjesenja modulo n kongruencije ax = b (mod n) dana s:

n n n

d d”’ d’

Napomena 6. Dokaz prethodnog teorema je konstruktivan. Postupak za rjesavanje line-
arne kongruencije

Xo,XO+ ,XO—|—2 ..,XO+(d—1)

ax =b (mod n), priéemu jed = (a,n)
je sljedeci:
1. Prema Napomeni 5 pronademo rjeSenje xy kongruencije

gng<mod g)

2. Sva rjesenja modulo n polazne kongruencije dana su s
n

d

X(),XO—|— ,XO—|—2 ..,XO+(d—1) .

Ul

-
d’’
Primjer 19. Rijesimo linearnu kongruenciju

6x =9 (mod 21).
Rjesenje.
Buducéi da je (6,21) = 313 | 9, prema prethodnom teoremu postoje tri klase rjeSenja
modulo 21. Dijeljenjem polazne kongruencije s 3 dobivamo

2x=3 (mod 7). (3.4)
Kako je sada (2,7) = 1, prema Bezoutovom identitetu postoje u, v € Z takvi da je

2u+ Jv=1,

Djelovanjem s modulo 7 na prethodnu jednakost dobivamo

2u=1 (mod 7).

Odavde lako uoc¢avamo da je u = 4 (mod 7). Ukoliko to ne uocimo odmah, u odredimo
primjenom Euklidovog algoritma i rekurzivnih relacija kao u prethodnom primjeru.
Nadalje, mnoZenjem lijeve i desne strane kongruencije (3.4) s u = 4 dobivamo

8x =12 (mod 7).
Slijedi
x=5 (mod 7).

Pomoéu ovoga rjeSenja moZemo generirati sva rjeSenja linearne kongruencije (3.4) pa je
rjesenje pocetne kongruencije dano s

x=55+75+14=5,12,19 (mod 21).
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Primjer 20. Odredimo jesu li kongruencije
6x=8 (mod4), 9x=2 (mod6) i 5x=6 (mod 3)

rjesive te, ukoliko jesu, odredimo broj medusobno nekongruentnih rjesenja.

Rjesenje.
(6,4) =212 | 8 pa kongruencija 6x = 8 (mod 4) ima dva medusobno nekongru-
entna rjesenja modulo 4.

(9,6) = 3, ali 312 pa kongruencija 9x = 2 (mod 6) nema rjesenja.

(5,3) = 1 pa prema Korolaru 3 kongruencija 5x = 6 (mod 3) ima jedinstveno
rjeSenje modulo 3.






4 | Sustavilinearnih kongruencija

Sustav linearnih kongruencija sastoji se od dvije ili vi$e linearnih kongruencija s
istim brojem varijabli. Takvi sustavi u jednoj varijabli bili su poznati jo$ u doba
stare Kine, Indije i Grcke, a primarno su ih koristili astronomi za izradu kalen-
dara. Jedan od najpoznatijih primjera koristenja sustava linearnih kongruencija je
Sun-Tsuova zagonetka. Postavio ju je kineski matematicar Sun-Tsu, a spominje se
u Matematickom priru¢niku U¢itelja Suna napisanom izmedu 287. i 473. godine.
Zagonetka glasi:

"Pronadite broj koji daje ostatak 1 kada se podijeli s 3, ostatak 2 kada se podijeli s 5
i ostatak 3 kada se podijeli sa 7."

Zapisano jezikom kongruencija, zagonetka je pronadi cijeli broj x koji zado-
voljava sljedece:

x=1 (mod 3), x =2 (mod 5), x=3 (mod?7).

4.1 Metoda iteracija

Sustave linearnih kongruencija u jednoj varijabli koje susre¢emo u kineskim pro-
blemima ostataka, kao $to je npr. Sun-Tsuova zagonetka, ¢esto moZemo izravno
rijeSiti metodom iteracije. Metoda iteracija jednostavna je metoda kod koje uzas-
topno koristimo zamjenu za x dok ne dodemo do posljednje kongruencije. Spo-
menutu metodu demonstrirat éemo na primjeru Sun-Tsuove zagonetke.

Primjer 21. Rijesimo Sun-Tsuovu zagonetku metodom iteracije.
Rjesenje.

x=1 (mod 3), x=2 (mod5), x=3 (mod?7).
Kako je x =1 (mod 3), prema Teoremu 4, x moZemo zapisati u obliku
x = 14 3ky, pri demu je kq neki cijeli broj.
Nadalje, zamjenom za x u kongruenciji x = 2 (mod 5) dobivamo

143k; =2 (mod 5)
3k; =1 (mod 5).

3
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Odavde se lako vidi da je
kl =2 (mOd 5),

odnosno, ky = 2 4 5ky, gdje je k, neki cijeli broj.
Stoga,
x=1 + 3k1
=14 3(2+ 5ky)
= 7 + 15k;.

Sada zamjenom ove vrijednosti za x u kongruenciji x = 3 (mod 7) dobivamo

7+15k; =3 (mod 7)
15k, =3 (mod 7)

k=3 (mod 7).
Dakle, ky = 3 + 7k, pri emu je k neki cijeli broj.
Stoga,
x =7+ 15k,
=7+15(3 +7k)
= 52 + 105k.

Zakljucujemo da je rjeSenje linearnog sustava svaki cijeli broj oblika x = 52 4- 105k, a to
je ujedno opée rjesenje pocetnog sustava. (Napomena: 105 =3-5-7.)

4.2 Kineski teorem o ostacima

Kineski teorem o ostacima vaZan je rezultat u teoriji brojeva koji omogucava rjesa-
vanje sustava linearnih kongruencija s u parovima relativno prostim modulima.

Teorem 8 (Kineski teorem o ostacima). (vidjeti [1, Teorem 2.2]) Neka sumy, ..., m,
u parovima relativno prosti prirodni brojevi te neka su ay, . . ., a, cijeli brojevi. Tada sustav
kongruencija

x=a, (modmy), x=a, (modmy), ... ,x=a, (modm,) (42)
ima jedinstveno rjeSenje modulo m = mymy - - - m;.

Dokaz. Dokaz éemo provesti u dva dijela. Najprije éemo pokazati da rjeSenje pos-
toji, a potom da je ono jedinstveno modulo mymy - - - m,.
Egzistencija: Neka je m = mymy - - - m,. Definirajmo

Uocimo da je 1; Zapravo jednak produktu brojeva my, .. ., Mg My« =y Moy
Odnosno,
n] = ml--.mj_lmj+1...mr‘
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Bududi da su brojevi my, ..., m,, prema pretpostavci teorema, u parovima rela-
tivno prosti tj. (m;, mj) =1,zai # j, slijedi da je i (n]-, m]-) — 178 f =1, 2,0 cupls
Stoga, prema Korolaru 3 postoje X;j sa svojstvom

nix; = a; (mod m]-), f= 12058
(jer kongruencije njx = a; (mod m;),j = 1,2,...,r uvijek imaju rjeSenje).
Promotrimo sada broj xo = n1x1 + noxs + - - - + n,x,. Bududi da m; | ity maid £ 1,
vrijedi:

Xg = n1x1 + naXxo + - - - +1,x,  (mod m;)
= 0% oes g ors 0% (mod )
=a; (mod m;)

pa je ovakav x( rjeSenje polaznog sustava.
Jedinstvenost: Pretpostavimo da su x i x{, rjeSenja sustava (4.2). Tada za svaki
§ = L2y swnyf IMAMO

paje xo = x| (mod m;),j =1,2,...,r. Kako su my,my,..., m, u parovima rela-
tivno prosti slijedi da je xp = x|, (mod m). O

Napomena 7. Dokaz prethodnog teorema je konstruktivan.
Postupak za rjeSavanje sustava linearnih kongruencija
x=a, (modmy), x=a, (modmp), ... ,x=a, (modm,);
a,...,a, € Z, (mi,m]-) = Lisa Lt e L Dyl
je sljedeci:
1. Definiramo brojeve m = myms, - - - m,, nj = mﬂ],] =N 5.
2. Rijesimo kongruencije n;x; = a; (mod m;),j=1,2,...,r.

3. Sva rjeSenja pocetne kongruencije su x = ny1xy + n2x2 + - - - + n,x, (mod m).



4.2. KINESKI TEOREM O OSTACIMA 18

Primjer 22. Rijesimo sustav linearnih kongruencija:
x=4 (mod5), x=7 (mod 8), x=6 (mod 11).

Rjesenje.

Provjerimo najprije jesu li argumenti modula u parovima relativno prosti brojevi.
Buduci da su m; = 5,mp, = 8 i ms = 11 u parovima relativno prosti, prema Kineskom
teoremu o ostacima moZemo zakljuciti da postoji jedinstveno rjesenje linearnog sustava.
Kako bismo ga pronasli, odredimo najprije m kao umnoZak arqumenata modula, tj.

m =>5-8-11 = 440 i ny, ny, n3 na iduci nacin:

n, = — =88, n, = — =55, nz = = 40.

m
b 8 11

Sada traZimo rjeSenja linearnih kongruencija:

88x; =4 (mod 5), 55x, =7 (mod 8), 40x3 =6 (mod 11).

Odnosno,
3x; =4 (mod 5) 7x, =7 (mod 8) 7x3 =6 (mod 11)
II Primjer 18.
x1 =3 (mod 5), x2 =1 (mod 8), x3 =4 (mod 11).

Stoga je rjesenje polaznog sustava dano s
x = 88x1+55xp +40x3 = 88-3+55-1440-4 =479 (mod 440) =39 (mod 440).
Provjera:

39=4 (mod 5); 39=7 (mod 8); 39=6 (mod 11).

0 0 0

5(39 —4 =35 839 — 7 =32 11[39 — 6 = 33
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Primjer 23. Rijesimo sustav linearnih kongruencija:
x=3 (mod5), x=5 (mod 6), x=2 (mod9).

Rjesenje.

Buduci da arqumenti modula 5,6 i 9 nisu u parovima relativno prosti, ne mozemo direk-
tno primijeniti Kineski teorem o ostacima pa je ideja generirati sustav na koji éemo moci
primijeniti Kineski teorem o ostacima. Uocimo sljedece:

x=3 (mod5), x=5 (mod 6), x=2 (mod9)
Jjerje6=2-3i(2,3) =1
x=5 (mod 2)
i
x=5 (mod 3)

odnosno, argument modula kongruencijex = 5 (mod 6) prikazali smo u obliku produkta
potencija prostih brojeva pa je pocCetni sustav ekvivalentan sustavu:

x=3 (mod5), x=1 (mod2), x=2 (mod3), x=2 (mod?9).

Kako argumenti modula 3 i 9 nisu relativno prosti, jos uvijek ne mozemo primijeniti Ki-
neski teorem o ostacima pa éemo najprije rijesiti podsustav:

x=2 (mod 3), x=2 (mod9).

Uocimo da iz kongruencije x = 2 (mod 9), prema svojstvu 3) Napomene 3, slijedi
x =2 (mod 3), pri cemu obrat ne vrijedi pa Ce rjesenje ovoga sustava biti

x=2 (mod9).
Prema tome, zakljucujemo da je pocetni sustav kongruencija ekvivalentan sustavu
x=3 (mod5), x=1 (mod 2), x=2 (mod9).

Na ovaj sustav sada moZemo primijeniti Kineski teorem o ostacima buduéi da su brojevi

5,219 u parovima relativno prosti. Slijedimo postupak za rjesavanje sustava linearnih

kongruencija.

Imamo sljedece: m =5-2-9 = 90,

m m
2

7’1123218, Ny =

TraZimo rjesenja linearnih kongruencija:

— 45, n3:g:10.

18x; =3 (mod5), 45x =1 (mod 2), 10x3 =2 (mod 9)
t.
3x; =3 (mod 5) x2 =1 (mod 2), x3 =2 (mod9).
x1 =1 (mod 5),

Stoga je rjesenje polaznog sustava dano s

x =18x; +45x, +10x3 =18-14+45-1+10-2=83 (mod 90).
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Primjer 24. Rijesimo sustav linearnih kongruencija:

x =10 (mod 15), x=19 (mod 21), x =25 (mod 60).

Rjesenje.
Kako argumenti modula nisu u parovima relativno prosti brojevi, generirajmo najprije
sustav na koji moZemo primijeniti Kineski teorem o ostacima.

x=10 (mod 15), x=19 (mod 21), x =25 (mod 60).
t@s5=1 T @7=1 415 =1
x=10 (mod3) x=19 (mod3) x=25 (mod4)
i i i
x=10 (mod5) x=19 (mod7) x=25 (mod 15)
Odnosno,
x=1 (mod3), x=1 (mod3), x=1 (mod4),
x=0 (mod5), x=5 (mod7), x=10 (mod 15)

F@Es=1
x=10 (mod3)=1 (mod 3)

x=10 (mod5)=0 (mod5).
Pocetni sustav kongruencija ekvivalentan je sustavu
x=1 (mod3), x=0 (mod5), x=5 (mod7), x=1 (mod4).

Imamo sljedece: m =3-5-7 -4 = 420,

n1:%:140, nz:%=84, nazg:601 ”4:%:105-

TraZimo rjesenja linearnih kongruencija

140x; =1 (mod3) 84x; =0 (mod5) 60x3=5 (mod?7) 105x4=1 (mod 4)
2x1 =1 (mod 3) =0 (mod5), 4x3=5 (mod?7) x4 =1 (mod 4).
x1 =5 (mod 3), x3=3 (mod7),

Stoga je rjesenje polaznog sustava dano s
x=7140-x1 +84-x,+60-x3+105-x4 =140-5+84-0+60-3 +105-1

=985 (mod 420) =145 (mod 420).
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Primjer 25. Rijesimo sustav linearnih kongruencija:
x=1 (mod 3), x=3 (mod5), x=3 (mod 6).

Rjesenje.

Buduéi da arqumenti modula 3,5 i 6 nisu u parovima relationo prosti, generirajmo sustav
na koji éemo moci primijeniti Kineski teorem o ostacima.

Uocimo sljedece: Prema svojstvu 3) Napomene 3 iz

x=3 (mod6)=x=3 (mod3)=x=0 (mod3)

pa dolazimo do kontradikcije s kongruencijom x = 1 (mod 3) (jer ne postoji cijeli broj
koji pri dijeljenju s 3 istovremeno daje ostatak 0 i 1, tj. ne postoji broj koji je istovremeno i
paran i neparan). Prema tome, zakljucujemo da ovaj sustav nema rjeSenja.






5 | 2 x 2linearni sustavi

U prethodnom poglavlju vidjeli smo kako rjeSavati sustave linearnih kongruencija
s jednom varijablom. Okrenimo se sada rjeSavanju sustava linearnih kongruencija
s dvije varijable po istom modulu.

Definicija 8 (vidjeti [2, 2 x 2 Linear Systems|). 2 x 2 linearni sustav je sustav line-
arnih kongruencija oblika

ax+by =e (mod m)

cx+dy=f (mod m).

Rjesenje linearnog sustava je par x = xo (mod m), y = yo (mod m) koji zadovoljava
obje kongruencije.

Primjer 26. PokaZimo da je par x = 10 (mod 11), y =2 (mod 11) rjesenje sustava

4x+5y =6 (mod 11)
7x+8y=9 (mod 11).
Rjesenje.
Kako je x =10 (mod 11) iy =2 (mod 11), uvrstavanjem u sustav dobivamo

4x+5y=4-104+5-2=50=6 (mod 11)
7x+8y=7-1048-2=86=9 (mod 11)

Dakle, svaki par x = 10 (mod 11), y = 2 (mod 11) je rjesenje sustava. Odnosno, opce
rjeSenje sustava dano je s x = 10 + 11k, y = 2 + 11k, gdje je k proizvoljan cijeli broj.

U nastavku ¢emo prouciti neke od metoda rjeSavanja 2 x 2 linearnih sustava.
Jedna od njih je metoda eliminacije koju ¢emo ilustrirati na sljede¢em primjeru.

Metoda eliminacije je metoda kod koje eliminacijom jedne od varijabli sustav
svodimo na linearnu kongruenciju koju zatim rjeSavamo. Nakon $to pronademo
rjeSenje linearne kongruencije, uvrstimo ga u pocetni sustav kako bismo dobili
drugu varijablu. Na taj nac¢in smo pronasli rjeSenje sustava.

23
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Primjer 27. Metodom eliminacije rijesimo linearni sustav
4x+5y=6 (mod 11) (5.1)
7x+8y=9 (mod 11). (5.2)
Rjesenje.
Kako bismo eliminirali jednu od nepoznanica, pomnoZimo na primjer kongruenciju (5.1)
sa 7 i kongruenciju (5.2) s —4. Dakle,

28x 435y =42 (mod 11)
—28x — 32y = —36 (mod 11).
Zbrajanjem dobivamo
3y=6 (mod 11).
Dijeljenjem s 3 dobivamo
y=2 (mod1l)=y=2.
Zatim, da bismo dobili nepoznanicu x, uvrstimo y = 2 u npr. jednadzbu (5.1).
4x+10=6 (mod 11)
4x = —4 (mod 11)
x=-1=10 (mod 11).

Dakle, rjesenje polaznog sustava dano jes x = 10 (mod 11),y =2 (mod 11).
(Primijetimo da se dobiveno rjesenje podudara s onim iz Primjera 26.)

Idudéi teorem daje nam nuZzan i dovoljan uvjet kada ée 2 x 2 linearni sustav imati
jedinstveno rjesenje po modulu.

Teorem 9 (vidjeti [2, Theorem 6.4]). 2 x 2 linearni sustav
ax+by =e (mod m)
cx+dy=f (mod m)
ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je (A, m) =1, gdje je A = ad — bc (mod m).
Dokaz. Pretpostavimo da su x = xp (mod m)iy = yo (mod m) rjeSenja sustava
axg+byg =e (mod m) (5.3}
cxg+dyg=f (mod m). (5.4)
MnoZenjem jednadZbe (5.3) s d i jednadzbe (5.4) s b dobivamo
adxy + bdyg = ed (mod m)
bexg + bdyg = bf  (mod m)
Oduzimanjem dobivamo
(ad —bc)xg =ed —bf (mod m).

Prema Korolaru 3, x( ima jedinstvenu vrijednost po modulu m ako i samo ako je
(A, m) = 1. Sli¢no, y, ima jedinstvenu vrijednost po modulu m ako i samo ako je
(A, m) = 1. Dakle, sustav ¢e imati jedinstveno rjeSenje modulu m ako i samo ako
je (A,m) =1.

U
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Prethodni teorem ilustrirat éemo na primjeru.

Primjer 28. Provjerimo ima li linearni sustav

4x+5y=6 (mod 11)
7x+8y=9 (mod 11)

jedinstveno rjesenje modulo 11.
Rjesenje.
Prema prethodnom teoremu, trebamo provjeriti je li (A, 11) = 1 za dani linearni sustav.

A=ad—bc=4-8-5-7=-3=8 (mod 11)
Buducidaje (8,11) = 1, prema Teoremu 9 polazni sustav ima jedinstveno rjesenje modulo

iy

Definicija 9 (vidjeti [2, Modular Inverses]). KaZemo da je a=!

modulo m ukoliko vrijedi

inverz cijelog broja a

a-a'=1 (mod m).
Teorem 10 (vidjeti [2, Theorem 6.5]). Jedinstveno rjesenje modulo m linearnog sustava

ax +by =e (mod m)
cx+dy=f (mod m)

dano je s xo = A" (ed — bf) (mod m) i yg = A~(af — ce) (mod m), gdje je
A = ad — bc (mod m), a A= inverz od A modulo m.

Dokaz. Prema Teoremu 9, bududi da sustav ima jedinstveno rjeSenje modulo m,
(A, m) = 1, prema Korolaru 3 postoji inverz od A modulo m. Kako linearni sustav
ima jedinstveno rjeSenje, dovoljno je pokazati da x, iy zadovoljavaju sustav:

axo +byo = aA"(de — bf) +bA " (af —ce) (mod m)
= (ad —bc)A"te + A"Y(abf —abf) (mod m)
=AA"le+0 (mod m)
=e¢ (mod m), budué¢idaje AA"' =1 (mod m).

Takoder,

cxo +dyg = cA" (de —bf) +dA Y (af —ce) (mod m)
= (ad —bc) A" f + A~ (cde — cde) (mod m)
=AAT'f+0 (mod m)
= f (mod m), buduéidaje AA"'=1 (mod m).

Prema tome, par x = xp (mod m),y =y (mod m) je jedinstveno rjeSenje linear-
nog sustava. U
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Zapisano u obliku determinanti,

A=ad—bc= d‘ (mod m),
xo = A" 1(ed —bf) = A1 ;— Z’ (mod m),
Yo=A"l(af —ce) = AT ch ; (mod m),

formule za rjeSenje 2 x 2 linearnog sustava vrlo su slicne onima za rjeSenje line-
arnog sustava Cramerovim pravilom pa je ova metoda poznata jos kao metoda
determinanti.

Prethodni teorem ilustrirat éemo na primjeru.

Primjer 29. Rijesimo linearni sustav

4x+15y =9 (mod 51)
6x +26y =32 (mod 51).

Rjesenje. Buduci da je
A=ad—bc=4-26—-15-6=14 (mod51) i (14,51)=1
prema Teoremu 9 sustav ima jedinstveno rjeSenje modulo 51. Odredimo sada A~ 1.

AA"1 =1 (mod 51)
14A"1 =1 (mod 51). (5:5)

Kako je (14,51) = 1 prema Bezoutovom identitetu postoje u,v € Z takvi da
14u +51v = 1.
Djelovanjem s modulo 51 dobivamo
14u=1 (mod 51).

Primijetimo da je prethodna kongruencija ekvivalentna s (5.5). Odnosno, u = A~ 1.
Primjenom Euklidovog algoritma dobivamo

51=14-3+9

14=9-1+5
9=5-1+4
5=4.-1+1
4=1-4

iz cega primjenom rekurzivnih relacija pronademo u.

i]-1 0 1 2 3 4
7i 31 1 1
uil|l 0 1 =3 4 —7 [11]
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Dakle,
u=A"1=11 (mod 51).

Prema tome,

A l(ed —bf) (mod 51)
11-(9-26—15-32) (mod 51)
11-(—246) (mod 51)

—2706 (mod 51)

48 (mod 51);

X0

yo = A 1(af —ce) (mod 51)
—11-(4-32-6-9) (mod 51)
=11-74 (mod 51)
=814 (mod 51)
=49 (mod 51).

Stoga je par x =48 (mod 51),y =49 (mod 51) jedinstveno rjesenje danog sustava.
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Sazetak

U ovome radu bavimo se sustavima linearnih kongruencija. Najprije uvodimo poj-
move djeljivosti i kongruencija, elementarne pojmove teorije brojeva, te navodimo
njihova osnovna svojstva. Nakon toga uvodimo linearne kongruencije i temeljne
rezultate koji nam daju postupak za njihovo rjesavanje koji kasnije primjenjujemo
na sustave linearnih kongruencija. Zatim, dolazimo do sustava linearnih kongru-
encija za koje navodimo i dokazujemo jedan od najbitnijih rezultata pomocu ko-
jega rjeSavamo takve sustave, kao i druge metode rjeSavanja. Na kraju se bavimo
2 x 2 linearnim sustavima.

Kljué¢ne rijeci

djeljivost, kongruencije, linearne kongruencije, sustavi linearnih kongruencija,
metoda iteracije, Kineski teorem o ostacima, 2 x 2 linearni sustav
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Systems of linear congruences

Summary

In this paper, we deal with systems of linear congruences. First, we introduce the
concepts of divisibility and congruence, elementary concepts of number theory,
and state their basic characteristics. Subsequently, we introduce linear congruen-
ces and fundamental results that give us a procedure for solving them, which we
later apply to systems of linear congruences. Afterwards, we come to systems of
linear congruences for which we state and prove one of the most important re-
sults by means of which we solve such systems, as well as other solving methods.
Finally, we deal with 2 x 2 linear systems.

Keywords

divisibility, congruences, linear congruences, systems of linear congruences, ite-
ration method, Chinese remainder theorem, 2 x 2 linear systems
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