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1 | Uvod

Titranje Zice je pojava koja se ocituje kroz vibracije i valove koji se Sire duZ njezine
duljine. Ova pojava ima Siroku primjenu u razli¢itim podrucjima, od glazbene
teorije i akustike do inZenjerskih istrazivanja materijala i slicno. Razumijevanje
titranja Zice zahtijeva proucavanje valnih jednadZbi koje opisuju dinamiku ovih
vibracija.

U osnovi, titranje Zice moZe se modelirati pomocu valne jednadzbe, koja predstav-
lja klju¢ni matematicki alat za analizu takvih vibracija. Ova jednadzba omogucuje
predvidanje kako se vibracije Sire duZ Zice u vremenu i prostoru, uzimajuci u ob-
zir razlic¢ite uvjete poput rubnih i pocetnih uvjeta. U ovom radu, fokusirat éemo
se na proucavanje valne jednadzbe u kontekstu titranja Zice, koriste¢i se razlicitim
metodama kako bismo rijesili poc¢etno-rubnu zadacu.

Kroz rad ¢e biti obradene sljedece kljucne teme: valna jednadzba te njena svojstva
i karakteristike, rubni i pocetni uvjeti, te metode za rjeSavanje pocetno-rubnih za-
dacda. PaZnju ¢emo posvetiti D’Alembertovoj formuli koja daje funkciju rjeSenja
pocetne ili Cauchyjeve zadace za valnu jednadZbu uz dane pocetne uvjete. Ta-
koder ¢emo primijeniti Fourierovu metodu i Fourierove redove kako bismo de-
taljno analizirali ponaSanje titranja Zice pod razli¢itim uvjetima i odredili rjeSenje
pocetno-rubne zadace za valnu jednadZbu uz zadane pocetne i rubne uvjete.

S obzirom na kompleksnost i znacaj problema, cilj ovog rada je osigurati dublje
razumijevanje osnovnih principa koji upravljaju vibracijama Zzice, te primjenu ma-
tematickih metoda za rjeSavanje specificnih pocetno-rubnih zadaéa. Sustavhom
analizom i primjenom teorijskih metoda, rad pruZza detaljan pregled titranja Zice i
potrebnih matematickih alata koji omogucuju precizno modeliranje i analizu ove
pojave.

1.1 Osnovni pojmovi i definicije

U ovom poglavlju navest ¢emo neke rezultate matematicke analize koji ée nam biti
potrebni kasnije u radu.

Definicija 1. Za funkciju h : R — R kaZemo da je po dijelovima neprekidna ako ima
konacno mnogo prekida i svi prekidi su prve vrste.
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Lema 1 (Prva osnovna lema). Ako je funkcija h € C([0,1]) i ako je za svaki x1,x, €
[0,1]

onda je i h(x) = 0, za svaki x € [0,1].

Lema 2 (Schwarzova lema). Ako je QO C R? i funkcija f € C*(Q)), tada za svaki
(x,y) € Qvrijedi

02 f 0% f
axay(x’y) B Byax(x'y)'

Teorem 1 (Newton-Leibnitzova formula). Neka je f € C([a,b]). Ako je F bilo koja
primitivna funkcija funkcije f na segmentu [a,b], odnosno ako vrijedi F'(x) = f(x), za
svaki x € [a,b], onda vrijedi

b
/ F(x)dx = F(b) — F(a).
a
Dokaz. Dokaz vidjeti u [6], Teorem 5.11, stranica 139. O

Teorem 2 (o sloZzenom deriviranju). Neka su funkcije f : R — Ri g : R — R takve

da postoji funkcija h = f o g. Ako funkcija g ima derivaciju u tocki x, a funkcija f u tocki

¢(x), onda funkcija f o g ima derivaciju u tocki x i vrijedi takozvano lanc¢ano pravilo
(fog) (%) = f(8(x)g (x).

Dokaz. Dokaz vidjeti u [6], Teorem 4.4, stranica 95. O

Teorem 3 (o funkcijama definiranim integralom). Neka je funkcija f : I = [a,b] x
[c,d] — R R-integrabilna funkcija koja ima neprekidunu parcijalnu derivaciju 91 f na L.
Tada je funkcija

F = [ fle )y

neprekidno diferencijabilna na [a, b], odnosno vrijedi F € C!([a, b)) i derivacija je jednaka

d
F(x)= [ uf(xy)dy, x € [a,b
C
Dokaz. Dokaz vidjeti u [5], Teorem 19.8, stranica 178. O

Teorem 4 (Weierstrassov kriterij). Neka je I C R i neka su u, : I — R dane funk-

cije. Ako je svaki clan reda funkcija Y u, po apsolutnoj vrijednosti manji ili jednak od
n=1

[ee]
pripadnog clana konvergentnog reda s pozitivnim clanovima ), a,, odnosno ako vrijedi
n=1

lun(x)| < a,, Vx €1, Vn €N,

oo
onda red ), u, uniformno konvergira na I.
n=1

Dokaz. Dokaz vidjeti u [6], Teorem 6.18, stranica 185. O
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Titranje napete Zice opisuje oscilacije Zice koja je napeta silom duz svoje duljine.
Analizirat ¢emo oscilacije Zice u xy-ravnini, fokusirajuéi se na male deformacije u
smjeru osi y. Takav pristup omogucuje upotrebu valne jednadzbe za modeliranje
progiba Zice u ovisnosti o vremenu i poloZaju. Duljinu Zice oznacit éemo s I, od-
nosno Zicu éemo promatrati na segmentu [0, /]. Zica ée biti napeta uzduZzno silom
a: [0,]] = RT. Promatrat ¢emo oscilacije Zice oko neperturbiranog poloZaja na
osi X, u smjeru osi y, sto je prikazano na Slici 2.1. PoloZaj Zice opisujemo funkci-
jom progiba u, pri ¢emu u(x, t) oznac¢ava otklon (pomak u smjeru y-osi) tocke x
u trenutku f u odnosu na poloZzaj Zice na x-osi. Pretpostavljamo da su deformacije
Zice male; primjer velikih i malih deformacija Zice prikazan je na Slici 2.2. To znaci
da je koeficijent smjera tangente malen, odnosno apsolutna vrijednost derivacije
funkcije u po varijabli x je puno manja od 1:

ou

ox

Brzina titranja, odnosno osciliranja Zice u tocki x u trenutku f je dana s

< 1.

ou
vlx, L) = " (x,t),
iz ¢ega slijedi da je linijska gustoca koli¢ine gibanja jednaka

p(x.t) = p(x)o(x,t) = p(x) o (x, 1), 21)

I e T

Slika 2.1: Titranje Zice oko neperturbiranog poloZaja



(a) (b)

Slika 2.2: (a) velike deformacije Zice, (b) male deformacije Zice

gdje je p(x) linijska gustoca mase Zice u tocki x. Neka je dodatno f(x, t) gustoca
vanjske poprecne sile u tocki x u trenutku ¢ koja djeluje na Zicu.

Zakon ponasanja odnosi se na temeljna nacela ili matematicke izraze koji opisuju kako
se fizikalni sustavi ponasaju pod odredenim uvjetima.

Ovi zakoni temelje se na eksperimentalnim opazanjima i matematickoj analizi, te
se koriste za predvidanje rezultata fizikalnih eksperimenata i fenomena.

Neka je P(x,t) = (x,u(x,t)), odnosno P(x,t) oznacava tocku na grafu funkcije
x — u(x,t) u trenutku f. Kontaktna sila § u to¢ki P(x, t) oznacava silu kojom luk

P(x,t)P(l,t) djeluje na P(0,t)P(x,t).

Za potrebe naseg sustava uzimamo zakon ponasanja koji kaze da je kontaktna sila
jednaka napetosti Zice u tocki x pomnoZene s tangencijalnim jedini¢nim vektorom
na zicu u tocki x

flx,1) = alx)T(x,1).
Tangencijalni vektor u tocki x u trenutku ¢ dan je s

i+ 3 (x, t)f

\/1—|— (%(x,t))z.

2
Zbog pretpostavke malih deformacija, <g—¥ (=, t)) je priblizno jednak nuli, pa ga

T(x,t) =

zanemarujemo. Tako definirana kontaktna sila 7 je vektorska funkcija s kompo-
nentama

qx(x, t) = a(x)
(1) = a(x) 2% (1) (22)

Zakon sacuvanja kolic¢ine gibanja: Promjena koliCine gibanja u tijelu u jedinici vre-
mena jednaka je ukupnoj sili koja na to tijelo djeluje.



Zakon sacuvanja koli¢ine gibanja, poznat i pod nazivom Zakon sacuvanja im-
pulsa, jedan je od temeljnih zakona fizike, fizikalnih aksioma, koji vrijede u svim
zatvorenim homogenim sustavima.

Primijenimo li sada Zakon sa¢uvanja koli¢ine gibanja na luk P(xq, f)P(x;, t) dobit
¢emo jednadzbu

%/XZ p(x, t)dx = qy(x2,t) — gy (x1,£) + /J:zf(x,t)dx, (2.3)

X1

gdje
x2
/ p(x,t)dx

1

predstavlja koli¢inu gibanja Zice na segmentu [x1,x;| u trenutku f, pa deriva-
cija navedenog integrala po varijabli ¢ predstavlja promjenu koli¢ine gibanja. S
desne strane znaka jednakosti imamo kontaktne sile u rubnim to¢kama danog
luka, odnosno ukupnu kontaktnu silu gy, (x2, t) — gy, (x1, t), te ukupnu vanjsku silu
/ xxf f(x,t)dx koja djeluje na dani komad Zice, ¢ija nam je gustoca zadana, pa ju ra-
¢unamo kao integral od dane gustoée poprecne vanjske sile. Uo¢imo, primjenom
Newton-Leibnitzove formule, jednadZbu (2.3) moZzemo zapisati ovako

o [x B X2 aqy X2
g/xl p(x,t‘)dx—/x1 a(x,t)dx%—/x1 f(x,t)dx.

Zatim, primjenom Teorema o funkcijama definiranim integralom na dobivenu jed-
nadzbu, imamo

Prema Prvoj osnovnoj lemi dobivamo zakon sacuvanja impulsa u diferencijalnom
obliku

op dq _
3 (8 - S (x,8) = f(x,t) = 0. (24)

Uvrstimo li linijsku gusto¢u koli¢ine gibanja (2.1) i kontaktnu silu (2.2) u zakon
sacuvanja impulsa (2.4) dobivamo jednadzbu gibanja, odnosno titranja Zice

P() 5 () = 35 (a0 5 1)) = £, (25)

Ako se Zica nalazi u elasti¢nom sredstvu koje se opire deformaciji s koeficijentom
elasti¢nosti b > 0, onda umjesto jednadzbe (2.5) imamo jednadZzbu

o) S () — = <a(x)g—2(x,t)> Fh@u(n ) = f(nE),  (26)

gdje ¢lan b(x)u(x,t) predstavlja linijsku gustocu sile kojom sredstvo djeluje na
zicu. JednadZba (2.6) poznata je pod nazivom valna jednadzba i ona je linearna
parcijalna diferencijalna jednadzba drugog reda.
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Definicija 2. Za valnu jednadzbu (2.6) kaZemo da je homogena ako je f(x,t) = 0, u
suprotnom kazemo da je valna jednadzba nehomogena.

Valnu jednadZbu u punoj opéenitosti ne mozemo rijesiti, stoga uvodimo dodatne
pretpostavke uz koje ¢e valna jednadZzba biti rjeSiva. Valna jednadzba (2.6), uz
pretpostavke da je Zica homogena, napetost konstantna i nema elasticnog sred-
stva, odnosno

p = const, a = const, b =0,

ima oblik

0%u u 4
ﬁ — 02@ = f(x, t), (27)

gdje su

Y (C2))
o fxt) ===

C2_

2.1 Rubni i pocetni uvjeti

RjeSenje valne jednadzbe, ako postoji, nije jedinstveno. Za odredivanje jedinstve-
nog rjeSenja potrebno je specificirati uvjete na rubovima Zice i pocetku vremen-
skog intervala. Postoji nekoliko vrsta rubnih uvjeta, medu kojima su najvaZzniji
Dirichletovi, Neumannovi i Robinovi uvjeti. Svi ovi uvjeti mogu biti zadani na
oba kraja domene, ali ¢emo ih ovdje opisati samo za lijevi kraj, dok se uvjeti na
desnom kraju zadaju analogno.

Dirichletove rubne uvjete imamo kada je Zica pri¢vrséena u rubovima. Tada je
zadana vrijednost progiba u kraju Zice koji je pri¢vrséen,

u(0,t) = m(t).

Slika 2.3 prikazuje slucaj kada je u lijevom kraju zadan Dirichletov rubni uvjet.
Progib u krajevima Zice takoder moZze ovisiti o vremenu.

Druga vrsta rubnih uvjeta su Neumannovi rubni uvjeti. Kod Neumannovih
uvjeta u rubovima Zice, umjesto progiba, zadana je popre¢na kontaktna sila

qy(0,t) = ny(t).
Kada uvrstimo popre¢nu kontaktnu silu (2.2) dobivamo

ou

a(0)5=(0,£) = mi(8),

iz Cega imamo

M0, t) = n(t),
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Slika 2.3: Dirichletov rubni uvjet u lijevom kraju Zice

gdje je funkcija n definirana sa

Slika 2.4 prikazuje Zicu kada je u lijevom kraju zadan Neumannov rubni uvjet.
Slika prikazuje Zicu ¢iji je lijevi kraj pri¢vrséen na kotac koji se moZe kretati verti-
kalno u oba smjera, na kojeg je pric¢vrscen uteg.

Posljednji rubni uvjet kojeg éemo navesti naziva se Robinov rubni uvjet. U ovom

Slika 2.4: Neumannov rubni uvjet u lijevom kraju Zice

slucaju takoder je zadana poprec¢na kontaktna sila, ali je njena vrijednost umnoZzak
konstante « i vrijednosti funkcije progiba u u kraju kojeg promatramo:

qy(0,t) = xu(0,t).
Primijenimo li sada Zakon ponasanja na Robinov uvjet dobivamo

a(O)g—Z(O,t) — xu(0,8),
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odnosno
ou
g(o,t) —ku(0,t) =0,
gdje je
K
k —_— m.

Slika 2.5 prikazuje Zicu s Robinovim rubnim uvjetom u lijevom kraju, desni kraj je
slobodan. Lijevi kraj Zice pri¢vrscen je na kotac, koji se giba vertikalno i pri¢vrséen
je na elasti¢nu oprugu konstante «.

Slika 2.5: Robinov rubni uvjet u lijevom kraju Zice

Napomena 1. Zapisimo rubne uvjete u lijevom i u desnom rubu Zice u obliku

ou

txa(O,t) — Bu(0,t) = c(¥)
Yy (2.8)
'ya—x(l, t) 4+ du(l, t) =d(t),

gdje su c i d zadane funkcije koje ovise o vremenskoj varijavli t, te , B, y, 6 zadane vrijed-
nosti i vrijedi
&, B,7,6 20,
x+B>0,v+6>0.

Uvrstavanjem o = 0 i oy = 0 dobivamo Dirichletove rubne uvjete. Analogno, uvrrstava-
njem B = 016 = 0 dobivamo Neumannove rubne uvjete. Ako vrijedi w, B,y,6 # 0, tada
imamo Robinove rubne uvjete.

Osim rubnih uvjeta, za odredivanje jedinstvenog rjeSenja potrebni su i pocetni
uvjeti. Oni opisuju poloZaj, odnosno progib, i brzinu u pocetnom trenutku t = 0:

u(x,0) = up(x)
ou

a(x,O) = vp(x),
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gdje su pocetni poloZaj u( i poCetna brzina vy zadane funkcije koje ovise o pros-
tornoj varijabli x.
Odredivanje rjeSenja valne jednadzbe (2.6) za vrijednosti

€ (0,1), t € (0,00),

uz zadane pocetne i rubne uvjete, naziva se pocetno-rubna zadaéa. Kao i valna jed-
nadzba, pocetni i rubni uvjeti su takoder linearni. Ako Zica koju promatramo nije
ograni¢ena, odnosno ako ju promatramo na intervalu (—oo, c0), onda ne zadajemo
rubne uvjete. Tada govorimo o pocetnoj ili Cauchyjevoj zadaci.

2.1.1 Homogenizacija rubnih uvjeta

Ako rjeSenje u zadovoljava pocetno-rubnu zadacu

0%u 82u
P )~ R x,1) = f 1)
ou

(xa(o,t) — Bu(0,t) = c(t)

Yo (1,8) + du(l, £) = (1
ou

up(x) = u(x,0), vo(x) = " —(x,0)

i z je proizvoljna funkcija klase C? koja zadovoljava rubne uvjete, onda v := u — z
zadovoljava homogene rubne uvjete

ag—”(o, ) — Bu(0,£) = 0

o Ot Bk Bl B = O,

Tox
Uvrstevenjem nove funkcije u valnu jednadzbu imamo:
0%(v + z) 262(v+z) "
T(X,t) T(x,t) —f(x,t)
Raspisemo li jednadzbu imamo:
0% 50?0

) = A5 2 h) = g(x t)
gdje je:
g(x,t) = f(x,t) + %" (x).

Dakle, valnu jednadZzbu s nehomogenim rubnim uvjetima mozemo svesti na isti

tip valne jednadZbe, uz drugu funkciju f, s homogenim rubnim uvjetima. Pri-
padni pocetni uvjeti su oblika:

uo(x) = u(x,0) — 2(x), w(x) = 2 (x,0).



2.2. PRINCIP SUPERPOZICIJE 10

2.2 Princip superpozicije

Princip superpozicije jedno je od svojstava linearnih pocetno-rubnih zadaca. Ovaj
princip nam daje vaznu i korisnu tvrdnju: ako su funkcije u; rjeSenja pripadnih
pocetno-rubnih zadacda, tada je i njihova suma, odnosno superpozicija, takoder
rjeSenje odgovarajuce pocetno-rubne zadace.

Teorem 5. Ako su funkcije u; € C*(IR?) rjesenja pocetno-rubne zadace

u;  ,Pu;
57— C o = filxh)

g, ) — il aat (x,0) = v04(x)

(2.9)
au,-
ocg(O 1) — Bu0,t) = c;(¥)
ou;
Yo (1,8) — Sus(L 1) = di()
zasvakii =1,...,n, onda je superpozicija
n
= ¥ Rgwlot), A R (2.10)
i=1
rjesenje pocetno-rubne zadace
u 282 n
2 = L
8
0) = Z /\iuoli(x x 0) Z A UOZ
=1 (2.11)

ocg( t) — Bu(0,t) = Z/\cl

g”(u —u(l, 1) ZAd

Dokaz. PokaZimo najprije da funkcija # danas (2.10) zadovoljava valnu jednadzbu
iz (2.11). Uvrstimo li funkciju # u navedenu valnu jednadZzbu, zbog linearnosti
derivacije dobivamo

82 n
30 <2Aiui(x,t ) — = (ZAu %, £ )

—1
n a . aZ
= ;Aiﬁui(x, t) — ;Aic ﬁui(x,t)

n 82 3 az
= zAi (ﬁui(x, t)—c Wui(x,t))
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Time smo pokazali da funkcija # zadovoljava valnu jednadZzbu.
Pokazimo da zadovoljava takoder i rubne uvjete iz (2.11). Uvrstimo funkciju u u
rubni uvjet za x = 0:

(X% <i Aiu;(0, t)) — b (i Aiu; (0, t))
i=1 i=1
= ZAia%(O,t) — ;Aiﬁui(O,t)

_ im (a%(O, ) — ,Buz-(O,t))

Time smo pokazali da funkcija # zadovoljava rubni uvjet za x = 0. Analogno se
pokazuje da funkcija u zadovoljava i rubni uvjet u desnom kraju Zice, odnosno
u x = [. Takoder, uvrStavanjem funkcije u u pocetne uvjete mozemo pokazati
da zadovoljava i njih. Time smo pokazali da je tako definirana funkcija u rjeSenje
pocetno-rubne zadace navedene u teoremu. O

2.3 Karakteristike valne jednadzbe

U ovom poglavlju analizirat ¢emo karakteristike homogene valne jednadzbe, gdje
vanjska sila ne djeluje na sustav. Faktorizacijom valne jednadzbe dobit ¢emo tran-
sportnu jednadZzbu, koja je bitna za razumijevanje Sirenja vala. Analizirat éemo
karakteristike transportne jednadZzbe, koje nam daju uvid u ponasanje vala u pros-
toru i vremenu te nam olaksavaju analizu i rjeSavanje same valne jednadzbe.
Promotrimo sada homogenu valnu jednadzbu, odnosno valnu jednadzbu (2.7)
uz uvjet daje f =0,

0%u du 02 02
i <_ _ cz_) ©=0. (2.12)

Prema Schwarzovoj lemi navedenu jednadZbu moZzemo faktorizirati u obliku

d 0 ou ou
Oznacimo li
ou ou

iz prethodno navedene jednadzbe vidimo da je

i—i—ci w =0
ot  Jx Y
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JednadZzba koju smo time dobili:

Jow Jw

naziva se transportna jednadzba.

Neka je w rjeSenje transportne jednadzbe te neka je x = x(t) neka glatka krivulja
u xt-ravnini. Promotrimo vrijednosti funkcije w = w(x(t), t) na krivulji x. Derivi-
rajmo funkciju w prema pravilu za sloZeno deriviranje:

dw 1\ OW Jw
a3 (30 8) = 2 ()52 (x (1), 1) + 5 (x(8), 1), (2.16)

Ako za krivulju x uzmemo pravac, odnosno ako je
(5 =
jednadzba krivulje x u xt-ravnini dana je s
x — ct = const, (2.17)

uz pretpostavku da vrijedi c > 0. Uz odabir takve krivulje x, derivacija funkcije w
po varijabli ¢ je oblika

dw Jw Jow
—7 (x(0), 1) = e=—(x(8), 1) + = (x(), ),

Sto je prema (2.15) jednako 0. 1z gornje jednakosti zaklju¢ujemo da je
w(x(t),t) = consty,

odnosno da na pravcima oblika x — ct = const funkcija w poprima konstantnu

vrijednost const;. Oznacdimo li s x funkciju const — const,, dobivamo da je w
oblika

w(x, t) = x(x —ct), (2.18)

za neku nepoznatu funkciju x. Pravci oblika (2.17) nazivaju se karakteristike trans-
portne jednadzbe (2.15). Kako bi takve pravce prikazali u xt-ravnini, iz jednadzbe
(2.17) izrazimo

1 const
t=—x— "
c c

$to je pravac s koeficijentom smjera . Slika 2.6(a) prikazuje karakteristike trans-
portne jednadZbe (2.15) u xt-ravnini. Tangens kuta a prikazanog na slici iznosi

1
tana = —,
c

i jednak je koeficijentu smjera danog pravca.
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S

(a)%w%:o

(b)%—zg—cggzo

Slika 2.6: Karakteristike transportne jednadzbe

t (t=t

Slika 2.7: Promjena grafa funkcije desnog vala kroz vrijeme

Ako pogledamo vrijednosti funkcije w u fiksnom trenutku t = 0, imamo

w(x,0) = x(x).

Isto tako, u nekom trenutku t = t1, t; > 0 imamo

w(x,t1) = x(x — cty).

Slika 2.7 prikazuje graf funkcije w u trenucima t = 0 < t; < t,. Vidimo da
graf funkcije w kroz vrijeme zadrZava isti oblik, ali kako se vrijednost vremenske
varijable t povecava, traslatira se u desno, stoga se funkcija w naziva desni val, a
konstantu ¢ nazivamo brzina Sirenja vala.

Napomena 2. Raspisemo li jednadzbu (2.12) u obliku

i oznacimo

L
ot

dobivamo transportnu jednadzbu

Ci a_u _|_
ox ot

ot ox

=0. (2.19)
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Analognim postupkom kao i ranije, imamo da je funkcija v jednaka funkciji ¢_ jedne va-
rijable:

v(x,t) = p_(x+ct). (2,20}
Pravci oblika
X + ct = const

nazivaju se karakteristike jednadzbe (2.20) i funkcija v poprima konstantne vrijednosti na
svim pravcima tog oblika. Slika 2.6(b) prikazuje takve pravce u xt-ravnini. Graf funkcije
v se kroz vrijeme traslatira u lijevo i zbog toga se naziva lijevi val.

Za funkciju w znamo da zadovoljava (2.14) i (2.18) te iz toga imamo jednadZzbu
za rjeSenje u valne jednadZbe
ou  du

3 G = x(x—ct), (2.21)

za neku proizvoljnu funkciju . Kako je u pitanju linearna jednadzba, mozemo
pokusati "pogoditi" jedno rjeSenje. Stoga, neka je ¢4 dovoljno glatka funkcija koja
zadovoljava

d d
(& - Ca_x) b (x—ct) = x(x —ct). (2.22)
Funkcija ¢ je funkcija jedne varijable, pa kada raspiSemo (2.22) dobivamo
§', (x — ct) (=) — o, (x — ct) = x(x —ct).
Funkcije ¢ i x su funkcije iste varijable ¢ := x — ct, pa vrijedi

#.(0) = (@),

odnosno, moZemo pisati

00 = [ x()dy

Oduzmemo li sada jednadzbe (2.21) i (2.22) dobivamo jednadZzbu

2 (1) = (= ) — e (u(x, 1) — g (x — b)) =0.
Uoc¢imo, oznac¢imo li
u(x,t) — g (x —ct) = v(x,t),
dobivamo transportnu jednadZbu (2.19), stoga vrijedii (2.20), pa imamo
u(x,t) —dr(x —ct) = ¢_(x +ct).
Time smo dobili da je funkcija u oblika
u(x,t) = ¢i(x —ct) + ¢_(x + ct). (2.28)

Tako definirana funkcija # zadovoljava homogenu valnu jednadZbu (2.12) i dana
je kao superpozicija lijevog i desnog vala.
Tvrdnju daje u rjeSenje valne jednadzbe moZemo potkrijepiti sljede¢im teoremom.
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Teorem 6 (vidjeti [1, 179, Teorem 3.1]). Funkcija u € C?(IR?) je rjesenje valne jed-
nadzbe (2.12) ako i samo ako je oblika (2.23), gdje su ¢, ¢_ € C*(IR?).

Dokaz. Neka je u oblika (2.23). Pokazimo da u zadovoljava valnu jednadzbu
(2.12). Izra¢unajmo parcijalne derivacije od u:

o*u " "

2 =L (x—ct) + 9" (x +ct)
azu 2 1 2 1

3z =€ ¢l (x—ct) + " (x +ct).

Uvrstimo li to u (2.12), dobit ¢emo
APl (x —ct) + 2 (x + ct) — PP (x — ct) — *¢!’ (x +ct) = 0,

te smo time smo pokazali da u zadovoljava valnu jednadZzbu.
Kako bismo dokazali drugi smjer, pretpostavit ¢emo da u zadovoljava valnu jed-
nadZzbu (2.12). Definirajmo nove varijable

c=%—¢l, =%
Funkcija u sada postaje funkcija novih varijabli:

u(x,t) = u(g,n).

Koristeci teorem o sloZenom deriviranju, izra¢unat éemo druge parcijalne deriva-
cije funkcije # u novim varijablama:
*u _ 0*u o 0%u " 0%u
ox2  9¢?  o¢on = on?
?u  ,0%u ?u  ,0%u
S .

_ . 2
37 = @ 3z T ap

Uvrstimo li to u valnu jednadzbu, imamo

2 2 2 2 2 2
Cza_u_ Czau 207U 5 8u+28u+8u _o,
a2 ooy on? o¢2  ogony = on?

odnosno, kada pojednostavimo izraz dobivamo
92
" —o.
oGoy

Iz ove jednakosti mozemo zakljuditi da je g—g konstanta po #, odnosno ovisi samo
o varijabli ¢:

Ju
% = x(¢)-
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Kako bismo dobili funkciju u, integrirajmo navedenu jednakost:

u(@n) = [ x(@dz+-(n),

gdje je ¢_ integracijska konstanta s obzirom na varijablu ¢. Oznac¢imo sada

¢+ = [ x(@)d,
te uvrstimo u funkciju u:

u(g,n) = ¢+() +¢—(1)-

Time smo funkciju u zapisali kao sumu dviju funkcija od kojih jedna ovisi samo o
¢, a druga samo o 7. Vratimo li pocetne varijable dobivamo oblik rjeSenja (2.23),
odnosno rjeSenje se moZze zapisati kao suma dvaju funkcija koje ovise o x — ct i
x + ct, Sto je i trebalo pokazati. O

24 D’Alembertova formula

U ovom poglavlju ¢emo izvesti D’Alembertovu formulu za rjeSenje Cauchyjeve
zadace, koja se temelji na uvjetima za pocetni poloZzaj i brzinu. Pocetno se rjeSenje
izrazava pomoc¢u dvije nepoznate funkcije, koje odredujemo uvrstavanjem u po-
Cetne uvjete i integracijom. U konac¢nici, dobivamo eksplicitno rjeSenje u obliku
D’Alembertove formule. Takoder, razmotrit éemo slucajeve kada pocetni uvijeti
imaju nizu regularnost, Sto vodi do pojave slabih rjeSenja i Sokova, odnosno udar-
nih valova, na odredenim karakteristikama sustava.

Za izvod D’Alembertove formule promotrimo Cauchyjevu zada¢u

?u  ,0%u

3 CaE ¢

up(x) = u(x,0) (2.24)
_on

vo(x) = 9t (x,0).

Rjesenje valne jednadzbe je oblika (2.23). Uvrstimo li rjeSenje 1 u pocetni polozaj
imamo:

G+ (x) +p_(x) = up(x). (2.25)

Kako bismo rjeSenje u mogli uvrstiti u pocetnu brzinu, moramo ga prvo derivirati
po varijabli ¢, zatim uvrstiti t = 0:

—cgly (x) + el (x) = vo(x),

podijelimo navedenu jednakost s konstantom ¢, zatim integrirajmo po segmentu
[0, x]:

() +9-(x) = 7 [ wo(@dg+C, CeR (2.26)
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Oduzmemo li (2.25) i (2.26), dobivamo jednadzbu za ¢

) = 3 (w00 = ¢ [“en(@pE+C).

Zbrojimo li (2.25) i (2.26), dobivamo jednadZzbu za ¢_:

p-() =3 (w0 + - [l - c).

Uvrstimo dobivene ¢ i ¢_ u rjeSenje u:

(4 = % (uo(x —ct) — 1/X_Ct vo(&)dd + C)

cJo
+ % (uo(x +ct) + % /OHCt vo(8)dg — C> /

zatim sredivanjem izraza dobivamo formulu za rjeSenje u:

wix, k) = % (uo(x —ct) +up(x +ct)) + % /x’::t vo(&)dE, (2.27)

navedena formula za rjeSenje Cauchyjeve zadace naziva se D’Alembertova formula.

Teorem 7. Neka su uy € C*(R), vy € CH(R). Tada Cauchyjeva zadaca (2.24) ima
jedinstveno rjesenje i ono je dano D’Alembertovom formulom.

Dokaz. Dokaz je dan izvodom D’Alembertove formule iznad teorema. a

Napomena 3. D’Alembertova formula je korektna i za bitno slabije pretpostavke na ug
i vy od onih navedenih u teoremu: uy € C?(R), vg € C(R). Stoga, uzmimo sada
pretpostavke uy € C(R), te da u)y i vy imaju prekid proe vrste u nekoj tocki xo € R, dok
su izvan tocke xq klase C1. D’Alembertova formula uz nove pretpostavke zadovoljava:

e uvjet pocetnog poloZaja: ug(x) = u(x,0),

o druga parcijalna derivacija funkcije u postoji u svim tockama, osim onih za koje vrijedi
x —ct = xgili x + ct = x,

e funkcija u zadovoljava valnu jednadzbu u svim tockama, osim onih za koje vrijedi
x—ct=xpix+ct=x,

e uvjet pocetne brzine: vo(x) = % (x,0), za sve tocke osim x = x.

Takvo rjesenje Cauchyjeve zadace nazivamo slabo rjesenje, a qubitak reqularnosti slabog
rjesenja na karakteristikama x — ct = xo i x + ct = xo nazivamo Sokovi, odnosno udarni
valovi.






3 | Pocetno-rubna zadaca

U ovom poglavlju bavit éemo se problemom pocetno-rubne zadaée za homogenu
valnu jednadZbu, koja se koristi za modeliranje razlicitih fizikalnih fenomena po-
put oscilacija Zica. Valna jednadZba opisuje kako se promjene u vremenu desavaju
kroz prostor unutar odredenih granica zadanih rubnim uvjetima, a pocetni uvijeti
dodatno definiraju poloZzaj i brzinu sustava u pocetnom trenutku.

Pocetno-rubna zadacda, kako je navedeno i u prethodnom poglavlju, sastoji se od
homogene valne jednadzbe:

?;TZ — 02327121 =0, (3.1)
rubnih uvjeta:
w0, ) =0, u(l, k) =0 (3:2)
te pocetnih uvjeta:
u(x,0) = up(x), T(x,0) = w(), (33)

gdje je up pocetni poloZzaj, a vy pocetna brzina.

3.1 Fourierova metoda

Fourierova metoda, poznata i kao metoda separacije varijabli, jedna je od klju¢nih
tehnika za rjeSavanje pocetno-rubnih zadaéa. Ova metoda omoguéuje nam da slo-
Zeni problem valne jednadzbe razdvojimo na dva medusobno neovisna problema,
od kojih se svaki odnosi na jednu varijablu: prostornu x i vremensku t. Na taj na-
¢in moZemo dobiti rjeSenja u obliku produkata funkcija koje ovise samo o jednoj
varijabli. RjeSenje ¢emo ovom metodom traZiti u obliku:

wlxt) = X{x)T(t), Xilx), T(t) =0, (3.4)

gdje su X i T funkcije jedne varijable.
Uvrstimo li (3.4) u valnu jednadZbu (3.1), imamo

X(x)T" () = X" (%)T(8),

19
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odnosno

T//(t) _ X//(x)

2T(t)  X(x)~

S lijeve strane znaka jednakosti gornjeg izraza je funkcija varijable t, dok je s desne
strane funkcija varijable x, stoga izraz mora biti jednak konstanti:

T//(t) B X//(x)

_ —_ R
2T - X - v AER

$to mozemo zapisati u obliku obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi:
T(t) + AT (t) =0 (3.5)
X"(x) +AX(x) =0.
Uvrstimo li (3.4) u rubne uvjete imamo:
X(0)T(t) =0, X(I)T(t) =0,
ranije smo pretpostavili T(t) # 0, iz ¢ega slijedi
X(0) =0, X(1) =0.
Dakle, funkcija X zadovoljava rubnu zadacu:

X"(x)+AX(x) =0

X(0) = 0, X(I) =0, (36)

to je rubna zadaca za linearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu drugog reda. U
sluaju A < 0 imamo samo trivijalno rjeSenje X = 0. U suprotnom, za A > 0
rjeSenje je netrivijalna funkcija, odnosno X je svojstvena funkcija koja odgovara
svojstvenoj vrijednosti A:

X(x) = Acos (\/XX) + Bsin (\/X ) (8.7)
Uvrstimo li rubne uvjete za X iz (3.6) u svojstvenu funkciju (3.7) imamo:
A=0,sin (VAI) =0,

iz ¢ega direktno slijedi:

27.[2

)\:An: 12 ’ HEN.

Uvrstavanjem A, u (3.7), moZemo definirati svojstvene funkcije:

X(x} = X,(x) = sin <?>
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Nadalje, uvrstimo li A,; ujednadZzbu (3.5) imamo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu
zaT:

c2n? 2

T'(t) + B T{t) = 0,

Cije je opce rjeSenje dano s:

t t
T, (t) = Ay cos (”71“ ) + Bysin ("T ) An, By €R, 1€ N.

Uvrstimo li X, i T, u (3.4) imamo funkciju oblika:

21} = (An cos <n7lrct) -+ B, sin <@)) sin (@), n € IN.

Sve funkcije takvog oblika zadovoljavaju valnu jednadzbu (3.1) i rubne uvjete
(3.2) te se nazivaju stojni valovi.

Napomena 4. Oznacimo

Cn = \/A%+B%,

te zapisimo u, u obliku

e (o () o () )

Uocimo da vrijedi
Ay A\ | (Bu)’
— 1 — — ] =1
allel<r @) +@) -

stoga mozemo zakljuciti da postoji jedan broj ¢, tako da vrijedi

By,

Cn

7

n __ - Bn o
G, —5n (¢Pn), C = cos (¢Pn).

n

Primjenom adicionog teorema za sinus, funkciju u, moZemo zapisati u obliku

t
I/In(x/ t) = Cn sin (nT[C —+ (Pn) sin <@>,

l /

gdje se "¢ naziva kruzna frekvencija, a ¢y faza vala. Fiksiramo li proizvoljnu tocku

x € [0,1], ona titra istom kruznom frekvencijom i fazom vala, ali razlicitom aplitudom:
Cpsin ("), Tocke x € [0,1] za koje vrijedi uy(x,t) = 0 za svaki t nazivaju se cvorovi
stojnog vala.
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Stojni valovi opéenito ne zadovoljavaju pocetne uvjete (3.3). Stoga ¢emo rjeSenje
u traZziti Fourierovom metodom, odnosno u obliku "beskonacne superpozicije" stojnih

valova:
e nreet . nrct . /NTTX
wmd)= ¥, {An cos < l > + By sin (T)} sin (T) (3.8)

n=1

Pomodu pocetnih uvjeta odredit éemo preostale nepoznanice A, i B,. Uvrsta-
vanjem funkcije # u pocetni poloZaj imamo:

u(x,0) = uplx) = i Ay sin (@)

n=1

Kako bismo iskoristili pocetnu brzinu, potrebno je pronaci formalnu derivaciju
funkcije u po varijabli t, derivirajuéi pripadni red ¢lan po ¢lan:

ou & nric . nrect nrc nrect . /NTTX
g(x,t) = Z {—AnTsm( l ) +BnTcos< l )} sin (T)’

n=I1

zatim uvrstiti t = 0:

ou — _ N7Ic . (N7X
—t(x,O)—vo(x)—nngn l sm( l )

Koeficijente A, i B, odredit ¢emo iz Fourierovih redova za funkcije 1 i v.

Napomena 5. U slucaju da, umjesto Dirichletovih rubnih uvjeta u oba kraja, u lije-
vom kraju zadamo Neumannov rubni uvjet, a u desnom kraju zadrZimo Dirichletov rubni
uvjet, analognom postupkom dobivamo oblik rjesenja pocetno-rubne zadace za valnu jed-

nadzbu:
e 2n — 1) 7tct
u(x, t) =Y {An cos (%)

n=1

. <(2n —211)71(:15)} o ((Zn —211)7'cx)'

Koeficijente Ay, i By, odredujemo iz Fourierovih redova za g i vg:

wo(x) = Y Ay cos (%)

n=1

=2 (2n—1)mc <(2n—1)7'[x)
vo(x) = ) Bp———cos | ——— ).

LB 3

Zadamo li u lijevom kraju Dirichletov, a u desnom Neumannov rubni uvjet, tada ce rjese-
nje imati oblik:

) = 3 [ dncos (2107

n=1

B sin <(2n —211)7m>] n ((zn —211)7rx>,
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a koeficijente A, i By, ponovno odredujemo iz Fourierovih redova za g i vg:

uo(x) = Y. Aysin (%)

n=1

=2, @n—-1)mc ((Zn—l)nx)
vo(x) = By g ——2— 1,

LB 3

3.2 Fourierovi redovi
Kako bismo odredili rjeSenje pocetno-rubne zadaée za ogranicenu Zicu potrebno

je razviti funkcije ug i vy u Fourierov red. Fourierov red je trigonometrijski red, on
predstavlja beskona¢nu sumu sinusa i kosinusa:

i (a, cos (nx) 4 by, sin (nx)), (3.8)

I\J|o

za neke ap,a,,b, € R, n € IN. Da bismo odredili navedene koeficijente, koristit
¢emo sljedecu lemu:

Lema 3. Za n, k € IN vrijedi:

1, 5=k
0, inace

L[5 cos (mx) cos (k)dx = {

. g 18=k
%fozn sin (nx) sin (kx)dx = {0 -
L [*7 cos (nx) sin (kx)dx = 0

PomnoZzimo (3.9) s cos (kx), zatim formalno integrirajmo dobiveni izraz po vari-
jabli x na segmentu [0, 27

27ff( ) cos (kx)dx = —/ cos (kx)dx

0
2w %
+/ Z ay cos (nx) cos (kx) + by sin (nx) cos (kx)) dx.
Primijetimo, cos (2k7t) = 1, za svaki k € N stoga vrijedi

27
/ cos (kx)dx = 0.
0

Sumu u gornjoj jednakosti integriramo ¢lan po ¢lan:

(0]

2ﬂf(x) cos (kx)dx =) <an /Ozn cos (nx) cos (kx)dx

n=1

27
—i—bn/ sin (nx) cos (kx)> dax,
0
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to moZemo napraviti ako je red uniformno konvergentan.
Primjenom Leme 3 na prethodnu jednakost dobivamo formulu za ra¢unanje ko-
eficijenta ay:

27
A = % . f(x)cos (kx)dx, k € IN.

Ako (3.9), umjesto s cos (kx), pomnozimo sa sin (kx) analognim postupkom do-
bivamo formulu za koeficijent by:

1 2r
by = p f(x)sin (kx)dx, k € IN.
0

U slucaju da (3.9) samo integriramo po varijabli x na segmentu [0, 27|, dobivamo
koeficijent ay:

1 2«
=/ Flx ),

Navedeni koeficijenti ay, by i a9 nazivaju se Fourierovi koeficijenti, a pripadni (3.9)
naziva se Fourierov red za funkciju f.

Uocimo da vrijedi
|an cos (nx) + by sin (nx)| < |a,| + |bxl,

stoga primjenom Weierstrassovog kriterija Fourierov red za funkciju f ¢e konver-
girati uniformno i apsolutno ako konvergira red Y_(|a,| + |bx|).

Teorem 8. Ako je funkcija f : [0,27t] — R neprekidna i po dijekovima klase C*, onda
njezin Fourierov red konvergira uniformno i apsolutno.

Pogledajmo neke posebne situacije koje ¢e nam biti potrebne u nastavku.

Lema 4. Neka je funkcija f : R — R 2m-periodicna i po dijelovima neprekidna na
segmentu [0, 27t].

o Ako je funkcija f parna, onda je
2 T
Ap = %/0 f(x)cos (nx)dx, b, = 0.
o Ako je funkcija f neparna, onda je
2 g :
an =0, b, = %/0 f(x)sin (nx)dx.

Neka je funkcija f definirana na segmentu [0, 7t], odnosno neka je f : [0, 7] — R.
Funkciju f moZemo prosiriti po parnosti:

f(=x) = f(x), x € [0, 7]
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na segment [—7t,0]. Zatim, funkciju f moZemo prosiriti po periodi¢nosti sa seg-
menta [—7r, 77] na cijeli R. Tada se red

> +HZ;1ancos nx), :—/ f(x)cos (nx)dx

dobivene prosirene funkcije f, naziva Fourierov red po kosinus funkcijama.
Analogno, uz uvjet f(0) = f(7r) = 0, funkciju f moZemo prosiriti po neparnosti:

f(=x) = —f(x), x € [0, 7]
na segment [—7t, 0], zatim po periodi¢nosti i na cijeli R. Tada se red
oo 2 7T
Y bysin (nx), by, = %/ f(x)sin (nx)dx
0

naziva Fourierov red po sinus funkcijama.

Teorem 9. Neka je funkcija f : [0, 1] — R neprekidna i po dijelovima klase C'. Tada
Fourierov red funkcije f po kosinus funkcijama konvergira uniformno i apsolutno prema
f. Ako je dodatno f(0) = f(mr) = 0, ista tvrdnja vrijedi za Fourierov red po sinus
funkcijama.

Izveli smo Fourierove redove za funkcije definirane na segmentu [0, 2], ali nama
su Fourierovi redovi potrebni za funkcije definirane na segmentu [0, 2/].
Neka je funkcija f : R — R 2l-periodi¢na. Definirajmo funkciju

7TX

y(x) = T

takva funkcija ¢e bijektivno i monotono preslikati segment [0, 27t] u segment [0, 21].
Inverz navedene funkcije je

Tada je funkcija

f) = £ (2) = £

7T

27t-periodi¢na te njezin Fourierov red za funkciju f ima oblik

50 Z ay cos (ny) + by sin (ny)),

iz ¢ega, zamjenom varijabli dobivamo Fourierov red za funkciju f:

D 5 (mveos (UF7) wvusin (7)),
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uz koeficijente

1 27 nx

= | f(x) cos <T>dx, neN,
1 [2m . /NTTX

bn—; 4 f(x)sm(—Z )dx,nEIN.

Analogno definiramo Fourierov red po kosinus, odnosno sinus funkcijama:
s S ia cos(@> a —E/nf(x)cos(@)dx
2 = n l 7 %*n — T Jo l 7
v f BT 2 = .. FRIEE
Z by sin <T>, b, = %/0 f(x)sin (T>dx.

Formalnim smo ra¢unom ranije dobili:

up(x) = i Ay sin (g),

n=1

— nrtc nicx
vo(x) = ) By——sin|—),
0 ; "l ( I )

ako ug i vy zadovoljavaju pretpostavke Teorema 9, onda su to Fourierovi redovi
po sinus funkcijama za funkcije 1y, odnosno vy, stoga su koeficijenti A, i B,
Fourierovi koeficijenti navedenih redova, $to znaci da vrijedi:

i . U
Ap = 7/0 up(x) sin <T>dx,
2 I

. (NTIX
By = g | vo(x) sin (T)dx.

(3.10)

Sljede¢im teoremom ¢emo opravdati navedeni postupak odredivanja rjeSenja
pocetno-rubne zadace.

Teorem 10. Neka funkcije ug i vy zadovoljavaju:
e u( je neprekidna i po dijelovima klase C*
e 0|, je neprekidna i po dijelovima klase C'
o uvjete kompatibilnosti: uo(0) = ug(l) = uy(0) = uf(I) = v9(0) = vo(l) = 0.

Tada je izrazom (3.8), gdje su A, i By oblika (3.10), dobro definirana funkcija u €
C2([0,1] x Ry) kaja je rjesenje pocetno-rubne zadace. Parcijalne derivacije funkcije u
reda manjeg ili jednakog 2, moZemo dobiti formalnim deriviranjem reda clan-po-clan i svi
ti redovi konvergiraju uniformno i apsolutno.
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Napomena 6. U slucaju da je u lijevom kraju zadan Neumannov, a u desnom Dirichletov
rubni uvjet, kako smo i ranije naveli, koeficijente A, i B,, racunamo iz Fourierovih redova
za funkcije pocetnog polozaja i pocCetne brzine:

ZA COS( 211)7Tx),
ZB (2n—1) Os(@).

Analognom postupkom odredujemo navedene koeficijente:

A= %/Ol - <W)dx,
B, — ﬁ /Ol a5) eos (W)dx.

Takoder, analogno odredujemo koeficijente A,, i B,, u slucaju Dirichletovog rubnog uvjeta
u lijevom i Neumannovog u desnom kraju:

l _
An:%/ o(x) sin (2n—1)mx dx,
I Jo 21

By = ﬁ /Ol vo(x) sin (W)dx.

Kako bismo bolje razumili postupak, odredit ¢emo rjeSenje pocetno-rubne zadace
za valnu jednadzbu primjenom Fourierove metode u sljede¢em primjeru.

Primjer 1. Promotrimo osciliranje homogene, na krajevima ucorscéene Zice duljine | = 6,
linijske gustoce p = 4, napete s a = 16. Udarac krutog ravnog cekica sirine € = 0.4
pobuduje gibanje Zice u tocki x = 4 tako da je pocetna brzina Zice na segmentu [3.8,4.2]
jednaka 2. Zica je u trenutku t = 0 postavljena horizontalno. Zapisimo pocetno-rubnu
zadacéu, zatim ju rijeSimo Fourierovom metodom.

Rjesenje. JednadZba gibanja, odnosno titranja Zice glasi:

P 0 = 5 (a5 (50)) = 5.

Uvrstimo li zadane podatke a = 16, p = 4, f = 0 imamo:

0%u 0 ou
LA (16a (x, )) o,
odnosno
du du
W(x,t) —4ﬁ(x,t) = 0,
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§to je homogena valna jednadZba s konstantom ¢? = 4, odnosno ¢ = 2.
Poznato nam je da je Zica u¢vrscena u krajevima, $to nam daje rubne uvjete:

(04 =10, @11} =u6.4) = .
Zica se u pocetnom trenutku nalazi u horizontalnom poloZaju, odnosno pocetni
polozaj zice je jednak O:
u(x,0) = up(x) =0.

Pobudujemo titranje Zice udarcem ¢ekic¢a na segmentu [3.8, 4.2}, ¢ime je definirana
pocetna brzina:

e 0,0<x <38
= (1,0) =v9(x) = 12,38 <x <42
0,42 <% <56

RjeSenje pocetno-rubne zadade traZzimo u obliku:

u(x, t) = i (An cos <”” ) —i—anm(

) ) i n i1 >
n=1 l
Uvrstimo poznate podatke:

u(x,t) = ; (An cos (2 ) +B, sm< )> : n76tx>
E () em () )

Koeficijente A, i B, odredujemo iz Fourierovih redova za u i vp:

Ay = l/uo sm(ml-[x)dx

2 ¢ . (NTX
Bn_n—rcc Ovo(x)sm( i )dx

1z up(x) = 0 direktno slijedi A, = 0. Uvrstimo pocetnu brzinu i odredimo koefi-
cijente By:

4.2

B; = % 3:225111 (?)dx = —%% cos <%>

12 42nmy 3.8nm

=32 cos 3 cos 3

12 cos 9nm nm

T 2 30 “S\70 ) )

Uvrstimo koeficijente A, i B,, u funkciju u:
= 12 1917t nr nrt nix
£ — 12 B nm [ nmt
u(x,t) n; e (cos( 20 ) cos( - >> sm< 3 >sm (—6 ),

x €[0,6],t >0,

time smo odredili rjeSenje dane pocetno-rubne zadace. Slika 3.1 daje vizualni pri-
kaz rjeSenja ovog primjera kroz vrijeme.

3.8
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(a)t =0 (b) t =05 () t=1 (d)t=15
(e)t =2 (f) t =25 (g)t=3 (h) t =35
() t=4 (j) t = 45 (K)t=5 (1)t =55

Slika 3.1: Promjena grafa funkcije u kroz vrijeme

Ukoliko je rjeSenje pocetno-rubne zadacde jedinstveno, moguce ga je vizualizirati
na grafu. RjeSenja pocetno-rubnih zadaca uz zadane Dirichletove rubne uvjete, ili
kobinaciju Dirichletovog i Neumannovog rubnog uvjeta, moguce je vizualizirati
koristenjem web aplikacije (vidi [7]) ¢ijiizgled je prikazan na Slici 3.2. U aplikaciji
vidimo graficko sucelje unutar kojeg unosimo duljinu Zice, brzinu Sirenja vala,
zadajemo rubne uvijete, te unosimo funkcije pocetog poloZzaja i brzine. Klikom na
gumb AZuriraj, na gornjoj polovici ekrana prikazat ¢e se pocetno-rubna zadaca
koju smo zadali, dok ¢ée se ispod toga, unutar koordinatnog sustava prikazati graf
funkcije u. Pritiskom na gumb Pokreni animaciju, vidimo kako se funkcija # mijenja
u stvarnom vremenu.

®mathos Titranje napete zice
Valna jednadzba: Rubni uve Pogetni uvieti
% 9 0%u u(0,t) =0 ug(z) =
Z (@) — P oa(2,) =0 u10.6) alz)
o 822 u(l,t) =0 vo(z) =
Duljinatice: 1= 0
Brzina irenjavala : ¢ = 0
<=0 (EiEhEy
3 Rubni ujeti :
<=1 (e
@  Pocetni polozaj : ug(z) = E]
B Pocetnabreina: w(z) = ®
vatea Cuc

Slika 3.2: Web aplikacija za vizualizaciju titranja Zice kroz vrijeme
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Sazetak

Ovaj rad analizira titranje Zice primjenom valne jednadzbe i odgovarajuc¢ih mate-
matickih metoda. Razmatraju se rubni i pocetni uvjeti te se objasnjavaju osnovne
karakteristike valne jednadZbe. Posebna paZnja posveéena je D’Alembertovoj for-
muli, kao i Fourierovoj metodi i Fourierovim redovima za rjeSavanje pocetno-
rubnih zadaca. Rad pruza uvid u matematicke tehnike koje omogucuju razumi-
jevanje i modeliranje vibracija Zice, s naglaskom na njihove primjene u znanosti i
inZenjeringu.

Kljuéne rijeci
valna jednadzba, rubni i pocetni uvjeti, homogrnizacija rubnih uvjeta, pocetno-

rubna zadada, karakteristike valne jednadZbe, D’Alembertova formula, Fouri-
erova metoda, Fourierovi redovi
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Naslov rada na engleskom jeziku

Summary

This paper analyzes the vibration of a string using the wave equation and rele-
vant mathematical methods. It examines boundary and initial conditions, and
explains the fundamental characteristics of the wave equation. Special attention
is given to D’Alembert’s formula, as well as Fourier’s method and Fourier series
for solving initial-boundary value problems. The paper provides insights into the
mathematical techniques that enable the understanding and modeling of string
vibrations, with a focus on their applications in science and engineering.

Keywords
wave equation, boundary and initial conditions, homogenization of boundary

conditions, initial-boundary value problem, characteristics of the wave equation,
D’Alembert’s formula, Fourier method, Fourier series
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