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1 | Uvod

U ovom zavr$nom radu objasnjena je osnovna teorija koja je nuzna za razumije-
vanje pojma redova realnih brojeva i njihove konvergencije. Takoder, navedena
su i analizirana neka svojstva redova realnih brojeva te su navedeni neki primjeri
takvih redova. Rad se sastoji od tri poglavlja: Osnovni pojmovi, Usporedivanje
redova, apsolutna konvergencija redova te Kriteriji konvergencije redova.

U prvom poglavlju smo definirali sam pojam niza realnih brojeva, pojam niza
parcijalnih suma, pojam konvergencije niza te pojam reda realnih brojeva. Detfi-
nirali smo kada je red konvergentan i divergentan te nuzan uvjet konvergencije
reda. Uz to smo iskazali teorem koji govori o konvergenciji linearne kombinacije
konvergentnih redova, te naveli primjere redova, kao $to su harmonijski red, ge-
ometrijski red i Dirichletov red.

U drugom poglavlju definirali smo red s pozitivnim ¢lanovima te osnovna svoj-
stva za takve redove. Iskazali smo kako usporedivati redove te definirali kada je
red apsolutno, a kada uvjetno konvergentan, te osnovna svojstva za apsolutno ko-
nvergentne redove.

U posljednjem poglavlju naveli smo koji su to kriteriji konvergencije redova te po-
kazali na primjeru kako koristiti te kriterije.






2 | Osnovni pojmovi

Za potrebe razumijevanja u daljnjem radu uvest éemo pojam niza realnih brojeva.
Funkciju a : N — Snazivamonizu S. Sada za n € IN piSemo a(n) = a,iay,
nazivamo n—ti ili op¢i ¢lan niza a. Uobi¢ajena oznaka za niz je (ay), ili samo (a,).
Za kodomenu niza mozemo uzeti bilo koji neprazan skup. Mi éemo promatrati
slucajeve kada je kodomena skup realnih brojeva RR.

Primjer 1. Niz kojemu je opéi clan zadan s a, = * je niz realnih brojeva.

Primjer 2. Geometrijski niz definiramo na nacin da je kvocijent susjednih ¢clanova kons-
tantan; tocnije:

An+1 2
= ——=a, =0y 1 Oyt1 = Op = \/0y—1 - Ap11,2an=2,3,---
ap—1 ap

an

Dakle, svaki clan (osim prvoga) u geometrijskom nizu (ako su mu ¢lanovi realni i pozi-
tivni) je geometrijska sredina’ susjednih clanova.
Ako kvocijent dvaju susjednih ¢lanova oznacimo s q, ocito Ce biti

2 n—1
a2:a1q1a3:a2q:alq/"'/an:alq 7t

Izraz ay, predstavlja opéi clan geometrijskog niza.

Pojam konvergentnog niza jedan je od najvaznijih pojmova u ovom radu.
Zaniz (a,) realnih brojeva kazemo da je konvergentan ako postoji realan broj a,
sa svojstvom da za svaki € > 0 postoji prirodan broj ny takav da je |a, —ag| < €
za svaki prirodan broj n za koji je n > ng. Broj ayp nazivamo limes niza (a,), a za
niz (a,) kazemo da konvergira broju ay i piSemo 1i_r>n ay = dp.

n—oo
Primjer 3. [6, str. 68] Niz (1) konvergira i li_r>n 1 — 0. Zaista, za € > 0 postoji prirodan
n—oo
broj ng takav da je ng > % Odavde n > ng povlacin > %, Sto daje % < €; dakle

(n>mng) = (I%—O':%<e),

a to pokazuje da je nh_r)rc}o - =0.

U nastavku bit ¢e definiran red realnih brojeva, konvergencija reda te ¢e biti
navedeni neki primjeri redova.

1Za nenegativne brojeve a i b, broj v/ ab nazivamo njihovom geometrijskom sredinom.

1



2.1. POJAM REDA 2

2.1 Pojam reda

Neka je (a,,) niz realnih brojeva. Niz parcijalnih suma (s, ) definira se induktivno
kao:

51 = M1
Sy = I + ar
S3 — 1 —+ ar + as

Sn o= aptaytee+ay

Lako se vidi da je s, suma prvih n ¢lanova niza (ay).

Definicija 1. Uredeni par nizova realnih brojeva ((ay), (sn)) nazivamo redom realnih

brojevaioznacavamos Y a,. Pritome a, nazivamo opéim clanom, a s, nazivamo n—tom
n>1
parcijalnom sumom reda ) a,.
n>1

Jos neke od oznaka zaredsu ) a,ili Y a,iliay+a+---+a,+---.
nelN

Primjer4. ) n=14+24+3+---+n+--- jered.
nelN

2.2 Konvergencija redova

Definicija 2. Neka je (a,) niz realnih brojeva. KaZemo da je niz (a,) sumabilan u R ili
da je red Y a, konvergentan u R ako je niz parcijalnih suma (s,) reda ) a, konvergentan
u R. Pri tome broj

s = lim 5z,
n—oo

zovemo sumom reda Y_ a, i oznacavamo sa

s=)Y ap=a1+a+-Fag+---. (2.1)

n=1
Red Y ay, je divergentan ako je niz parcijalnih suma (s, ) divergentan.

Sad kada smo uveli definiciju konvergencije reda, moZemo vidjeti da simbol

Y. a, ima dvostruko znacenje. S jedne strane to predstavlja ureden par dvaju

nizova (a,) i (sx) i to znacenje ¢e za nas biti i primarno, dok s druge strane to

oznacava i broj s = li_r>n sn, ako niz (s,) konvergira. Kad god budemo htjeli da
n—oo

nam taj simbol predstavlja broj, pisat éemo ,granice” sumacije, odnosno pisat

(o]
emos = ) ay.
n=1
Kako sunam od posebnog interesa konvergentni redovi, iskazat ¢emo i dokazat
nuzan uvjet za konvergenciju reda.



2.2. KONVERGENCIJA REDOVA 3

Teorem 1. (Nuzan uvjet konvergencije reda)|3, str. 162] Ako red Y a konvergira,

n=1
onda niz (a ), konvergira k nuli, tj. vrijedi
(1; a, konvergira) = (}1_130 iy = DO (2.2)
Dokaz. Ako red (2.1) konvergira k broju s, onda vrijedi
lim a, = lim (s, —s,—1) = lim s, — lim s, 1 =s—s=0.

n—oo n—00 n—oo n—oo

U
Obrat implikacije (2.2) opéenito nije istina, $to je vidljivo iz sljedeéeg primjera.
Primjer 5. [6, str. 82| Harmonijski red

= 1 11
ZE_4+ gt (2.3)

divergira k +oo.
Uocimo da vrijedi

Spt1 =1+ +1+ L =5 +L>s
&g — n n+1 " n+1 =

Time smo pokazali da niz (s, ) parcijalnih suma reda (2.3) strogo raste. Tordimo da pozniz
s(2") = spn,n € N, niza (2.3) divergira k +oo.
Koristeéi k—+1 < % za svaki k € IN, dolazimo do

s(1)=1,s(2) =1+ 1,

2
1, #1 .1 1 /1 1 1
2y — . S8 i 5= = i B | g 5
s(2)-s(4)-1+2+<3+4)>1+2—|—(4+4) 1+2 >
1 1 1 1 1 1 1 1
s(2°)=s8)=s(@)+c+z+s5+;>s@)+z+z+z+z=
5678 888" 8 (2.4)
—s@)+i>142-24to143.] |
B 2 272 2
Ako je
1
s2")y >1+n- 5 (2.5)
onda je
1 1 1
n+1 n L —
@) =@t T e
1 1
n DY —_— n n
AR T TR T TR T T e R BT

i) il 1
> (1+n-§)+§—1+(n+1)§.



2.3. PRIMJERI REDOVA REALNIH BROJEVA 4

Metodom matematicke indukcije zakljucujemo da (2.5) vrijedi za svaki n > 1. Buduéi da
smo pokazali da podniz (s(2")) strogo rastuceg niza (s,) divergira k +oo, to znaci da i

niz (sy) divergira k 4+o0, odnosno lim s, = +oo. Primijetimo, red divergira, a vrijedi
n—00

li_r>n 1 = 0. Mozemo zakljuciti da cak ako niz opéih clanova konvergira k nuli, pripadni
n—oo

red ne mora konvergirati, odnosno da ne vrijedi obrat Teorema 1.

Sljededi teorem govori o konvergenciji linearne kombinacije konvergentnih re-
dova.

Teorem 2. [3, str. 163] Nekasu Y, a,i Y., b, konvergentni redovi sa sumama A i B.
n=1 n=1

Za svaki par A,y € C je red § (Aay + uby,) konvergentan i vrijedi
n=1

Y (Aan+pby) =AY an+u ) ba
n=1 n=1

n=1

Dokaz. Ozna¢imo A, = a;+---+ay, By =b1+---+b,, C, = (Aag+ uby) +
-+« + (Aa, + uby,). Kako je C, = (AA, + uB,) zasve n € N, imamo lim C, =

n—oo
o]

Alim A, +]/tnli_r>n B,. Sada se lako vidi da je f (Aan +uby) = A i ap +
oo =1

by.
B =1 =1

0

n

2.3 Primjeri redova realnih brojeva

Kako bi bile jasnije prethodne definicije i teorem, promotrit ¢emo nekoliko pri-
mjera redova te pokazati njihovu konvergenciju.

Primjer 6. [2, str. 280] Geometrijski niz je niz realnih brojeva sa svojstvima definiranim
u Primjeru 2. Pripadni geometrijski red je

ay +a1q+a1q2+ 5 8 +a1qn_1 + ... = Z alqn_l.
n=1

Ako je q # 1, onda je

Su=m+aq+ag +-+ag" " (2.6)
Ako se relacija (2.6) pomnoZi sa q, dobiva se izraz:

GSn = a1 + mq* + aq° + - - - + a14". (2.7)
Sada oduzimanjem relacija (2.7) i (2.6) dobijemo

Sn(1—=q) = —ag" = a1 (1—q"),
iz ¢ega slijedi:

i a, a,

_ 1__q _ n
S =im - —g~ T—p 1—g q". (2.8)




2.3. PRIMJERI REDOVA REALNIH BROJEVA 5

Promatramo konvergenciju izraza (2.8) za netrivijalne slucajeve. Akojea; # 0i|q| < 1,

dobijemo:
o __ A !

Ako je ay # 01i |g| > 1, dobijemo:

dok za q < —1 neparni clanovi niza divergiraju u 4oo, a parni u —oo
Ako je |q| = 1, razlikujemo jos dva slucaja:
Zagq=1j S, =1+14+1+.---+1=nteS = lim n = oo, red divergira.

n—o0
Za q = —1, niz parcijalnih suma (Sy,) je 1,0,1,0, - - -, pa niz (S,) divergira.
TDTkle, geometrijski red konvergira za |q| < 1 i suma mu je S = 1‘%7, a divergira za
gl = L.

Evo joé nekoliko primjera redova:

Red Z = 15+ % 4 3%4 + - - - konvergira i ima sumu 1, [6, str. 81].

n+1

Hiperharmonijski red Z -z, & > 0, konvergira onda i samo onda ako je & > 1.
n=1

Primjerice redovi:

e 1 s 1 k a
a) ;El nZ’ngl 3= konvergiraju,
o 1 = 1 ) ..
b) ngl ﬁ’n§1 7 divergiraju, [1, str. 176].
Dirichletov red ) % :1+2lp+3lp+--- , PER,za
n=1

a) p > 1, konvergira,
b) p <1, divergira.

Za p = 1 Dirichletov red je zapravo harmonijski red za koji smo ve¢ pokazali
da divergira, [8, str. 345].

Na idu¢em primjeru pokazat éemo kako primijeniti nuZan uvjet konvergencijeina
taj nacin ubrzati provjeru odredivanja konvergira li odredeni red ili ne. Ukoliko
neki red ne zadovoljava nuZan uvjet konvergencije, odmah moZzemo zakljuciti da
je divergentan.

Primjer 7. [5, str. 116] Red Z ”2 3 je divergentan jer nije ispunjen nuZan uvjet ko-

nvergencije, odnosno:

. n?+5
nlgroloan_nlgrz}on2+ 1#0
Kako bismo jednostavnije mogli provijeriti konvergenciju i drugih sloZenijih re-
dova, u iducoj cjelini promotrit éemo jo$ neke od nacina provjere konvergencije.






3 | Usporedivanje redova, apso-
lutna konvergencija redova

Kako bismo ispitali konvergenciju reda ) a,, moZemo promatrati red apsolutnih
vrijednosti ¢lanova polaznog reda }_ |a,|, odnosno red s pozitivnim ¢lanovima.
Zatim taj red apsolutnih vrijednosti usporedujemo s nekim poznatim redom ¢iju
konvergenciju znamo, npr. geometrijski red za koji smo u Primjeru 6. razjasnili
konvergenciju.

Definicija 3. Red ) a, nazivamo redom s pozitivnim clanovima ako je a, > 0, za svaki
n € IN.

Teorem 3. [3, str. 164]

1. Red ) ay, s pozitivnim clanovima konvergira ako i samo ako je njegov niz parcijalnih

suma (s, ), ogranicen. Tada je Y a, = sup{s, : n € N}.
n=1

[ee]
2. Ako red ) a, s pozitivnim ¢lanovima konvergira, onda njegova suma ne ovisi o

n=1
poretku clanova, tj. vrijedi % ap = i Ay (n), gdje je 0 : IN — IN bijekcija (per-
mutacija). " "
Dokaz. :
1. Neka je (s, ), niz parcijalnih suma reda E ay. Znamo dajes,+1 = sy + a,41,
te je i (sp)n rastuéi. Ovakav niz je konn\?érgentan onda i samo onda ako je
ogranicen.

2. Oznacimo sa (s),), niz parcijalnih suma reda §1 a,,, pri emu je a;, = ().
n=

Ako uzmemo proizvoljni n € IN postoje p,q € N takvidajec (1) < p,0(2) <

p,--,0(n) <ptl) <q,712) <q, - ,t(n) < g, pricemujet =0}, iz

Cega vidimo kakoje sy, = (1) + gy + -+ gy < a1+ a2+ +ap =sp

Lsn =12+ -+ n = Gy (z(1)) T g(x(2) T ¥ Ao(x(w) S Fo(1) T 0(2) T

s+ + 8, = s,. Rezultat toga je sup{s, : n € N} = sup{s, :m € N},

[ee] o
odnosno Y a, = lim s, = lim s, = Y} a),.
n=1 n—oo m—00 m=1



3.1. USPOREDIVAN]JE REDOVA 8

Primjer 8. [8, str. 331] Pokazimo da jered Y. 2, p € R konvergentan za p > 1.
n=1

Kako je u pitanju red sa pozitivnim clanovima, niz n—tih parcijalnih suma (s, ) je rastuci.
DokaZimo da je niz (s, ) odozgo ogranicen.

Stavimo p = 1+ q, gdje je g > 0.

Ako u nejednakost

S S 1 1
(n+1)7 " (n+2)

stavimo redomn = 2,4,8,--- ,2k=1 ..., dobijemo nejednakosti
11,11
3r 4 2r 247
1.1 1 1 1 /1Y
5 e T ey St T )
! + . s ! <8 S = ’
9r 107 167 g \21)’
! + ! FNSRIREE SO DR S -
@1y @2y @y @y " \z)

7ttty

iz ¢egu slijedi da za parcijalnu sumu s,y vrijedi

1 1 1%% 1\*1
52k<1+—'+—+ — _|—_|_ _ —

2r 21 21 29
) k-1
21 21

No ovo znaci da je niz n—tih parcijalnih suma (s, ) ogranicen odozgo, tj. da je

1

1 £,
14+ = -
Sn < +2p+1_%

Stoga, na temelju Teorema 3 slijedi da je dani red konvergentan za p > 1.

3.1 Usporedivanje redova

Lema 1. (Usporedivanje redova)[4, str. 76] Nekasu Y, ani )Y, by redovi s pozitivnim
n=1 n=1
¢lanovima i neka postoji takav broj ¢ > 0, da vrijedi a, < c - by, n € N.



3.1. USPOREDIVAN]JE REDOVA 9

1. Akored Y by konvergira, onda konvergiraired Y, ayivrijedi: Y a, <c-

b,.
n=1 n=1 =l n=1

2. Ako red f ay divergira, onda divergira i red f b

n=1 n=1
Dokaz. Za parcijalne sume tih redova vrijedi:
On=d1+a+ ---+a,<c-(b1+br+---+by) =c-su, . 00 < 5.
Nizovi (0,) i (s) su monotono rastudi, i ako je b = sups,, ondajes, < bio, <
c-b, tj. niz (0,) je monotono rastuéi i ograni¢en odozgo. Prema tome, postoji

o0
limo, =a <c-b. Akored Y, a, divergiraio, < c-s,, onda ocito divergira i red
n=1

Y by 0
n=1

Teorem 4. [3, str. 166] Neka je (ay,), niz u C.
1. Ako konvergira red

Y |anl, (3.1)
n=1

(e.9) [ee] [ee]
onda konvergiraired Y. a,ivrijedi| Y. a,| < Y |ay|.
n=1 n=1 n=1

2. Ako konvergira red (3.1) i ako je o : IN — IN bijekcija, onda konvergira i red
Y. Aoy Lorijedi ) an = Y Ay
n=1 n=1 n=1

Dokaz. 1. Ako pretpostavimo da je (a,), niz u R te definirajmo

+_{ a, akojea, >0 __{ 0 akojea, >0
b =

a § ’ an - s *
0 akojea, <0 —a, akojea, <0
Za nizove (a; ), i (a;; ), s pozitivnim ¢lanovima vrijedi

ay =a; —a,, l|as| =a; +a,, zasvakin € N.

oo
Prema pretpostavcired Y |a,| konvergiraikako za svakin € N vrijedia; <
n=1

(o] (o]

lan|,a,; < |an|, po Lemil. redovi ¥ a, i Y a;, konvergiraju. Oznadimo s
n=1 n=1

A™ i A™ njihove sume. Tada po Teoremu 2. vrijedi

A — A=Y @t =Y a, = Y (@ —a )= )
n=1 n=1 n=1 n=1
tji. red ) ay, je konvergentan. Teorem 3. nam govori kako imamo A* =
n=1
&0 _|_ . — g — .
n§1 A 1 A™ = ngl Ay te dolazimo do

(e ]

n;an = At A" = Z(a:(n) — a;(n)) = gaa(n).

n=1 n



3.2. APSOLUTNO KONVERGENTNI REDOVI 10

II. Neka je (an)n nizu C, a, = ay + iBn, &n, Bn € R. Kako 1mamo daje |an| <
|anl|, |Bn| < |an|, za svaki n € N, tada su redovi Z |l | i Z |Bn|, konver-

|
gentni, a odatle konvergiraju i redovi Z 0y i Z Bn, iz ¢ega ponovo slijedi
n 1 n=1

konvergencija reda Z (il - fy) = Z a,. Nadalje, za svaki k € IN imamo

n=1 n=1

3

| Z | < Z |an| < § |a,|, pa za k — oo dobivamo | Z ay| < 2 |ay|.

n=1 n=1 n=1 n=1
Kona¢no, Y a, = Y an+i Z By = Z By +1 Z Botny = L (ag(m) +
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
By ): 3 Qg (n)
n=1
L

Primjer 9. [4, str. 77] Ispitajmo konvergenciju reda )" (—1)”_1;15 =1- 515 + 3175 -

41—3 + -+ Kako red 21 lan] = E % =1+ 2% - 3% + - - - konvergira, po Teoremu 4
n
konvergira i zadani red.

3.2 Apsolutno konvergentni redovi

Definicija 4. Za red realnih brojeva }_ a,, kaZemo da je apsolutno konvergentan ako je red
apsolutnih vrijednosti y_ |a,| konvergentan.

Definicija 5. Red realnih brojeva y_ a, je uvjetno konvergentan ako ) a, konvergira, ali
red apsolutnih vrijednosti y_ |a, | divergira.

Uz ove definicije Teorem 4. moZemo iskazati i ovako: apsolutno konvergentan
red je konvergentan; clanove apsolutno konvergentnog reda mozemo po volji permutirati,
a da se suma reda ne promijeni, tj. za apsolutno konvergentan red vrijedi komutativnost
zbrajanja [6].

Teorem 5. [3, str. 167] Neka su ) ay, Y by, redovi u C i neka postoji K > 0 tako da je
lan| < K|by|, Vn € N.

Ako red Y b, apsolutno konvergira, onda apsolutno konvergira i red ) ay.
Ako red Y a,, ne konvergira apsolutno, onda niti red y_, b, ne konvergira apsolutno.

Primjer 10. [9, str. 376] Primjenom Teorema 5 ispitat éemo konvergenciju reda

>, gin’ (#x)
e

=
=

Vrijedi

,zasvakin € IN, tj.
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11

< za svakin € IN

1
n2’

oo
ired ). % konvergira, stoga i pocetni red konvergira.
n=1






4 | Kriteriji konvergencije redova

4.1 Dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

U prethodnom poglavlju pokazali smo kako odrediti konvergenciju reda uspo-
redbom s nekim drugim konvergentnim redom. Sada ¢emo pojasniti neke od os-
novnih kriterija za odredivanje konvergencije redova.

Teorem 6. (D’Alembertov kriterif)[3, str. 167 ]
Neka je (an )y nizu Cia, # 0, za svakin € IN.

1. Ako postoje prirodan broj m i realan broj q € (0,1), takvi da vrijedi || < g za

(0]
svakin > m, onda red ) a, apsolutno konvergira.
n=1

2. Ako postoji m € N takav da vrijedi |‘ZZ—:1| > 1 za svaki n > m, onda red f ay
divergira. =
Dokaz. 1.Zan = m +k k € N, imamo |am+k| < q]am+k 1| < - < g¥am), iz
¢ega dolazimo do Z e Z g T te red Z | @, 1| konvergira
(jer je ma]orlzlran s konvergentmm geometrljsklm redokml) Tada konvergira

ired E |an|, to¢nije Z a, apsolutno konvergira.
n=1 n=

2. Prema drugom dijelu dobivamo |a,| > |a,,| > 0,Vn > m, i niz (a,), ne teZi
k nuli, tj. ne ispunjava nuzan uvjet konvergencije reda.
U

Teorem 7 (D’Alembertov kriterij u formi limesa)[5, str. 119]
Neka je Z ay, red s pozitivnim clanovima. Ako postoji l1m ZH = L, tada je red 2 Ay

=1 n=1
konvergentan za L < 1idivergentan za L > 1.

Dokaz. Za dokaz vidjeti [5, str. 119]. O
Teorem 8. (Cauchyjev kriterij)[6, str. 95] Neka je (ay,) niz kompleksnih brojeva.
1. Ako postoje prirodni broj m i realni broj q, 0 < q < 1 takvi da je

\/lan] < g, VYn>m,

onda red Y a, apsolutno konvergira.

L3
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2. Ako je

1/ |ag| =1

za beskonacno indeksa n, onda red Y, a, divergira.

Dokaz. 1.1z {/|a,| < q dobijemo |a,| < g" za n > m; dakle vrijedi

Z|an|<2‘7 —1—a

n=m q

Prema tome red ) a, apsolutno konvergira.

2. Uzmemo li da {/|a,| > 1 ispunjava uvjete za beskona¢no indeksa n, tada
opéi ¢lan reda ) a, nece konvergirati k nuli, pa ¢e red ) a, divergirati, jer
nuzan uvjet konvergencije reda nije ispunjen.

U

Napomena 1. Cauchyjev kriterij ce dati konvergenciju reda kad god daje i D’Alembertov
kriterij, dok obratno ne vrijedi.

Teorem 9 (Cauchyjev kriterij u formi limesa)[5, str. 121]

Neka je 2 ay, red s nenegationim clanovima. Ako posto;z hm {/a, = L,ondared 2 ay
=1 n=1
konverglm za L < 1idivergiraza L > 1.

Dokaz. Za dokaz vidjeti [5, str. 121]. O
Teorem 10. (Integralni Cauchyjev kriterij)[3, str. 170]
Neka je f : [1,4+00) — [0, +00) neprekidna i padajuca funkcija na domeni.

00 o0
1. Red Y. f(n) konvergira ako i samo ako integral [ f(x)dx konvergira.
n=1 1

—+o0
2. Ako red konvergira onda vrijedi [ f(x)dx < 2 f(n) )+ f f(x)dx
1
Dokaz. Neka je s, = i f (k) parcijalna suma reda te ozna¢imo s F(x) sljedece

ff )dt,Vx € [1,4o00).

Funkcija f padajucaje te Vk € N iVt € [k, k+ 1] imamo f(k+ 1) < f(t) < f(k).
k+1
Odatle dalje slijedi f(k+ 1) < f f(t)dt < f(k),Vk € N. Vrijedi

n+1

F(n+1):/ ;

1

it < éf(k) =

»\—I—

1)+/f(t)dt+---+ /f(t)dt:f(1)+F(n).

1
Dakle, Vin € Nje F(n +1) <s, < f(1) + F(n).
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—+o0
1. Neka konvergira [ f(x)dx, tj. postoji li_r>n F(x). Posto je F rastuca funkcija,
1 X—00

takav limes egzistira onda i samo onda ako je F ogranicena, to¢nije ako postoji

sup F. U tom slucaju vrijedis, < f(1) + sup F, tada je i rastuéi niz (s, ), ogra-

nicen, tj. red Y f(n), konvergentan. Obratno, ako red )  f(n) konvergira,
n=1 n=1

tada je niz (s, ), ogranicen $o povlaci kako je i niz (F(n)), ograni¢en. Zbog
rasta funkcije F je i ta funkcija ograni¢ena te postoji supF = lim F(x) =

S X—>00
if Flx)dee.

4.2 Alternirajudi (izmjenicni) redovi

[ee]
Definicija 6. Red ) a, ¢iji clanovi naizmjence mijenjaju predznak, zove se alterniraju-
n=1
¢im ili izmjenicnim redom.

Opcenito alternirajuéi red zapisujemo:

ag—ay+az—ag+---+ (—l)n_lgn +...= Z(_l)n_lan,

n=1

gdje je a, > 0 za svaki n.
Za alternirajudi red vrijedi sljededi kriterij:

Teorem 11. (Leibnizov kriterif)[3, str. 167
Ako niz (ay, )y realnih pozitivnih brojeva strogo pada i konvergira k nuli, tada alternirajuci

red f (—1)""ta, konvergira k broju A za koji vrijedi 0 < A < ay.

n=1

Dokaz. Uzmimo da je (s;), niz parcijalnih suma reda § (—=1)""a,. To povladi
n=1

da vrijedi sp, = (a1 —a2) + (a3 — ag) + - - - + (G2m—1 — 92m), . podniz (som)m

je strogo rastuéi. Takoder vidimo kako je spyy = a1 — (a2 —az) — -+ - — (agm—2 —

Aym—1) — om < a1, teje podniz (spm ), ograni¢en odozgo. Podniz (spp, )m je konver-
gentan; neka je A = limsyy,. 1z 55,41 = So + A2 +1 Vidimo da je limsy,41 = A,
m m

pa je takoder i liign sy = A. Iz prethodnog slijedi ocjena sy, < A < spy—1,Vm €
IN. O

4.3 Primjena kriterija za odredivanje konvergencije

Pogledajmo na primjerima kako se koriste kriteriji za odredivanje konvergencije
redova realnih brojeva.
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Primjer 11. [9, str. 377] Koriste¢i D’Alembertov kriterij konvergencije ispitat cemo ko-
nvergenciju redova:

oy 21 = Al
- ()
P P
Rjesenje:
(a) Red divergira posto je
ont+l 4 4
. n—|—1 _ . _
nlgro}o A _nl—>oo(n—|—1)4 on znh—l;lgo(n—i—l) 2>1
(b) Kako je
42n+2 1)1 3
. Apy1 . (351(1;!)) 16(n+1)3
lim 2 = lim — 53— — lim —
n—eo g,  n—oo 42(”3(71)!)3 n—oo (3n+1)(3n 4 2)(3n + 3)
n)!
2
= fim oL 16

n—e3(B3n+1)3n+2) 27
slijedi da je red konvergentan.
Primjer 12. [9, str. 378] Koristec¢i Cauchyjev kriterij konvergencije ispitat cemo konver-
genciju redova:
o) _|_ 1 n? o) 1
n
B (] %
0F ()" 0F mes

n=1

Rjesenje:
(a) Red divergira, jer je

n n
lim /@, = lim fz(”“) :;1 (1+1) 1im23,:%.1.e>1.

2 n n—roo
(b) 11m Vay = hm o +3) = 0 < 1, dakle red konvergira.

Primjer 13. [8, str. 347] Ispitajmo konvergenciju reda

i (="
n=1 % .
Rjesenje:
Ovdje je by, = +,by — 0(n — co). Kako jen < n—+1,tj. & > 15, dobivamo

by > by zasvakin € N, tj. niz (by), je padajuci i tezi nuli kad n ide u beskonacno.
Sada, na osnovu Leibnizova kriterija slijedi konvergencija reda.

Primjer 14. [2, str. 284] Ispitat éemo konvergenciju reda

Z Sll'l usporedwan]e
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Rjesenje:

Buduci da je sin It < 7 - 5,Vn, opéi clan zadanog reda manji je od pripadnog reda
s opcim clanom 7t - 2. Taj red je ujedno geometrijski red s kvocijentom q = %, pa je
konvergentan. Dakle, polazni red konvergira.

Primjer 15. [2, str. 289] Ispitat ¢emo konvergenciju reda

i 1
=il
pomocu Cauchyjevog integralnog kriterija.
Rjesenje:
+o0 +o0 1 t 1 t
1/ f(x)dx = 1/ e 1dx = tlgg 1 ch——de = tlgt(f)\o arctan(x) 1 =

= lim (arctant — arctan 1) =
t—ro0

ST
=N
e

Slijedi da polazni red konvergira.
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Sazetak

Tema ovog zavrSnog rada su kriteriji konvergencije redova realnih brojeva. Za po-
trebe njihovog definiranja, u prvom dijelu rada navedene su definicije i rezultati
vezani uz osnovne pojmove kao $to su red i konvergencija reda. Potom, za razumi-
jevanje kriterija konvergencije u drugom dijelu rada je definirano i na primjerima
prikazano usporedivanje redova te apsolutna konvergencija redova. U posljed-
njem poglavlju iskazani su i dokazani uvjeti za odredivanje konvergencije redova,
a kako bismo iskazali sve kriterije bilo je potrebno uvesti i definiciju alternirajuceg
reda. Dodatno, na primjerima je prikazano koriStenje nekoliko vaznih kriterija za
odredivanje konvergencije redova.

Klju¢ne rijeci

red, suma reda, divergencija, apsolutna konvergencija, kriteriji konvergencije, us-
poredivanje redova
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Convergence criteria for series of real
numbers

Summary

The topic of this final paper is convergence criteria for sequences of real numbers.
For the purpose of defining them, the first part of the paper presents definitions
and results related to fundamental concepts such as series and the convergence of
a series. Then, in the second part of the paper, in order to understand the conver-
gence criteria, comparisons of series and the absolute convergence of series are
defined and illustrated with examples. In the last chapter, conditions for determi-
ning the convergence of series are stated and proven. To encompass all criteria,
it was necessary to introduce the definition of an alternating series. Additionally,
examples are provided to demonstrate the use of several important criteria for
determining the convergence of series.

Key words

series, sum of a series, divergence, absolute convergence, convergence criteria,
comparison of series

23






Zivotopis

Marija Seremet rodena je u Vinkovcima 10. kolovoza 1999. godine. Trenutno Zivi
u Ivankovu gdje je i pohadala Osnovnu $kolu "August Cesarec". Nakon toga svoj
Skolski put nastavila je u Gimnaziji Matije Antuna Reljkovi¢a u Vinkovcima, smjer
Prirodoslovno-matematicka gimnazija. Srednju Skolu zavrsava 2018. godine, te
nakon toga upisuje Sveucilisni prijediplomski studij Matematika na Fakultetu pri-
mijenjene matematike i informatike, Sveucilista J. J. Strossmayera u Osijeku. Ak-
tivna i izvan fakulteta, Marija je 2024. godine postala predsjednica Savjeta mladih
Op¢ine Ivankovo kako bi mogla pomagati mladima da se i njihov glas ¢uje u lo-
kalnoj zajednici. Kao viSegodisnje aktivna ¢lanica Udruge DUHOS, 2024. godine
je postala voditeljicom medijskog tima.

25



