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1 | Uvod

RavnoteZa zice predstavlja klju¢no podrudje istrazivanja u mehanici kontinuuma.
Problem ravnoteZe Zice osobito je vazan u konstrukcijama koje uklju¢uju napete
elemente, poput mostova, kablova, te razli¢itih telekomunikacijskih sustava.
Cilj ovog zavr$nog rada je detaljno analizirati ravnotezu Zice, te kroz matema-
ticke modele i fizikalne principe prikazati kako se definiraju napetost i progib Zice.

U osnovi, ravnoteZa Zice je opisana jednadzbom ravnoteZe koju ¢emo izvesti na
primjeru napete elasti¢ne Zice. Jednadzba ravnoteZe je linearna diferencijalna
jednadZba drugog reda koja ¢e zajedno s rubnim uvjetima ¢initi rubnu zadacu,
¢iji pronalazak rjeSenja nam je od interesa u ovom radu.

PonaSanje Zzice u krajevima opisat ¢emo rubnim uvjetima, te zatim njihovu
homogenizaciju koja rubnu zadacu svodi na ekvivalentnu rubnu zadaéu, samo s
homogenim rubnim uvjetima. Ispitat ¢emo jedinstvenost rjeSenja u dva slucaja,
kada je koeficijent elasti¢nosti jednak nuli i razli¢it nuli. U Poglavlju 6 izvest éemo
jednazbu ravnoteze u slucaju koncentriranog djelovanja sile i uvjete transmisije.
Kona¢no, na samom kraju definirat ¢emo Greenovu funkciju, te pokazati kako se
koristi za rjeSavanje rubne zadace.

Kada bi Zica, zbog nekih vanjskih utjecaja, bila pomaknuta iz ravnoteznog polo-
Zaja, tada bi imali pojavu titranja Zice. ViSe o tome se moZze pronadi u radu [4],
gdje je titranje Zice analizirano na primjeru zice gitare i klavira, te je po uzoru na
spomenuti rad napravljena stranica [5] za vizualizaciju titranja Zice.






2 | Ravnoteza zice

RavnoteZa je stanje u kojem tijelo miruje. Opéenito, ravnoteza podrazumijeva
balans tijela, odnosno sposobnost tijela da ostane stabilno, bilo u stanju mirovanja
ili tijekom kretanja. KaZemo da je objekt u ravnoteZi ako se njegov polozaj u
odnosu na referentni objekt ne mijenja, odnosno ako se ne pomice u odnosu na
taj objekt.

Ravnoteza je prisutna u raznim sustavima, pri ¢emu razlikujemo razlicite vrste
ravnoteZe. Neki od najéesc¢ih tipova ravnoteZe uklju¢uju termodinamicku ravno-
teZu, hidrostati¢ku ravnotezu, mehanicku ravnoteZu i toplinsku ravnotezu.
Materijalna tocka je u ravnotezi ako je vektorski zbroj sila koje na nju djeluju
jednak nuli. Kruto tijelo je u ravnoteZi ako je vektorski zbroj svih sila koje na
njega djeluju jednak nuli i ako je algebarski zbroj svih momenata sila, s obzirom
na svaku od tri bilo koje medusobno okomite osi, jednak nuli.

Kako bismo omoguéili jasno praéenje i razumijevanje rada, uvodimo sljedece poj-
move:

Definicija 1. (Zakon ravnoteZe sila) Ako je tijelo u ravnoteZi, zbroj svih sila koje djeluju
na bilo koji komad (dio) tijela jednak je nuli.
Lema 1. (Osnovna lema) Ako je funkcija h € C([0,1]) i ako je za svaki x1,x € [0, ]

[ n@dz o,

1

onda je i h(x) = 0, za svaki x € [0,1].

2.1 Ravnoteza napete Zice

Neka interval [0, /] na x-os predstavlja polozaj tanke Zice, napete ¢ivijom, npr. kao
na gitari. Tanka znadi da joj je masa mala, pa ju zanemarujemo. Kontaktna sila
je sila koja opisuje djelovanje jednog komada Zice na drugi koji mu je susjedan;
ovisi samo o polozaju njihovog kontakta, a ne o samim komadima. Kontaktnu
silu u toc¢ki x € (0,1) oznadit éemo s a(x): to je sila kojom dio (x,!) djeluje na dio
(0, x). Ona je uzduzna ili longitudinalna $to znaci da djeluje u smjeru duZzine Zice i
naziva se napetost zice.

Primjenjujuéi zakon ravnoteZe na proizvoljni komad Zice (x1, x2) C [0, 1] vrijedi

a(xy) —a(xy) =0,
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a(x) =c1, c €R.

Dakle, u promatranom slucaju napetost je konstantna u svakoj tocki segmenta
[0,1], pa tako i u krajnjoj a(I), gdje se a(I) odreduje kao napetost koju nam daje
ta ¢ivija. Umjesto ¢ivijom, Zicu moZemo horizontalno napeti i utegom teZine Ty
(Slika 1), pri ¢emu je napetost a(l) = To.

% /

5@ . X

Ty

Slika 2.1: Zica napeta utegom

Promotrimo sada tesku Zicu koja slobodno visi, gdje izraz teska znaci da na nju
djeluje sila teZa. Zica je napeta, u ovom slu¢aju svojom tezinom i na nju ne djeluje
nijedna druga sila. Oznacimo s T(x1, xp) tezinu komada (x1, x). Primijenimo li
zakon ravnoteZe na taj komad imamo

a(x2) —a(x1) + T(x1,x2) = 0.
Posebno, ako stavimo da je x; = x, xp = [, dobijemo
a(l) —a(x) +T(x,1) =0.

Ako kraj slobodno visi to znaci da je a(l) = 0, jer na njega odozdo ne djeluje
nijedna sila. Onda slijedi

a{x) = T{x1),
iz Cega je
a(x) >0, x €[0,1).

Ako na kraj objesimo uteg tezine Ty > 0, onda je a(I) = Tp i napetost je

a(x) =T(x,1)+ T, (2.1)
iz cega slijedi
a(x) >0, x €[0,1).

Ovisno o tome kakva je zica odredujemo silu teZzu, a u radu ¢emo ju racunati za
homogenu Zicu. Zica je homogena kad ima jednaku linijsku gustoéu mase p u sva-
koj toc¢ki (masa jedinice duljine Zice). Masa komada Zice [x1, x,] se onda ra¢una
kao pripadni integral

/ f2p<x> dx = p(x2 — 1),
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Tada je T(x1,x2) = pg(x2 — x1), pa uvrstavanjem u (2.1) dobivamo
a(x) = pg(l — x) + Tp.

Opcenitije, teZina objeSene Zice predstavlja specijalan slucaj uzduZzne linijske
sile koja je rasporedena po Zzici s gustocom ¢(x) > 0, x € (0,/). Tada je ukupna
linijska sila na komad (x1, x7) jednaka

[ e@ae.

Nadalje, ukupna sila na taj komad je

a(x2) —a(n) + [ *9(@)

pa iz zakona ravnoteie imamo
X2
a(x2) —a(mn) + [ 9(¢)dE = 0.
X1

Ako stavimo x; = x i xp, = [ te ako uz linijske sile djeluje i kontaktna sila a(l) =
Top > 0, imamo

o) =T+ [ 9(0)dc.

Pogledajmo uzduzno napetu Zicu na koju dodatno djeluje vanjska (poprecna
ili transverzalna) sila u fiksiranoj ravnini, odnosno sila okomita na Zzicu, tj. x-os.
Kako se Zica deformira pod utjecajem vanjske sile, da bi se Zica malo deformirala
pretpostavit ¢emo da je vanjska sila ‘puno manja’ od sile napetosti, $to znaci da
se njezin ravnotezni poloZaj koji leZi u ravnini vanjske sile, malo razlikuje od seg-
menta [0, /].
Deformacijom to¢ka x € (0,1) prijede u polozaj P(x) = (x,u(x)) € R? (Slika
2), gdje u(x) oznacava progib (vertikalni pomak) tocke x. Onda je deformirana
Zica opisana grafom funkcije y = u(x), a u to¢ki x izrazom u’(x) opisana je mjera
deformacije. Uvjetom

|u'(x)] < 1,Vx € (0,1), (2.2)

iskazujemo pretpostavku da je deformacija mala. Sada iz
() ) = | [ W@ de| < (W @lde < x <1,

tj. iz

|u(x) — u(0)]

1
] <
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||

i u(x) ‘

P(x)

A\

0 x ! x
Slika 2.2: Poprecne sile

zaklju¢ujemo da je progib u(x) — u(0) malen u usporedbi s duljinom Zice pri maloj
deformaciji.
Ako promotrimo jo$ element duljine Zice, zbog (2.2) vrijedi

ds = /14 w?(x)dx = dx,
Sto znaci da male deformacije ne uzrokuju istezanje Zice.

Kontaktnu silu u tocki P(x) i oznacit ¢emos § = (qx, qy). Preciznije, to je sila kojom
dio P(x)P(I) zice djeluje na dio P(0)P(x). Onda zakon ravnoteZe za proizvoljni
komad P(x;)P(x;) glasi

x2 —
f(x2) —x) + [ Fl@)de =0,
X1
ili u komponentama

() = qeln) + [ fel@)dE =0 23)

(x2) —ay () + [ (@45 =0, 24)
gdjeje f = (fu, fy) gustoca vanjske sile.

Kao posljedicu malih deformacija imamo zakon ponasanja koji nam govori kako se
tijelo ponasa, tj. od kakvog materijala je ono nac¢injeno. Uzet ¢emo

G(x) = a(x)T(x),

gdje je T(x) jedini¢ni tangencijalni vektor na graf funkcije u tocki x:

—

. i+ (x)]

"= e
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Zbog (2.2) vrijedi
T(x) =i+ u'(x)],
stoga kad raspisemo kontaktnu silu po komponentama imamo

qx(x) = a(x), (2.5)

qy(x) = a(x)u'(x). (2.6)

Prema Newton-Leibnizovoj formuli za (2.3) i (2.4) vrijedi

[ @@+ renaz=o

X2
| @@+ @)=
X1
Prema Osnoovnoj lemi slijedi

9y (x) + fa(x) =0, (2.7)

4y (x) + fy(x) =0, (2.8)

Sto se naziva zakon ravnotezZe u diferencijalnom obliku.
Uvrstavanjem (2.5) u (2.7), te (2.6) u (2.8), dobijemo

d'(x) + fulx) =0, (29)

(a(x)u'(x)) + fy(x) = 0. (2.10)

Iz jednadZbe (2.9) odredujemo napetost, a jednadzba (2.10) se naziva jedadzba
ravnoteze.

Ako se zZica dodatno nalazi u elasticnom sredstvu, onda uz navedene linijske
sile djeluje i linijska sila s gusto¢om koja je suprotna progibu, tj. oblika

—b(x)u(x),

gdje je b(x) > 0 zadani koeficijent elasti¢nosti sredstva, u tom slucaju umjesto
(2.4) imamo

a(x2) —q(a) + [ (£(8) ~ b@u(E) dg =0, 211)

Uvrstavanjem (2.6) u (2.11) dobivamo

(a2 (v) — a(e)ul (n) + [ (A0 - b@uEENaE =0, @12)
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Sto je integralni oblik zakona ravnoteZe (integralna jednadzba ravnoteze). Ko-
risStenjem Newton-Lebnizove formule i Osnovne leme na (2.12) dobivamo jed-
nadZbu

(a(x)u'(x))" + f(x) = b(x)u(x) =0 (2.13)

koju zovemo diferencijalnom jednadzbom ravnoteze.

To je obi¢na diferencijalna jednadZba 2. reda, funkcije a i b su njeni koeficijenti, a
f je slobodni ¢lan. Za f = 0 jednadZba je homogena, inace je nehomogena. Funkcija
u koja zadovoljava jednadzbu ravnoteZe zove se ravnotezno stanje ili ravnotezni
polozaj (progib).



3 | Rubni uvjeti

U daljnjem pretpostavljamo da je
a e CY([0,1]), becC(o,]]
i vrijedi
a(x) >0, x €[0,]],
b(x) >0, x € [0,1].

Uz zadane funkcije a, b i f jednadZba ravnoteZe (2.13) ima beskona¢no mnogo
rjeSenja. Kako bi izdvojili jedno rjeSenje moramo uzeti u obzir i ponasanje Zice na
krajevima x = 0ix = [. Ono je opisano rubnim uvjetima, a odredivanje ravnotez-
nog polozaja koje zadovoljava rubne uvjete naziva se rubna zadaca.

Opisat ¢emo nekoliko osnovnih rubnih uvjeta, a to su Dirichletov, Neumannov i Ro-
binov.

Ako nam je ljjevi ili desni kraj u¢vrséen s utegom ili ¢ivijom to znaci da imamo
zadanu vrijednost progiba u tom kraju i rubni uvjet glasi

u(0)=0 ili u(l)=0,
gdje ako je tocka x = 0 govorimo o lijevom kraju, a ako je u pitanju tocka x = I
govorimo o desnom kraju.

;

Slika 3.1: Dirichletov rubni uvjet

9
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Dodatno moZzemo fiksirati progib u bilo koju vrijednost ¢ pa onda imamo rubni
uvjet

u(l) =c,
koji nazivamo Dirichletovim rubnim uvjetom.

Ako je umjesto progiba zadana kontaktna sila, tada se radi o Neumanovom rubnom
uvjetu, npr. situacija kao $to je dana na Slici 3.2. DuZ y-osi imamo Zlijeb po kojem
se kota¢ moze gibati slobodno gore i dolje, a na njega je pricvrscen lijevi kraj Zice.
Na kotac jo$ objesimo uteg teZine c, pa je vertikalna komponenta kontaktne sile
jednaka

ay(0) =c.

Primjenimo zakon ponasanja (2.6):

iz Cega slijedi

= )

BESER

Slika 3.2: Neumannov rubni uvijet
Slucaj kada imamo samo kotac¢ bez utega znaci da je c = 0, tj. kazemo da je lijevi
kraj slobodan i rubni uvjet onda glasi
u'(0) = 0.

Ako je npr. kraj x = 0 s fiksnom podlogom povezan elasticnom oprugom koja
ima koeficijent elasti¢nosti x, onda je kontaktna sila jednaka

qy(0) = xu(0).
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Slika 3.3: Robinov rubni uvijet

Iskoristimo zakon ponasanja (2.6):
a(0)u'(0) = xu(0),
tj. podijelimo s a(0)

u'(0) — mu(O) = .

Oznac¢imo sa f = 2(0) i dobivamo Robinov rubni uvijet
u'(0) — Bu(0) = 0.
Za kraj x = | imamo kontaktnu silu
qy(l) = —xu(l)
i analognim postupkom Robinov rubni uvjet glasi
u' (1) + pu(l) = 0.
Poopcéenje gore navedenih uvjeta su rubni uvijeti:

au' (0) — Bu(0) =¢, (3.1)

yu'(1) + éu(l) =d, (3.2)
gdjesuw, B,v,6 > 01 vrijedi

&+p >0,
v+6>0.

Ako je @ = 0, rubni uvjet (3.1) je Dirichletov, a ako je B = 0 onda je Neumannov.
Za c,d = 0 kaZemo da su rubni uvjeti homogeni, a u suprotnom su nehomogeni.
JednadzZba ravnoteze (2.13) zajedno sa uvjetima (3.1) i (3.2) ¢ini rubni problem
ili rubnu zadacu.
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Primjer 1. Teska homogena Zica duljine 1, linijske gustoce p, napeta je i ucvrséena na
lijevom kraju utegom mase m, dok joj je desni kraj ucvrséen za kotac koji se moze slobodno
kotrljati po poprecnom Zlijebu. Za kotac je vezan uteg teZine c. Naci ravnotezni progib ako
se Zica nalazi u polju sile teZe koja djeluje poprecno na nju.

Rjesenje. Zica je ucvriéena na lijevom kraju, $to nam daje Dirichletov rubni uvijet
u(0) =0, (3.3)

a u desnom kraju imamo Neumannov rubni uvjet koji zadaje kontaktnu silu na
rubu koja je jednaka bas teZini ¢ utega koji je vezan za kota¢. Ovdje je bitno dobro
odrediti predznak te kontaktne sile u smjeru y-osi. Uteg vuce Zicu prema dolje u
smjeru sile teZe, $to je suprotan smjer od y-osi, pa je kontaktna sila u smjeru y-osi
dana s gy () = —c. Neumannov rubni uvjet onda glasi

0

Nadalje, horizontalnih vanjskih sila nemamo, paje fx = 0. Ako nemamo uzduzne
sile, napetost je konstantna i iznosi a(x) = mg paje (3.4) jednako

wil) = (3.4)

1) = —. :
u'(1) — (35)
Zica se ne nalazi u elasticnom sredstvu pa imamo jednadzbu ravnoteze (1.32),
gdje je f, gustoca sile teze u smjeru y-osi koju moramo izrac¢unati. Sila teZa djeluje

suprotno od smjera y-osi, te imamo zadanu linijsku gusto¢u (to je masa jedinice
duljine) pa je sila teZa dana s

F=— ([ pwar)g= [ (plxig)ax.

Da bismo dobili silu tezu, moramo integrirati gustocu sile, pa je gustoca sile teze
u ovom slucaju —pg. JednadZzba ravnoteze (1.32) onda glasi

(mgu'(x))" —pg =0,

Integriramo po x
u'(x) = %x +cq, (3.6)

gdje je c; proizvoljna konstanta. Uvrstimo x = [ i iskoristimo (3.5), nalazimo
konstantu
—c—plg

mg

1 =



13

Nju uvrstimo u (3.6) i opet integriramo po x, dobivamo

2  ctpl
U =T " g

gdje je ¢y proizvoljna konstanta koju dobijemo kada iskoristimo rubni uvjet (3.3),
tj. co = 01i progib onda glasi

x> c+pl
ux) = %7 - %x.

Primjer 2. Teska homogena Zica duljine 1, linijske gustoce p, napeta je i ucvrséena na
lijevom kraju utegom mase m, dok joj je desni kraj slobodan. Naci ravnotezni progib ako
se Zica nalazi u polju sile teZe koja djeluje poprecno na nju. Dodatno se Zica nalazi u elas-
ticnom sredstou koje se linearno elasticno opire progibu Zice s konstantnim koeficijentom
elasticnosti b.

Rjesenje. Lijevi kraj je u¢vrscen, a desni slobodan, pa redom imamo uvjete
w0} =8, «{I) =0 (3.7)

Kaoiu prethodnom zadatku, gustoca sile teZe jednaka je —pg. Takoder, uzduznih
sila nemamo, pa je napetost konstantna i jednaka a(x) = mg. Zica se nalazi u
elasticnom sredstvu, te jednadZzba ravnoteze (2.13) u ovom slucaju izgleda

(mg u'(x))" — pg — bu(x) =0,

fj.
W' (x) - Lu(x) = £ (38)
g —_ .
Zbog jednostavnosti oznacit ¢emo s k = mig, pa (3.8) izgleda
" (x) — Ru(x) = £. (3.9)

m
Toje obi¢na diferencijalna jednadZba 2. reda s konstantnim koeficijentima, pa prvo
trazimo opce rjeSenje pripadne homogene jednadzZbe:

A2 =0 => A=k,

te pripadno rjeSenje onda glasi

kx

Wy = c1é® + e, ¢1,c0 € R.

Partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe ra¢unamo na sljedeci nacin:

uy(x) =0,
uy(x) =0,
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pa to uvrstimo u (3.9)

—kc=E£
m

Izjednac¢imo koeficijente uz odgovarajuée potencije i dobivamo

-
C=-%2,

te je opce rjeSenje nehomogene jednadzbe onda jednako

(x) = 1 (x) + 1y (x) = 16" + cpe ™ — B8, (3.10)
Da bi dobili jedinstveno rjeSenje za progib iskoristimo jos rubne uvjete (3.7) i do-
bivamo konstante

08 _pg &8

TT Aty 2T b 14 e

koje uvrstimo u (3.10).
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Lema 2 (vidjeti [1, Lema 4.3]). Ako je funkcija u; € C?([0,1]), i =1, 2, ...n, rjedenje
rubne zadace

(au})’ —bu; + f;i =0,
au;(0) — Bu;(0) = ¢,
yui(l) + 6u;(1) = d;,

onda je superpozicija u = Y _ Ajuj, A € R, i =1, 2, ...n, rjeSenje rubne zadace
i=1

(au’) bu—!—Z)\f,—O
au'(0) — Z/\cz,

’)/Ll/(l) —|—(5M(Z) — Z)\,dl

Princip superpozicije koji je dan u Lemi 2 omogucuje jednostavan postupak
homogenizacije rubnih uvjeta, koji se sastoji u sljede¢em. Neka je u rjeSenje rubne
zadacde

(au') —bu+ f =0, (4.1)
au'(0) — pu(0) = ¢, (4.2)
yu'(1) + ou(l) =4, (4.3)

iz € C%(]0,1]) proizvoljna funkcija koja zadovoljava rubne uvijete (4.2) i (4.3).
Onda v = u — z zadovoljava homogene rubne uvjete te uvrstavanjem u = v 4z u
(4.1) dobijemo

(a0") —bv+¢=0, (4.4)

3
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gdje je
g=f+(az) ~ bz,

te zajedno s homogenim rubnim uvjetima

av'(0) — Bo(0) =0, (4.5)

o' (1) + v(l) = 0, (4.6)

dobivamo rubnu zadacu (4.4)-(4.6) koja je ekvivalentna rubnoj zadaci (4.1)-(4.3)
u sljede¢em smislu: funkcija u je rjesenje zadace (4.1)-(4.3) onda i samo onda ako je
funkcija v rjesenje zadace (4.4)-(4.6).

Ukratko, postupak homogenizacije bi znacilo da rubnu zadac¢u (4.1)-(4.3) uvijek
moZemo svesti na rubnu zadacu (4.4)-(4.6), s homogenim rubnim uvjetima.



5 | Jedinstvenost rjeSenja

Promotrit ¢emo dva slucaja, kada je koeficijent elasti¢nosti jednak 0 (b = 0), te
kada je razli¢it od 0 (b # 0). Pokazali smo da nehomogne uvjete lako moZzemo
reducirati na homogene, tako da ¢éemo u daljnjem pretpostaviti da su rubni uvjeti
homogeni.

51 Slucajb =0

Ako je b = 0, onda je rubna zadaca oblika

(a(x)u'(x))" + f(x) =0, (5.1)
au' (0) — Bu(0) =0, %4
yu' (1) + 6u(l) =0, (5.3)

te neka je u rjeSenje te zadace. 1z (5.1) slijedi:

PR Y o
u'(x) = e /O f(y)dy+a(x), (5.4)

odnosno funkcija

B x4t % dE
ue) == [ o5 [ dy e [ e (55)

je opce rjeSenje jednadZzbe (5.1), gdje su c; i c2 proizvoljne realne konstante. Uvr-
Stavanjem x = 0 u (5.4) i (5.5) slijedi

c1 = a(0)u(0),
cx = u(0),
te iz prvog rubnog uvjeta (5.2) pomocu tih jednakosti imamo da je

a% — Be, = 0. (5.6)

7
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Uvrstimo li x = [ u (5.4) i (5.5) i te izraze uvrstimo u rubni uvjet (5.3) slijedi

jednakost
¥ <—ﬁ /Olf(y)dﬁ a‘;—%)

+ 5<—/Ol;(l—g)/0€f(y)dy+cl/ollj—g)+cz>
=0,

(%—HS/I (g))c1+5cz /f(y y+5/ /f )dy. (5.7)

Dakle, jednakosti (5.6) i (5.7) ¢ine linearni sustav za nepoznanice c; i ¢p. Deter-
minanta sustava je

1 1 L dg
A_mocénL@,B'Wrﬁd/oa—

Razlikujemo dva slucaja:

(i) B+0>0

Tada je A > 0, pa sustav ima jedinstveno rjeSenje, a rubna zadaca ima je-
dinstveno rjeSenje dano formulom (5.5). U tom sluc¢aju imamo eksplicitnu
formulu za rjeSenje.

(i) B=8=0
Tada je A = 0, pa sustav ili nema rjeSenje ili rjeSenje nije jedinstveno. Rubni
uvjeti suu/(0) = u’(l) = 0, tj. oba kraja su slobodna. Zbog &, v > 0iz (5.6) i
(5.7) slijedi

f(y)dy =0, (5.8)

te je uvjet (5.8) nuzan i dovoljan uvjet da bi sustav dan jednakostima (5.6) i
(5.7) imao rjesenje. To rjeSenje je (0, c2) za proizvoljni ¢, € R irjeSenje rubne
zadace danoje s

__ [
uw) =~ [ [ F@dy+ e (59)

Dakle, zaklju¢ujemo da u slucaju (i) rubna zadaca (5.1)-(5.3) ima jedinstveno
rjeSenje dano s (5.5), gdje su c; i c; jedinstvena rjeSenja sustava (5.6)-(5.7). U
slucaju (ii) rubna zadaca ima rjeSenje ako i samo ako je zadovoljen uvjet (5.8);
u tom slucaju rjeSenja rubne zadade ima beskona¢no mnogo i dana su s (5.9),
odnosno rjeSenje je odredeno do na kruti pomak.
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5.2 Slucajb #0

Akoje b # 0, onda se rjeSenje rubne zadace

— (@) (x))' + b(x)u(x) = F() (5.10)
au’ (0) — Bu(0) =0, (5.11)
yu' (1) + 6u(l) =0, (5.12)

ne moZze eksplicitno izraziti formulom (kao kod slucaja b = 0), ali u nastavku
¢emo dokazati jedinstvenost tog rjeSenja, ukoliko postoji.

Teorem 1. Akojec = d =0, te b # 0, onda rubna zadaéa (5.10)-(5.12) moZe imati
najvise jedno rjesenje.

Dokaz. Neka su uy, u, rjeSenja rubne zadade i u(x) = uq(x) —up(x), x € [0,1].
Zbog principa superpozicije u zadovoljava:

(a(x)u'(x)) —b(x)u(x) =0, (5.13)
au' (0) — Bu(0) =0, (5.14)
yu' (1) + éu(l) = 0. (5.15)

Pomnozimo li (5.13) s u(x) i integriramo od 0 do /, dobivamo

I I
/(umwu»muwx—/buwamdx:a
0

0

tj. nakon parcijalne integracije u prvom ¢lanu s lijeve strane slijedi

/Ol(a(x)(u'(x))2 + b(x)u?(x)) dx +a(0)u’ (0)u(0) — a(l)u'(Hu(l) = 0. (5.16)

Tada razlikujemo cetiri slucaja:

(1) Br>0
Iskoristimo rubne uvjete (5.14) i (5.15) na nacin da ih redom podijelimo s
14y

x / __éu
M(O):Bu (0), u'(l) = = (),
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te uvrstimo u (5.16)
(5.17)

Svaki ¢lan u (5.17) je nenegativan, pa kako imamo sumu nenegativnih su-
manda onda je svaki sumand jednak nuli. Od interesa su nam:

/0 () (! (x))2dx = 0, (5.18)

/O b= . (5.19)

Kakoje w > 0,iz (5.18) slijedi #/(x) = 0, tj. u je konstantan. Opet iskoristimo
rubni uvjet (5.14) iz kojeg slijedi da je #(0) = 0, pa iz u(x) = const. imamo
u(x) =0, 4. uy(x) = uz(x).

Slucajevi (ii) i (iii) se analiziraju analogno.
(ii) B,0 >0
(iii) a,6 > 0
(iv) a,7 >0

Unutar ovog sluc¢aja promatramo podslucaj p = 6 = 0, tj. kada su oba kraja
slobodna i rubni uvijeti su jednaki

u'(0) =u'(I) = 0.
Tada je (5.16) jednako

I l
/Oa(x)(u (x))zdx+/() b(x)u?(x) dx = 0.

Opetimamo da je suma nenegativnih brojeva jednaka nuli, pa analogno kaou
slucaju (i) vrijedi (5.18) i (5.19). 1z (5.18) analogno slijedi daje u(x) = const.
Kakojeb(x) > 0ib(x) # 0, b(x) je onda pozitivno na nekom intervalu, pa iz
(5.19) slijedi daje u(x) =0, . uy(x) = ua(x).

0



6 | Koncentrirano djelovanje

Ako gustoéu vanjske sile koja djeluje na Zicu oznacimo s f, onda je ukupna vanjska
sila na komad P(x;)P(x;) jednaka

/x jz £(%) dx.
Nadalje, ozna¢imo
Fx) = [ f@) e,
.
F(x) = £(x),

te po Newton-Leibnizovoj formuli vanjsku silu na spomenuti komad moZzemo iz-
raziti kao

F(x) — F(x1), (6.1)
Sto je opcentije zadavanje sile.

Definicija 1. KaZemo da funkcija F opisuje silu intenziteta Fy # O koncentriranu u tocki
xo € (0,1), ako je

- 0, x < Xp
f(X) N {FO, x> XQ-
Ukupna sila na Zicu, prema (6.1) je
F(I) — F(0) = F.

Za potpunije razumijevanje, pogledat ¢emo dvije situacije koje su klju¢ne u ovom
kontekstu:

(i) xo & [x1,x2]
Ovo povlaci da smo strogo lijevo ili strogo desno od xp, zbog ¢ega je F i u
tocki x7 1 u tocki x; jednak 0ili Fy. Onda je ukupna sila na komad P(x1)P(x2):
F(xy) — F(x1) =0.

(ii) xo € (x1,%2)
U tocki x, vrijednost je Fy, a u tocki x7 je 0. Onda je ukupna sila na komad
P{x1)P(x3): Flx3) — F(21) = Fy.

pdl
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Time se opravdava da je sila koncentrirana u xo. Pokazat éemo da koncentrirana sila
nema gustocu, tj. da ne postoji integrabilna funkcija f takva da je

/xxzf(x) dx = F(x2) — F(x1), Vx1, 22 € [0,1]. (6.2)

Na (0,x1) i (x1,1) F je konstantna, pa je integral (6.2) jednak nuli. Onda je prema
Osnovnoj lemi f(x) = 0, za x # xo. Medutim,

[ £ dx = F() ) = R,

odnosno imamo funkciju f(x) = 0, a integral te funkcije razli¢it je od nule. Slijedi
da je f zapravo Diracova masa u tocki xj i ovim smo pokazali da koncentrirana sila
nema gustoc¢u koja je integrabilna funkcija.

Promotrimo situaciju kada na Zicu djeluje koncentrirana sila. Pretpostavimo da
je zica u elasticnom sredstvu te su b i u neprekidne funkcije. Primijenimo zakon

ravnoteZe sila na komad P(x1)P(x,):

(x2) — (1) = [ b(x)u(x) dx+ F(x) — F(xy) = 0. (63)

X1

Takoder, bitno je napomenuti da mozemo uz koncentriranu silu imati jo§ dodatnu
silu koja ima neku gustoc¢u. Tipi¢na situacija bila bi da imamo tesku Zicu koja se
nalazi u polju gravitacijske sile, za koju znamo da ima gustoc¢u. Izvod u nastavku
odgovara i toj situaciji, samo se jo$ dodatno pojavi komponenta od te gravitacijske
sile.

Analogno kao ranije razlikovat ¢emo dvije situacije. Ako xo ¢ (x1,x2), tj. ili
smo lijevo ili desno od xp, onda je koncentrirana sila jednaka nulii (6.3) je jednak

(e2) —q(w) = [ bxyu(x) dx =0 (64)

X1

Zbog Newton-Lebnizove formule (6.4) mozemo zapisati kao

[ ) - bu) ax=o
X1
pa prema Osnovnoj lemi slijedi
g’ (x) —b(x)u(x) =0, zax < xgix > xp.
Primijenimo li zakon ponasanja (1.26) dobivamo jednadZbu ravnoteZze:
(a(x)u'(x)) —b(x)u(x) =0, za x < x9 i x > xo. (6.5)

Dakle, jednadZba vrijedi za x # xo.
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S druge strane, ako je xg € (x1, x2) onda je koncentrirana sila jednaka Fy i imamo
X2

q(x2) — q(x1) —/ b(x)u(x) dx + Fy = 0. (6.6)

x
Na (6.6) djelujemo limesima kad x; — x; i xo — x§ i dobivamo
4(x) = (%) +Fo = 0.
Primijenimo li zakon ponasanja (1.26) i podijelimo s a(x(), mozemo zakljuciti da
je

Fo

rent (6.7)

W' (xf) —u'(xg) = —

Tome pridodamo jo$ uvjet neprekidnosti progiba (Zica nije pukla) koji zapisujemo
kao

wizt ) =l b

pa zajedno s (6.7) te uvjete nazivamo uvjete transmisije. Zaklju¢ujemo da nam u
slucaju koncentriranog djelovanja sile, lijevo i desno od tocke x( vrijedi (6.5), a u
samoj toj tocki dodatno jos vrijede uvjeti transmisije.






7 | Greenova funkcija

Uz standardne pretpostavke dodatno pretpostavljamo dajeb # 0ili p+6 > 0,
Sto osigurava jedinstvenost rjeSenja rubne zadace

(e ()Y — b(x)u(x) =0, 71)
au'(0) — Bu(0) =0, (7
yu'(1) + éu(l) = 0. (7.3)

Dodatno, uz navedene rubne uvjete neka na zicu u to¢ki & € (0,/) djeluje kon-
centrirana sila Fp = 1. To znaci da ravnoteZni progib, kojeg ¢emo oznaciti s ug,
zadovoljava jednadZbu ravnoteZe lijevo i desno od tocke ¢, rubne uvjete, te uvjete
transmisije:

(a(x)ug(x))" = b(x)ug(x) =0, na (0,¢)

aug(0) — Bug (0) = 0. (7.4)
(a(x)uf(x)) — b(x)ug(x) =0, na (&1)
yup(1) + Sug (1) = 0. (7.5)
ug(§7) —ug(67) =0,
L (7.6)

ug(§) —up(67) = ——-

Izraze (7.4) i (7.5) nazivat éemo redom lijeva rubna zadaca, odnosno desna rubna
zadaca.

Definicija 2. Funkciju G : (0,1) x (0,I) — R definiranu izrazom G(x, {) = ug(x)
nazivamo Greenova funkcija rubne zadace.

U nastavku ¢emo se baviti egzistencijom Greenove funkcije gdje ¢e nam koristiti
sljededi rezultat koji govori o rjeSenjima (7.4), odnosno (7.5).

Lema 3. Swako rjesenje rubne zadace (7.4), odnosno (7.5), ima oblik u(x) = Cov(x),
gdje je C konstanta, a v jedno fiksno rjesenje rubne zadace (7.4), odnosno (7.5).

25
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Dokaz. Svako rjeSenje jednadzbe (7.1) na (0, ) je oblika
u = Aquq + Aruy, (FF )

gdje su uq i up dva linearno nezavisna rjeSenja te jednadzbe i A;, A, konstante.
Ako npr. promatramo lijevu rubnu zadacu, onda ¢emo u rubni uvjet u lijevom
kraju (7.4), uvrstiti rjeSenje (7.7)

it (0) — Buu(0) = a( Ayt (0) + Aguy(0)) — B(A1u1 (0) + Agun(0)) = 0. (7.8)

Oznacit ¢emo s a; = au(0) — Buy(0) i ay = aub(0) — Buz(0), te onda izraz (7.8)
mozemo zapisati kao

a1A1+aA; =0. (79)

Izra¢unamo li Wronskijan od uq, u u tocki nula, tj. determinantu Wronskog,
imamo da je

W(uq,up; 0) =

(O)‘ = 11 (0)115(0) — u(0)1t} (0). (7.10)

Barem jedan od brojeva a4, a; razlicit je od nule, jer bi inace iz uvjetaa; = a, =0
ia+ B > 0 slijedilo da je (7.10) jednako nula, a to zbog linearne nezavisnosti
funkcija 1 i up nije moguce. Zato imamo dva slucaja:

(i) a1 #0

Izraz (7.9) moZemo podijeliti s 2; pa imamo

ap
Al - - _AZI
am

te kad uvrstimo ovo u (7.7) i izlu¢imo A, dobijemo

u=~A, (—z—jul + uz) : (7.11)

Primijetimo da u zagradi imamo linearnu kombinaciju rjeSenja u4 i uy, $to je
takoder rjeSenje rubne zadace koje ¢emo oznacit s v paje (7.11) jednako Ayv,

tj. Av.
(ii) a2 #0
U ovom slucaju, postupamo jednako samo sto djelimo s a, i imamo
A =-2a,
a2

te kad uvrstimo ovo u (7.7) i izlu¢imo A; dobijemo

u= A (ul — Z—;u2> = Av.
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Tako smo pokazali da se svako rjeSenje rubne zadac¢e moze zapisati kao umnoZzak
konstante A ijednog fiksnog rjeSenja rubne zadace v.

Analogno dokazujemo i za desnu rubnu zadaéu (7.5), samo promatramo sve u
tocki I. 0

Uvodimo jos jednu pomocénu lemu.

Lema 4. Oznacimo lis W(x) = W(x; uy, up) Wronskijan rjeSenja uy i up jednadzbe
(7.1) (uz standardne pretpostavke), onda je a(x)W(x) konstanta na [0, 1].

Dokaz. Pretpostavljamo dajea € C!, W € C! i znamo daje W = uyu, — upuj. Cilj
je pokazati daje (aW)" = 0, time éemo pokazati da je a(x) W (x) konstanta na [0, /].
Dakle, uvrstimo i deriviramo:

(aW)" = dlau + uq(auh) — uhau — up(aul)’,
gdje mozemo uoditi da je (auj)’ = buy i (auy)’ = buy:
(aW)' = ujaub + uybuy — uhau’ — usbuy,

pa moZemo pokratiti prvi ¢lan s tre¢im, a drugi sa zadnjim te dobivamo da je
(aW)' =0, . aW je konstanta na [0, I]. O

Kad iskoristimo Lemu 3 slijedi

el = Cipfa), <&
e(x) {Duz(x), >, (7.12)

gdje su uj i uy fiksna rjeSenja lijeve rubne zadace, odnosno desne rubne zadace, a
C i D konstante (koje ovise o ¢). Sada iskoristimo uvjete transmisije (7.6):

Cu1(¢) — Dup(g) =0,

CH() — Duy(2) = — S

@/

Sto ¢emo promatrati kao linearni sustav za C i D. Primijetimo da je determinanta
tog sustava W(¢; 11, u2), te kad bi ona bila nula onda bi u; i u bile linearno za-
visne, pa bi obje bile rjeSenje lijeve i desne rubne zadace, iz ¢ega imamo da je
uy = up = 0. Drugim rije¢ima, kako bi osigurali jedinstveno rjeSenje spomenute
rubne zadace determinanta tog sustava mora biti razli¢ita od nule i rjeSenje sus-
tava (7.13) je

_ (@)
= aewE
_ u1(6)
P= oW
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Ako dodatno primijenimo Lemu 4 slijedi da je

RPN 1(9)
a(0)W(0)’
_ u1(§)
OO}
Zbog jednostavnosti, odaberemo u; i u, takve daje a(0)W(0) = —1, te izraze C i

D uvrstimo u (7.12). Tako slijedi da je ravnotezni progib jednak

uwjz{muwx@,xsc
‘ wr () (8), x> ¢

Sljededi teorem, kojeg smo upravo dokazali, opisuje Greenovu funkciju.

Teorem 2. Uz standardne pretpostavke te b # 0 ili B + 6 > 0, Greenova funkcija rubne
zadace dana je izrazom

ur(x)ux(é), 0<x<¢g<lI

up(x)uy(¢), 0<E<x<I, (7.14)

G(x,¢) = {

gdje su uy i up netrivijalna rjesenja lijeve rubne zadace, odnosno desne rubne zadace,
redom, koja zadovoljavaju uvjet a(0)W(0) = —1.

Neka svojstva Greenove funkcije iskazana su u sljede¢em korolaru.

Korolar 1. Uz pretpostavke Teorema 2 vrijedi:
(i) G(x,&) = G(& x) (simetricnost)
(i) G € C([0,1] x [0,1]) (neprekidnost)

(i) (V(x,¢) € (0,1) x (0,1)) G(x,8) #0.
Dokaz. Tvrdnje (i) i (ii) direktno slijede, pa ¢emo dokazati samo tvrdnju (iif).
Neka je G(¥,¢) = 0, zaneke x,¢ € (0,]). Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavit
¢emo dajex < ¢, . B

up (X)uz(¢) = 0.

1z ovoga slijede dva slucaja:

u1 () =0 ili up(¢)=0.
Ako je u1(x) = 0, bududi da je u; rjeSenje lijeve rubne zadace, slijedi da je 1
rjeSenje rubne zadace na (0, x). RjeSenje rubne zadace je jedinstveno paje u; = 0
na (0,X), iz ¢ega imamo da je

W(x; ui,up) =0, za x € (0,%).
To je kontradikcija s linearnom nezavisnosti u; i uy, pa je G(x,&) # 0, za svaki

(x,¢) € (0,1) x (0,1).

Drugi slucaj u> (&) = 0 analizira se analogno kao prvi slucaj. O
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7.1 RjeSavanje rubne zada¢e pomocu Greenove funk-
cije
Teorem 3. Uz standardne pretpostavke, te b = 0 ili B+ > 0, ako na Zicu u tockama

¢i,i=1,...,n, djeluju koncentriranesile F;, i = 1, ... ,n, onda je ravnotezni progib dan
s

n
Wiz ) = Z EG{o,; )s
i=1
Dokaz. Slijedi direktno iz principa superpozicije za koncentrirano djelovanje. [

Teorem 4. Uz pretpostavke Teorema 3, ako na Zicu djeluje sila gustoce f, onda je ravno-
tezni progib dan s

1
u(x) = [ G(xe)f(@)de. (7.15)

Dokaz. Uo¢imo kako je ovo ujedno i dokaz egzistencije rjeSenja rubne zadace.
Ideja je pokazati da je ovako zadan u zaista rjeSenje jednadZzbe ravnoteze na [0, [].
Iz (7.14) i (7.15) slijedi

!

u(x) = w(x) [ n(@f@)de+u(x) [ w(@)f(@)de, (716)

X

zatim deriviramo (7.16), te nakon jednostavnog tehnickog racuna dobijemo

£ () = 140) [ (@F @) g+ (x) [ wa@)f (@) e

Pomnozimo prethodni izraz s a(x) i opet deriviramo:
(a(x)u'(x))" = (a(x)u(x))’ /Ox 11 (8)f(8) 4 + a(x)ua (x)u1 (x) f (%)
(8 (0) [ 10@)£(@)dE —aleu (D) f(x),

(a(x)u'(x))" = b(x)uz(x) | u1(5)f(8)dE + b(x)us(x) /xl u2(§)f (&) dg
+a(x) f (x) (ua (x)u1 (x) — g (¥)uz(x)).
)

Uocimo kako je izraz (u5 (x)uy(x) — u}(x)uz(x)) jednak W(x), te kada iskoristimo

a(0)W(0) = —1 slijedi

(@) () = bx)ua(x) [ 12(€)f(@) g
I

b (x) [ u(@)f(@)dz — £(x).

X
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[zlu¢imo b(x), a uq(x) i up(x) stavimo pod integrale i moZemo uociti kako ce se
pojaviti definicija Greenove funkcije:

(@ () = b(x) [ Glx,)f@)d — ()
Sto je jednako

(a(x)u'(x))" = b(x)u(x) — f(x).
Time je pokazano da je u rjeSenje jednadzbe ravnoteze na [0,!]. Provjerimo jo$
rubne uvjete. Kako bi provjerili rubni uvjet u lijevom kraju, koristit éemo definiciju
Greenove funkcije (Definicija 2), ¢injenicu da je u lijevom kraju x < ¢ito daje u(x)
dan s (7.15). Tada slijedi

il (0) — pu(0) = | (wu(0) — Pug(0))£(¢) dg = .

Drugi rubni uvjet dokazuje se analogno. O
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Sazetak

U ovom zavr$nom radu analizirana je ravnoteZa Zice. Za napetu elasticnu Zicu
prikazan je izvod jednadZbe ravnoteZze, koja je linearna diferencijalna jednadzba
drugog reda. Analizirani su razli¢iti rubni uvjeti kao $to su Dirichletov, Neuman-
nov i Robinov, koji definiraju progib i napetost Zice u rubovima. Iskazan je prin-
cip superpozicije koji je bitan za postupak homogenizacije rubnih uvjeta i opce-
nito kod odredivanja ravnoteznog polozaja. Dokazana je jedinstvenost rjeSenja za
specifi¢ne slucajeve, te je na kraju samog rada obradeno koncentrirano djelovanje
i koriStenje Greenove funkcije za rjeSavanje rubne zadace.

Kljué¢ne rijeci

progib, napetost, ravnoteZa Zice, jednadZzba ravnoteZze, rubni uvjet, rubna zadaca,
koncentrirana sila, Greenova funkcija
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Equilibrium of the Wire

Summary

This thesis analyzes the equilibrium of the wire. For a stretched elastic wire, the
derivation of the equilibrium equation, which is a second-order linear differen-
tial equation, is presented. Various boundary conditions, such as Dirichlet, Ne-
umann, and Robin, which define the deflection and tension of the wire at its ends,
are analyzed. The principle of superposition, important for the homogenization
of boundary conditions and the general determination of the equilibrium posi-
tion, is discussed. The uniqueness of the solution in specific cases is proven, and
finally, concentrated forces and the use of Green’s function to solve the boundary
value problem are addressed.

Keywords

deflection, tension, balance of wire, equilibrium equation, boundary condition,
boundary value problem, concentrated force, Green’s function
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