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1 | Uvod

Otkrice iracionalnih brojeva predstavlja jednu od
vaznijih prekretnica u razvoju matematike. Prije
nego $to je njihovo postojanje dokazano, vjerovalo se
da se svi brojevi mogu izraziti racionalno - u obliku
razlomka dva cjelobrojna broja. Stovide, pitagorej-
ski sustav vjerovanja temeljio se na ideji da se citav
svemir moZze prikazati kao prirodan broj ili omjer
dvaju prirodnih brojeva. Medutim, upravo je jedan
od pitagorejaca, Hipasus iz Metaponta (oko 470. g.
pr. Kr), doveo u pitanje dotadasnje vjerovanje. Na-
ime, Hipasus je pokusao duljinu hipotenuze pravo-
kutnog trokuta, s katetama duljine jedan, prikazati
kao omjer dvaju prirodnih brojeva, ali je ubrzo shva-
tio kako je to nemogucde. Svoje je otkri¢e novoga svi-
jeta brojeva, koji nisu prirodni niti se mogu prikazati
kao omjer prirodnih brojeva, obznanio ostalim ¢la-
novima pitagorejske Skole. Sama pomisao na posto- Slika 1.1: Hipasus
janje veli¢ina koje se ne mogu iskazati pomoc¢u njima

prihvatljivog koncepta broja, Sokirala je pitagorejce. Prema legendi, Hipasus se
radi svog otkri¢a suocio sa teskim posljedicama - izbacen je s broda u more od
strane fanati¢nih pitagorejaca, jer je tvrdio neizrecivo. Ipak, iako se postojanje ira-
cionalnih brojeva pokusalo zatajiti, oni su ubrzo postali predmet matematickog
istrazivanja. Saznanje da neki brojevi ne mogu biti izraZeni racionalno predstav-
lja jedno od temeljnih otkri¢a u povijesti znanosti. Danas, iracionalni brojevi nisu
tajna u smislu da su njihovo postojanje i svojstva dobro poznata i proucavana u
matematickoj teoriji, ali i dalje postoje mnoga zanimljiva i sloZena pitanja koja ih
okruzuju. Tako naprimjer, iako predstavljaju temeljne koncepte i rezultate u razli-
¢itim granama matematike, za potrebe analize, racunanja i interpretacije, ponekad
ih je neophodno pribliZziti racionalnima. No, taj zadatak je izazovniji nego Sto mo-
zda zvudi zbog toga Sto imaju beskonacan broj decimalnih mjesta koji se ne ponav-
ljaju u periodickom obrascu. To znaci da nikada ne¢emo doci do tocne decimalne
vrijednosti iracionalnog broja, ve¢ éemo se morati zadovoljiti aproksimacijama.
Tim se problemom bavi zasebna grana teorije brojeva koju nazivamo diofantske
aproksimacije. Nazvan po starogrckom matematicaru Diofantu iz Aleksandrije
(oko 3. st. pr. Kr.), taj je matematicki koncept posveéen pronalasku najboljeg
algoritma za aproksimaciju zadanog iracionalnog broja racionalnim. Iako se Di-
ofant nije bavio izravnim proucavanjem diofantskih aproksimacija, njegov je rad

Hippafiis Metapononus l"/t‘yﬂlhu ‘




pridonijeo razvoju ovog i mnogih drugih matematickih pojmova pa stoga naziv
diofantskih aproksimacija stoji kao pocast i priznanje njegovoj ulozi u teoriji bro-
jeva opcenito.

U prvom dijelu rada obradujemo temeljne rezultate diofantskih aproksimacija
- iskaz i dokaz Dirichletova teorema kao i njegove generalizacije. Nadalje, pro-
blem aproksimacije iracionalnih brojeva prouc¢avamo pomocu Fareyevih nizova,
a kasnije i veriznih razlomaka. U radu navodimo bitne teoreme koji nude po-
voljna rjeSenja u smislu najboljih moguéih granica za pogreske aproksimacija. U
drugom dijelu rada bavimo se algebarskim odnosno transcendentnim brojevima,
to¢nije njihovom aproksimacijom te sukladno tome izdvajamo dva posebno bitna
teorema - Liouvilleov i Rothov teorem.



2 | Aproksimacija iracionalnih bro-
jeva racionalnima

U ovom ¢emo se poglavlju posvetiti temama koje se bave aproksimacijom iraci-
onalnih brojeva racionalnima. U srediStu proucavanja su tri klju¢na koncepta:
Dirichletov teorem, Fareyevi nizovi i verizni razlomci. Svaki od njih, s vlastitim
pristupom, pomaze razumijeti kako racionalni brojevi mogu pribliZiti iracionalne.
Dirichletov teorem, prvi od tri koncepta, predstavlja fundamentalni rezultat u
teoriji brojeva. Ovaj teorem otkriva vezu izmedu iracionalnih i racionalnih bro-
jeva te nam omogucava kvantitativno razumijevanje njihove aproksimacije. Fa-
reyevi nizovi nam pomaZzu kreirati skup racionalnih brojeva koji se priblizavaju
iracionalnom broju iz svih smjerova. Napokon, verizni razlomci, tre¢i klju¢ni
koncept, omogucavaju preciznu aproksimaciju iracionalnih brojeva koriste¢i ra-
cionalne brojeve unutar beskona¢nog niza. Ovaj pristup nudi brzo i efikasno rje-
Senje za aproksimaciju pa je tako i najcesce koriSten. Svaki od ovih koncepta ima
svoju ulogu i primjenu u matematici i drugim znanstvenim disciplinama, dopri-
noseci Sirem spektru naseg razumijevanja i primjene brojeva.

2.1 Dirichletov teorem

Proucavajuci Pellove jednadzbe tijekom 1840-ih njemacki je matematicar, Johann
P. G. L. Dirichlet, dosao do zakljucka kojim je postavio temelje za daljnje istraZzi-
vanje optimalnih aproksimacija iracionalnih brojeva. Naime, ovim je teoremom
dana izravna veza izmedu racionalnih i iracionalnih brojeva te veli¢ine pogreSaka
aproksimacije zbog kojih se ta dva broja razlikuju. Sada éemo navesti iskaz i do-
kaz navedenog teorema, a zatim i korolara koji proizlazi kao njegova posljedica.
Napomenimo, u ovom radu funkciju || - || koristimo za oznacavanje udaljenosti
realnog do najblizeg cijelog broja. Takoder, za svaki realni broj «, oznakom |« |
oznacavamo njegov cijeli dio pa vrijedi |a| := max{n € Z | n < a}. Razlomljeni
dio broja a, definiramo kao {a} == a — |« |, a o¢ito je uvijek 0 < {a} < 1.

Teorem 1 (Dirichlet, (1842.), [4]). Neka su « i Q realni brojevi i Q > 1. Tada postoje
cijeli brojevip, q takvidajel < q < Qi ||agq|| = |ag — p| < é

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je Q prirodan broj. Razmotrimo sljede¢ih Q 41

brojeva:
0,1, {u} {20}, ..., {(Q —1)x}.



2.1. DIRICHLETOV TEOREM 4

Svi ti brojevi leze u segmentu [0, 1] i oblika su ra — s, za neke cijele brojeve r i s.

Sada podijelimo nas segment [0, 1] na Q disjunktnih podintervala duljine é:

o) [y ) [%54).

Prema Dirichletovom principu, barem jedan podinterval sadrzi barem dva od gor-
njih Q 4 1 brojeva. Primjetimo da ta dva broja ne mogu biti 01 1. Stoga, slijedi da
postoje cijeli brojevi ry,72,51,s0itotakvidaje0 <r; < Q,i =1,2, 7 # rpteda
vrijedi:
1

< —.

- Q

Mozemo pretpostaviti da je r; > 1. Nekajeq = r; —ro,p = 51 — sp. Tada je
1 <g< Qilag—p| <}, ¢ime je tvrdnja teorema dokazana u slucaju da je
Q € N. U suprotnom, ako Q nije prirodan broj, neka je Q' = [Q] + 1. Prema
ranije dokazanom, postoje cijeli brojevi p, g takvidaje1 < g < Q"i|ag — p| < &,
odakle slijedi |ag — p| < é Nadalje, 1 < g < Q' povlatidajel < g < |Q],atada
ocito vrijediil < g < Q. OJ

|(ria —s1) — (raa — sp)|

Napomena 1 ([4]). Reci emo da je racionalan broj 3,b > 0, dobra aproksimacija iraci-
onalnog broja « ako vrijedi:

a__.

b

= min{

X
— =8 s
« y‘ x,yeZ,O<y_b}

Korolar 1 ([4]). Ako je w iracionalan broj, onda postoji beskonacno mnogo parova p,q
relativno prostih cijelih brojeva takvih da je

1
zx—gl <o (2.1)

Dokaz. Tvrdnja Teorema 1 ocito vrijedi i ukoliko su brojevi p i g relativno prosti.
Dakle, za Q > 1 postoje relativno prosti cijeli brojevi p, g takvi da vrijedi

a bududi da je broj « iracionalan tada je g — p # 0. Pretpostavimo sada da postoji
samo konacan skup racionalnih brojeva g koji mogu zadovoljiti nejednakost (2.1)

i neka su to brojevi %, j = 1,...,n. Odaberimo neki prirodan broj m takav da

vrijedi & < |ag; — p;| za sve j = 1,...,n. Kada primjenimo Teorem 1 za Q = m,
dobivamo racionalan broj 5 koji ¢e zadovoljiti nejednakost (2.1) i za njega vrijedi
lag — p| < L. Prema tome, g ¢e biti razli¢it od svih %, ey % §to je kontradikcija
sa naSom pretpostavkom. U
Promotrimo za primjer jedan opéepoznat iracionalan broj, broj 7 = 3.14159...

Jedna od njegovih poznatijih racionalnih aproksimacija je razlomak 22 /7, a uspo-
redno s njim razmotrimo ijednu trivijalnu aproksimaciju broja 7z, razlomak 31 /10.
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Provjerimo kako se ta dva racionalna broja uklapaju u tvrdnju Dirichletovog te-
orema:

22 | 31 1
‘7‘(— 7‘ = 0.00126448 < - = 0.02040816, ‘n— 0l = 0.04159265 > 12 = 0.01

Ocito, osim $to je 22/7 bolji aproksimant, pogreska koju dobijemo s aproksima-
cijom 31/10 je prevelika, odnosno ta aproksimacija ne zadovoljava tvrdnju Diric-
hletova teorema.

Napomena 2. Tordnja Korolara 1 ne vrijedi ukoliko je « racionalan (vidi [4]).

Dakle, Dirichletov teorem osigurava postojanje beskonacno mnogo racionalnih
brojeva, L takvih daje [a — | < qlz, koji su dobre aproksimacije za iracionalni broj
«. Drugim rije¢ima, za svaki iracionalan broj postoji beskona¢no mnogo razlo-
maka koji ¢e ga dobro aproksimirati i to tako da pogreska aproksimacije nije veca
od 1 podijeljeno s kvadratom nazivnika.

Nakon prethodno izloZenih tvrdnji, prirodno je zapitati se Sto ako Zelimo pogre-
Sku aproksimacije manju od 0.001 ili neke druge zadane vrijednosti, a moguce
je i da je potrebno staviti uvjet na cijeli broj koji se javlja u nazivniku. Tada pos-
tupak traZenja zadovoljavajuée aproksimacije postaje sloZen te ée vjerojatno zah-
tijevati viSe iteracija kako bi se postigla Zeljena preciznost. Stoga, iako ima ve-
liku vaznost u teoriji, Dirichletov teorem nece uvijek biti optimalan izbor za rje-
$avanje problema. Cesto u praksi nailazimo na specifiéno zadane uvjete zbog
kojih je potrebno koristiti naprednije metode ili specifi¢ne tehnike prilagodene
danom problemu. Za kraj ovog potpoglavlja, iskazat ¢emo generalizaciju Diric-
hletova teorema. Ranije smo objasnili problem aproksimacije jednog iracional-
nog broja. No, ponekad je potrebno aproksimirati ¢itav skup iracionalnih brojeva
aq,02,...,0, ito pomocu racionalnih brojeva

PLP2 P

9" 9" " q’
odnosno Zelimo istovremeno smanjiti ||ag ||, [|agz|, - - ., [[agx]||- Taj se problem is-
tovremenog aproksimiranja dvaju ili viSe iracionalnih brojeva i to pomo¢u razlo-
maka s istim nazivnikom naziva problem simultanih aproksimacija. OCcito, taj je
izazov puno tezi od pronalska “samo” jedne aproksimacije.

Teorem 2 (Dirichlet (1842.), [4]). Neka su iy 8 = Lywueytty j = Loy, vegln
brojevii Q > 1 prirodan broj. Tada postoje cijeli brojevi qu,...,qm, P1,- .., Pn takvi da je

1 < max(|q1l,..., lgal) < Q"™
1
gy + -+ timdm —pil < 5, I=1m

Dokaz. Promatramo tocke

(@111 + -+ -+ MyXm, - o, 81 X1+ 0+ RnmXm),
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gdje su x;, j = 1,...,m cijeli brojevi koji zadovoljavaju uvjet 0 < x; < e
Postoji barem Q" takvih tocaka i svaka od njih lezi u zatvorenoj jedini¢noj kocki
I" = {(t,ty) : 0 < 4 < 1,k = 1,...,n}. Takoderjei (1,1,...,1) € I", pa
zajedno s ovom tockom promatramo barem Q" + 1 tocaka iz I". Podijelimo li I" na
Q" u parovima disjunktnih potkocaka ¢iji su bridovi duljine é, po Dirichletovom
principu ¢ée dvije od promatranih tocaka biti u istoj potkocki. Recimo da su to
tocke

(allxl + XX — Y1, 81X+ KX — yn)/
/ / / / /i /
(@11x] + -+ My — Y1, -+ s B1 X1 + - - -+ R Xy, — Yy)-

/

Ovdje je (x1,...,%m) # (x1,...,%p,). Stavimo q; = x; — x;

j
pi=vyi—y,zai=1,...,n Tadaje tvrdnja teorema ocito zadovoljena. O

Zza f = Ly, mie

2.2 Fareyevi nizovi

Promotrimo iracionalan broj a koji se nalazi izmedu 0 i 1, primjerice neka je

a=1/e=0.36787879...

Trivijalno je zakljuciti da su neke racionalne aproksimacije tog broja: 35, 155/ 1060

itd. Ipak, prirodno je zapitati se $to ako Zelimo postaviti odreden uvjet na aprok-
simaciju broja «, naprimjer zanima nas $to ako ga Zelimo procijeniti s razlomkom
¢iji nazivnik nije veéi od 10? Postoji li bolja aproksimacija od 5, a ako postoji kako
ju pronadi? Odgovor na ova i sli¢na pitanja krije se u Fareyevim nizovima.

Definicija1 ([4]). Neka jen € IN. Fareyev niz JF, reda n je niz svih racionalnih brojeva
%, h,k € Z takvih daje0 < h < k < ninzd(h,k)=1, zapisanih u rastucem redoslijedu.

Primjer 1. Zapisimo Fareyeve nizove reda 1, 2, 31 4.

Teorem 3 ([4]). Akosu i Z—: dva uzastopna elementa Fareyevog niza JF, tada je h'k —
hk' = 1.

Korolar 2 ([4]). Ako su %, Z—Z, ﬁ—,/ tri uzastopna elementa niza F,, onda je

W' h+ W
A
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Koriste¢i prethodna dva rezultata moze se dokazati da vrijedi sljedeca propozicija.

Propozicija 1 ([6]). Ako su % i Z—,/ racionalni brojevi koji su veci od 0, a manji od 1 te
vrijedi da je h'k — hk' = 1, tada su ta dva broja uzastopni ¢lanovi Farayeva niza reda
max(k, k).

Primjer 2. Pronadi sve elemente koji se nalaze izmedu brojeva % i i u Fareyevom nizu
reda 100.

Za dana dva broja jednakost iz Teorema 3 ocito ne vrijedi:
14.-33-7-65=7# 1.
Dakle potrebno je pronadi njihov medijant, definiran u Korolaru 2.

7+14 21 3

33+65 98 14

MoZzemo primjetiti da su 7/33 i 3/14 uzastopni elementi Fareyevog niza reda 33,
bududi da
38-3—7-1d =1,

Takoder vidljivo je da su 3/14 i 14/65 uzastopni elementi Fareyevog niza reda 65,
bududi da
14-14-3-65 =1.

Sada na analogan nacin, pronademo preostale medijante nama poznatih eleme-
nata.

3,7 _10
14 33 47’
3,10 13
14 47 61’
3 13 16

46l 75

S postupkom stajemo kada je zbroj dva nazivnika uzastopnih razlomaka veéi od
100. Poslozimo ih u rastu¢em poretku i dobivamo traZeni dio Fareyeva niza reda

100:
g 71710131613 3 20 17 14
100 = -+ 33780’ 47" 61’ 75’ 89’ 14’ 93’ 79’ 65 "

Lema 1 ([4]). Nekasu %, Z—f dva uzastopna elementa niza F,. Neka i = h+ ', k" =
k + k' (uoc¢imo ﬁ—x ¢ Fu). Tada za svaki realan broj w, takav da je % <a< Z—:, vrijedi

barem jedna od sljedecih nejednakosti:

1
\/5]{’2 ’

<

(X_E <L a_h_ll
k \/gkzl k//

1 ‘ h

\/gkllz’ N E‘ =
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. 3 Z . . v L " .
Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da a > % U protivnom

zamijenimow sal — a, % sal— %, itd. Ako niti jedna od tri navedene nejednakosti
nije ispunjena onda

1" /
h> h 1 h 1

1
N L et B, F . B pE
B Y - TN
Tada je zbroj prve i trece nejednakosti jednak

Woh_11 1 1
Kk kkk T 5 k2 K27

dok zbroj druge i tre¢e nejednakosti iznosi:

oW WE+K)-KGh+r) 1 _ 1,1 1
}

K’ k' Kk KK T \/S(ﬁ

Sukladno tome, vrijedi v/5kk' > k? + k% te v/5k'k"” > k'> + k', odakle slijedi da
je VBK' (k + k") > k% + 2k"? + k', a stoga je v/Bk'(2k + k') > 2k + 3k'? + 2kK'.
Sredivanjem izraza slijedi da je

0> %(2k _ (VB 1K)
$to nije mogucde jer su k i k’ prirodni brojevi. O

Lema 2 ([4]). Neka je w iracionalan broj i r prirodan broj. Tada postoji ny € IN takav
da za sve n > ng dva susjedna elementa od F,, izmedu kojih je « imaju nazivnike koji su
veciod r.

Sada ¢emo iskazati Hurwitzov teorem koji éemo naknadno dokazati u iduéem
poglavlju.

Teorem 4 (Hurwitz, (1891.), [5]). Neka je a iracionalan broj, tada vrijedi:

i. Postoji beskonacno mnogo racionalnih brojeva g takvih da je

a_3\<
q

i
VB2
ii. Tordnja (i.) ne vrijedi ukoliko se \/5 zamijeni s bilo kojom konstantom A > /5.

Ovaj teorem nam, kao i Dirichletov, osigurava postojanje beskona¢no mnogo ra-
cionalnih aproksimacija nekog iracionalnog broja, pri ¢emu Hurwitz jamdi strozu
veli¢inu pogreske. Koriste¢i se metodom kojom pronalazimo medijante dva uzas-
topna ¢lana niza F,, konstruiramo razlomke koji su kandidati za te racionalne
aproksimacije.
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Primjer 3. Pronadi racionalnu aproksimaciju broja \/3 ¢iji nazionik nije veci od broja 5.

Za pocetak, primjetimo kako /3 ¢ [0,1]. Oduzmimo zato cjelobrojni dio od « te
promatrajmo samo njegov decimalni dio: v/3 — 1 = 0.7320508 . . .
Sada, konstruirajmo Fareyev niz reda 5:

01112132341
5 — 1/514/3/5/2/5/3/4/5/1 .

Oito je, od svih elemenata danog niza, broj 3 = 0.75 najbolji aproksimant broja

0.7320508 . .. Dakle, traZena najbolja aproksimacija broja /3, pod zadanim uvije-
tima, je broj

3 7
-+1=-=1.75.
4+ 1 5

Pogreska aproksimacije tada iznosi:

1
= 0.02795084971 . ...
VY
Primjetimo, Fareyevi nizovi ne donose uvijek poboljSanje u aproksimaciji s doda-
vanjem svakog novog ¢lana niza, ve¢ se moze dogoditi da se novi elementi uda-

ljavaju od stvarne vrijednosti iracionalnog broja. Nadalje, iskazujemo poopcenje
prethodnog teorema.

Teorem 5 (Segre (1945.), Niven (1962.), [4]). Neka je w iracionalan i T > 0. Tada
postoji beskonacno mnogo racionalnih brojeva % takvih da je:

7
‘\/__Z‘ = 0.0179492... <

L ca-Po T (2.2)
V1+4tq? 9 V1+44tg?
Tordnja vrijedi i u slucaju kada se & — £ zamijeni sa £ — a.

q q
Primjetimo da za vrijednost T = 1 dobivamo Hurwitzov teorem, a da drugi
dio teorema slijedi primjenom prvog dijela na broj —a.

Lema 3 ([4]). Neka je « iracionalan broj i T > 0. Neka su y i § racionalni brojevi s
pozitivnim nazivnicima takvi da je bc —ad = 11i

a 2 a+c & 2 &

b b+d d

Tada barem jedan od brojeva ¢, #==5, § zadovoljava relaciju (2.2).

Primjetimo da u slucaju T = 0, Segreov teorem osigurava sljedeci rezultat.

Korolar 3 ([4]). Neka je w iracionalan. Tada postoji beskonacno mnogo racionalnih bro-
jeva £ takvih da je
! 1
— <ax— B < 0,
| 5

te beskonacno mnogo racionalnih brojeva 5 za koje vrijedi

0<a—£<l.
q

qZ
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2.3 Verizni razlomci

Problem pronalazenja optimalne racionalne aproksimacije iracionalnog broja do-
vodi do proucavanja veriznih razlomaka. Koristedi se veriznim razlomcima do-
bivamo razlomke koji brzo konvergiraju prema stvarnom iracionalnom broju i to
tako da svakim korakom generiramo sve bolju aproksimaciju. To znaci da ve¢
nakon nekoliko koraka moZemo dobiti prilicno preciznu aproksimaciju iracional-
nog broja. Za pocetak definirajmo py, 90, P1,91, P2, 92, - - - kao polinome takve da
Su Py, qn polinomi s nezavisnim varijablama ag, a1, ay, . . ., a,:

Pn = Pn(aO/ .- -/an) i gqn= Qn(aOI cee zan)-
Dodatno, neka vrijedi py = ag, qo = 1, te pretpostavimo da su polinomi py, qo, . . .,
Pr-1,9n—1 veé definirani. Uz oznake
P;( = pr(ay, a0, ..., ap41) i qllc = qi(as, a2, ..., 8k41),
induktivno definiramo

Pn = 00Py_1+qn_1, Gn = Pn_1-

Podijelimo li prvi polinom drugim, o¢ito vrijedi da je % racionalna funkcija s va-

n

rijablama ag, ay, . . ., a, Sto éemo zapisivati kao

Fi _ [a0,a1,...,an].
qn
Posebno je [ag] = % = ay. Za vrijednosti gdje je n > 0 imamo:
aoPy_1 + 1 1
[ao, a1, ..., a0] = Pn _ Z0Pn G L =ay+ —— =a+ .
qn Prn—1 pyfl [alz az,.. -,an]
Tn—1
Ponavljanjem tog postupka, dobit éemo
1
[aOIall"‘lan]:a0+ 1
v
co1
+_
an

Racionalne funkcije ovog oblika nazivamo veriZni razlomci.

Definicija 2 ([5]). Ako je dan ay cijeli broj, ay,...,a prirodni brojevi, te ako vrijedi

da je & = [ap,ay,...,a,|, onda ovaj izraz zovemo razvoj broja a u konacni jednostavni
verizni razlomak; % = lag,ay,...,a;] se naziva i-ta konvergenta od w, a; je i-ti parci-
jalni kvocijent, a ; = [a1,a;41,...,a4] je i-ti potpuni kvocijent od a. Ako je a iraci-
onalan broj, uvodimo oznaku lim, e [ao, a1, . .., an] = [ao, a1, az,...]. U slucaju kada
je o = lag,a1,ay,...], ovaj izraz zovemo razvoj od w u beskonacni verizni razlomak;
% = [ag, a1, . ..,a;] se naziva i-ta konvergenta od w, a a; = [ay,a;41,...,an] je i-ti pot-

puni kvocijent od «.
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Primjer 4. Razovijmo broj $} u verizni razlomak.

Razvoj racionalnog broja u verizni razlomak moZe se dobiti elegantno primjenom
Euklidovog algoritma:

6l =4-14+5,
14=2-5+4,
b=1-4+1,
4=4-1
Sada piSemo
1 142,14
14_ ) =1 == 7
odnosno
1 1 1 1
21,4 =4+ —aytogp o b o, 1
14 o 2+ % 1 1
& 8 2+ 5 2+—1
4 14 =
+4

Sada ¢emo navesti teoreme i leme koje ¢e nam biti potrebne radi razumijevanja
daljnjeg gradiva. Dokaze ne navodimo, ali oni se mogu pronaci u [4].

Lema 4 ([4]). Zasve n > —1 vrijedi: gupy—1 — pngn-1 = (—1)".
Napomena 3 ([5]). Brojevi py, i g, su relativno prosti.
Lema 5 ([4]). Neka je w = [ap,ay,...,0,41). Tada je

(=D"

Ap+19n + qn—1 .

n& — Pn =

Teorem 6 ([4]). Vrijedi slijedece:

(1) B B2 o P2 |

q0 q2 q4
P P P5
(2.) Rl Tl Tl

pm

(3.) ako je n paran, a m neparan onda je Z—Z =

Propozicija2 ([4]). Neka je ag cijeli broj te ay, az, . . . prirodni brojevi. Tada postoji limes
limy, e Z—Z te je on iracionalan. Obrnuto, ako je w iracionalan, onda postoje jedinstveni

cijeli brojevi ag,a; > 1,a, > 1, ... takvida je o = lim,,_, Z_Z.

n

Dokaz. Buduéidaje p—g < % & o &Z %, to limesi lim,,_,, £ za n paran ili neparan

q In
postoje (monotoni, omedeni nizovi). Ova dva limesa su jednaka jer % — % =
e
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% tejer g, > njelim, oo % = 0. Nekaa = lim;, oo Z—Z. Kako « lezi izmedu
Prj Prtl 7 Teorema 6 slijedi
dn — qn+1
l 1
W Pn| P pal _ <L
qn dn+1  Yn Un+19n  Yn

Prema Napomeni 3 znamo da su py, i g, relativno prosti, stoga postoji beskona¢no
mnogo racionalnih brojeva { takvih da je |a — £| < qlz pa prema Napomeni 2
vrijedi da je « iracionalan.

Dokazimo obrat. Neka je a iracionalaniay = |a]. Dodatno, neka je a1 definiran sa

& =ap+ ail Sada je ay takoder iracionalan i vrijedi #; > 1. Postupak nastavljamo

1 o
B’ Tadajear > 1, 0511 >

11 ayyq je iracionalan. Nadalje, za svaki n > 0 postoji &« = [ag, a1, ...,an, ay1+1]-
Prema Lemi 5 je

analogno pa za k > 1 definiramo ay = |ay | iay = ax +

1
x — = :
e = pul X190 + Gn—1
atadjei
g Prl o |Pot1 _Pn) 1 <l2, (2.3)
qn In+1 Yn In+19n Uk

Sto povlaci da je lim;, o % = «. Pokazimo jo$ da su brojeviag,a; > 1,a, > 1,...

jedinstveni. Imamo

1

N = [ﬂo,al,ﬂz,...] :ao—f—m.
7 A2y s

Odavdeje 0 < o —ap < 1iap = |a], a stoga je ap jedinstven. Zbog toga je i
a1 = [a1,ay,...] jedinstveno odreden s a. Sada je a; = |1 | pajeia; jedinstven,
itd. O

Primjetimo da prema formuli (2.3), svaka konvergenta od « zadovoljava nejedna-
kost

p 1

a— | < 5.

AR
Na temelju toga, dva su matematicara, Vahlen i Borel, otkrili da se pogreska aprok-
simacije iz Dirichletovog teorema moZe dodatno smanjiti. Ovo poboljSanje gra-
nica na kraju je dovelo do Hurwitzovog teorema kojim je dokazano da daljnje
poboljsanje granica aproksimacije nije moguce. Sada navodimo iskaze i dokaze

tih teorema.

Teorem 7 (Vahlen, (1895.), [4]). Neka je « iracionalan broj i % i % dvije uzastopne

konvergente . Tada barem jedna od njih zadovoljava nejednakost
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Dokaz. Buduéi da brojevi o — Z—Z, o — Z” ! imaju suprotan predznak, vrijedi da je
. - 1 1 1
a-—-EE —%‘a-— Pn—1 = Eﬁ___pn ! = <:——§—%——E——
qn dn—1 qn dn—1 dndn—1 2q5 2%_1

(jer je 2ab < a® + b? za a # b). Prema tome, zadovoljena je nejednakost

1
2‘7%—1

LY ‘zx—p i
%—1

0

Teorem 8 (Borel, (1903.), [4]). Neka je a iracionalan broj i Z” =z Z“ ; ’;: tri uzastopne

konvergente od «. Tada barem jedna od njih zadovoljava ne]ednakost

P‘ 1
“ —.
V5q2
Dokaz. Nekaje o = [ag,ay,...]|,0; = [a;,0;11,...] te B; = q’ - zai> 1 PoLemi5,
vrijedi
ot
Gn | q%(ant1 + B1)

Jos je potrebno dokazati da nema prirodnog broja n takvog da je zai = n —
1,n,n+ 1 vazeée

a;+ B < V5. (24)
Pretpostavimo da nejednakost (2.4) vrijedi zai = n — 1,n. U tom slucaju iz
Mp—1 = Ap—1+ %f % = Z::; =ay_1+ ZZ:E = p-1+ Pn—1
slijedi
i+— = &1+ Bn1 < V5.

B
Zatoje 1 = anz < (V5 — Bu) (V5 - %n), Sto je ekvivalentno sa izrazom B2 —
V5B, +1 < 0. Dakle, B, > @, odnosno jer je B, racionalan vrijedi 5, > ﬁz_—l

Medutim, ako bi (2.4) bilo valjano za i = n,n + 1 onda bi vrijedilo i 8,11 > @
odakle proizlazi da je

l<g=dt W21 g 2 VEo1_
n — i n—1 .Bn—i—l \/5 —1 2
Sto je kontradiktorno. O

Sada navodimo jos$ dva teorema, ¢iji se dokazi mogu pronaci u [5], nakon ¢ega
¢emo imati sve potrebne alate za dokaz Hurwitzovog teorema.
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Teorem 9 (Legendre, [5]). Neka su p i q cijeli brojevi takvi da je q > 1

Tada je s neka konvergenta od w.
Teorem 10 ([5]). Pretpostavimo da « ima razvoj u verizni razlomak oblika

a = [ag,a1,...,an,1,1,...]

tada je limy o0 |0 — %| — %

Dokaz Hurwitzovog teorema (Teorem 4). Tvrdnja (i.) proizlazi direktno iz teorema
Borelovog teorema (Teorem 8), dok je tvrdnja (ii.) rezultat Legendreovog te-
orema (Teorem 9) te Teorema 10. Naime, ukoliko iracionalan broj « ima oblik
kao sto je definiran u Teoremu 10, tada po Teoremu 9 znamo kako su rjeSenja ne-
jednadzbi |« — §| < A%iz’ A > /5 medu konvergentama od «, a po Teoremu 10
znamo da je ta nejednadzba ispunjena za samo kona¢no mnogo konvergenti broja
. U

Sada ¢emo navesti jo$ jedan rezultat, koji nam kazuje koja je konvergenta iraci-
onalnog broja najpovoljnjiji izbor za aproksimaciju. Dakle, ovaj nam teorem po-
maze odabrati konvergentu g za koju ¢e pogreska aproksimacije biti najmanja mo-

guca.

Teorem 11 (Lagrange, (1770.), [5]). Neka je a iracionalan broj te g, %, ... konvergente
od «. Tada vrijedi:

(i) |aqo — po| > |agr — p1| > |agz — p2| > ...

(if) Akojen > 1il1 < q < g, teako je (p,9) # (Pn-1,91-1), (Pn,qn) onda je
|aq — p| > [aqn—1 = pu—l-

Definicija 3 ([5]). Za iracionalan broj « kaZemo da je lose aproksimabilan ako postoji
konstanta c(a) > 0 takva da je

zx—E‘Z@
q q

za svaki racionalan broj g.

Teorem 12 ([5]). Iracionalan broj w je lose aproksimabilan ako i samo ako su mu parci-
jalni kvocijenti u razvoju u jednostavni verizni razlomak omedeni.

Za kraj ovog poglavlja éemo posebno spomenuti "podvrstu” iracionalnih bro-
jeva - kvadratne iracionalnosti, brojeve u ¢ijem se zapisu pojavljuje \/n gdje n pri-
rodan broj koji nije potpuni kvadrat, a veZemo ih uz periodske veriZzne razlomke.

Definicija 4 ([4]). Za iracionalan broj « kaZemo da je kvadratna iracionalnost ako je o
korijen kvadratne jednadzbe s racionalnim koeficijentima.
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Kvadratne iracionalnosti zapisujemo u obliku &« = SOJ;O\/E, So,to € Z,tg # 01i
d € IN nije potpun kvadrat.

Definicija 5 ([4]). Za beskonacan verizni razlomak [ag, a1, az, . . . | kaZemo da je period-
ski ako postoje cijeli brojevi k > 0,m > 1 takvi da je ay+n = a, za sve n > k. U tom
slucaju verizni razlomak zapisujemo kao:

[aOI Alye e ey Af—1, 0, Af 1y v+« sy ak—{—m—l—l]/
gdje "crta" iznad ay,ax.q, . .., Akrm1 Znaci da se taj blok brojeva ponavlja u nedogled.

Teorem 13 (Euler, Lagrange, [5]). Razvoj u jednostavni verizni razlomak realnog broja
« je periodski ako i samo ako je a kvadratna iracionalnost.

Teorem 14 ([5]). Ako prirodan broj d nije potpun kvadrat, onda razvoj u verizni razlo-
mak od \/d ima oblik

\/E — [IZO/ a1,a2,...,0r-1, 261()],
gdjejeag = |Vd|,aay,..., a,_1 su centralno simetriéni, tj. a; = a,_1,a, = a,_y, ...
Sada iznosimo algoritam, kao $to je naveden u [5], kojim ¢emo se koristiti pri

So"‘\/a
fo

razvoju kvadratne iracionalnosti u verizni razlomak. Neka je a = = g

kvadratna iracionalnost. Tada vrijede sljedece jednakosti:

aj = LlXiJ,

Si—l-\/a

=L ———
ti
Sit+1 = a;t; —s;,
2
o= d—si 4
i+1 — . .
L

Napomena 4 ([4]). Ako je t; > 0, moZe se pokazati da vrijedi

. rﬁuﬁzJ _ {SithL.\/HJJ_

ti

1

Stoga, moZemo zakljuciti da navedeni algoritam radi samo s cijelim brojevima
te nam nije potrebna precizna aproksimacija za V.
Kako bismo pronasli najbolju racionalnu aproksimaciju zadanog realnog broja «,
koji ima nazivnik ispod zadane fiksne granice n, tvrdnje ovog poglavlja mozemo
kombinirati sa znanjem o Fareyevim nizovima. Za pocetak, pronademo posljed-
nje dvije konvergente % i % ¢iji su nazivnici manji od danog n. Bududi da, dok
joj se postupno priblizavaju, konvergente istodobno alterniraju izmedu vrijednosti
vecih i manjih od «, to znaci da e se prava vrijednost a nalaziti izmedu dvije su-
sjedne konvergente. Takoder, bududéi da vrijedi relacija |pxqx—1 — pxk—19x| = 1 nije
tesko zakljuditi da su % i % uzastopni ¢lanovi u Fareyevom nizu reda g;. Tada,
znamo generirati sve ¢lanove izmedu njih uzimajuci njihov medijant. Naposljetku,
dolazimo do malog skupa kandidata od kojih éemo jedan identificirati kao najbo-
lju aproksimaciju broja «. U mnogim situacijama najbolja aproksimacija od « bit
¢e jedna od njegovih konvergenata, ali to ne mora uvijek biti slucaj. Pokazimo na
primjeru.
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Primjer 5. Pronadite najbolju aproksimaciju broja /7 kojoj nazivnik:
a) nije veci od broja 100,

b) nije veci od broja 10.

Primjetimo da je /7 kvadratna iracionalnost pa ga zapiSimo kao a = “T\ﬁ,
Slijedi:
P
Slza()t()_s()zz tlz 81:3 a] = M =1
tO L tl ]
d — s2 £
tl L tz )
d— s2 ¢
t2 L t3 ]
d—s2 ]
t3 L ty ]
d—s2 i
4 L 5 )

Bududi da je a5 = a3, sa jednakim vrijednostima s5 = s i 5 = t;, moZemo za-
kljuditi da ¢e se postupak ponavljati unedogled. Dakle, zapis broja v/7 u verizni
razlomak izgleda ovako

a njegove konvergente su:

co =22 = [a5) = 2,

qo
1
Clzﬁ:[a()/al]:z—i_—:B/
71 1
P2 1 5
Cp = ~—= = |ap,ay,a| =2+ = _,
2 0 [0 1 2] 1+% 2
8
C3:&:[a0/a11a2/a3]:2+—:_1
q3 1 3
1+ 1
1+1
1 &7
C4:E:[a01a1/a2/a4]:2+—:_1
q4 1 14
iy —
1
1+

1+3
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1 45
C5 = Ps a0, a1, a2, 04, 85] = 2 + A
o 1 17
Lfp——mr—
L
1
1+ T
44 7
1 82
Ce = & - [ﬂo,ﬂl,az,ﬂ4,ﬂ5, a6] =24 — 31/
= 1 31
1+
1+ .
4+ !
1+17
1 127
C7 = & = [a01a11a2/a4/a51 a6/a7] =2+ 487
e o 1 48
1+ !
1+ !
4+ !
1
1+ T
1+3
. 1 590
Cg o [ag, a1, az, a4, a5, a6, a7, ag) + 1 223
1+
1+ !
1+ !
4+ !
1
1+ 1 1
e 4+1

a) U obzir ¢emo uzeti posljednje dvije konvergente ¢iji je nazivnik manji od 100 -
razlomke 82/31 i 127 /48. Jedini element koji se nalazi izmedu njih u Fareyevom
nizu reda 99 je njihov medijan, 209/79. Kada u obzir uzmemo veli¢ine pogresaka

205 ~1.8-10*

aproksimacije,
82| g 127] _ g B
~59-107%, ‘\/7 15| ~©82:1077, ‘\f =5

V-3
mozemo zakljuciti da je najbolja aproksimacija konvergenta 127 /48.
b) U obzir ¢emo uzeti konvergente 2 i 3. Provjerimo sada veli¢inu pogregke za

svaku od njih:
‘f_g‘ ~0.1458 i ‘\f—g‘ ~ 0.0209.

Ocito je § najbolji izbor konvergente za aproksimaciju. Rezultat mozemo dodatno
poboljsati ako promotrimo te dvije konvergente kao elemente Farayeva niza reda
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10. Koriste¢i se metodom kojom smo konstruirali medijante, moZemo pronaci
elemente koji se nalaze izmedu njih, to su:

5+8 13 5+13 18 13+8 21
243 5’ 245 7’ 543 8°

Racunajudi veli¢ine pogreSaka aproksimacije:
1 | 21
‘ﬁ—g‘zoom, 'ﬁ—é'zo.ms, ‘ﬁ—g‘zo.ozos

moZemo zakljuditi da je, uz dani uvjet, najbolja aproksimacija broja v/7 element
Fareyeva niza, broj 21/8.



3 | Aproksimacijaalgebarskihi tran-
scendentnih brojeva

U uvodu ovog rada, spomenut je jedan od problema kojim su se bavili starogrcki
matematicari, prikaz v/2 kao omjera dvaju brojeva, a koji je "iznjedrio" potrebu
za definiranjem iracionalnih brojeva. Slican slucaj se odvio i sa transcendentnim
odnosno algebarskim brojevima. Naime, stari su Grci nastojali rijesiti takozvani
problem "kvadratura kruga" - konstruiranje kvadrata iste povrsine kao dani krug
koriste¢i samo Sestar i ravnalo. Skoro dva tisuclje¢a nakon Sto je zadatak pos-
tavljen prvi puta, René Descartes je u svom dijelu La Géométrie pokazao kako se
konstruirati mogu samo one duZzine koje se mogu izraziti koristeci cijele brojeve
te operacije zbrajanja, oduzimanja, mnoZenja, dijeljenja i korijenovanja. Kada bi
7t mogao biti zapisan na takav nacin to bi znacilo da je kvadratura kruga uistinu
moguca, no bududi da su svojstva tog broja tada bila nepoznanica problem je os-
tao nerijeSen. TadaSnji su matematicari stoga odlucili podijeliti skup kompleksnih
brojeva na dva skupa, sli¢no kao Sto su ranije generacije dijelile realne brojeve na
racionalne i iracionalne brojeve. Primjetili su kako su mnogi kompleksni brojevi
korijen nekog polinoma s cjelobrojnim koeficijentima; njih su nazvali algebarskim.
Ipak, to ne vrijedi za sve kompleksne brojeve, a te se nealgebarske vrijednosti na-
zivaju transcendentni brojevi. Mnogima nije bilo o¢ito da se takvi brojevi uopce
trebaju dodatno definirati. StoviSe, ispostavilo se da je dokazati da je odredeni
broj transcendentan velik izazov jer to zahtijeva dokazivanje negativnosti: da on
nije korijen bilo kojeg polinoma s cjelobrojnim koeficijentima. Ipak, njihovo je pos-
tojanje dokazano, a nas posebno zanima moZemo li takve i algebarske brojeve pri-
bliZiti nama poznatijim, racionalnim brojevima. Za pocetak, navodimo osnovne
¢injenice iz teorije o algebarskim brojevima, potrebne za bolje razumijevanje dalj-
njih teorema u ovom poglavlju.

Definicija 6 ([4]). Kompleksan broj a nazivamo algebarski broj ukoliko postoji polinom
f(x) s racionalnim koeficijentima, a razlicit je od nulpolinoma takav da je f(x) = O.
Kompleksan broj se zove transcendentan ako nije algebarski.

Svaki racionalan broj je algebarski, a takvi su i neki iracionalni brojevi kao napri-
mjer v/2, imaginarna jedinica i je takoder algebarski broj jer je korijen polinoma
x? 4 1. S druge strane, brojevi e i 7t najpoznatiji su transcendentni brojevi.

Teorem 15 ([4]). Za svaki algebarski broj a postoji jedinstveni polinom
P(x) =ayx? f oo tayg

19
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sa sljedecim svojstvima:

L) P(x) € Z[x],
2.) ag > 0inzd(ag,ay,...,a5) =1,
3.) P(a) =
4.) ako je Py(x) € Q|x] takav da je Py(«) = 0, onda P(x)|Py(x),

5.) P(x) je ireducibilan nad Q.

Definicija 7 ([4]). Minimalni polinom algebarskog broja « je polinom P(x) kakav je opi-
san u Teoremu 15. Stupanj algebarskog broja je stupanj njegovog minimalnog polinoma.

3.1 Liouvilleov teorem

Godine 1844. Joseph Liouville dolazi do otkri¢a kako se algebarski brojevi ne
mogu dobro aproksimirati sa racionalnim brojevima relativno malih nazivnika.
Taj teorem ne izgleda bitan za algebarske brojeve, ali prema njemu znamo da
ukoliko pronademo broj koji moZze biti dobro aproksimiran s takvim racionalnim
brojem tada zasigurno znamo da broj koji aproksimiramo nije algebarski ve¢ tran-
scendentan. Osim toga, ovaj je teorem doveo do prvog matematickog dokaza pos-
tojanja takvih brojeva i to na nacin da je Liouville konstruirao jedan takav. Broj koji
je izlozio, I = 0.11000100000000000000000. .. (I = Y32, ﬁ), nazvan je Liouville-
ova konstanta.

Teorem 16 (Liouville, (1844.), [5]). Neka je a realan algebarski broj stupnja d. Tada
postoji konstanta c(«) > 0 tako da vrijedi

za sve racionalne brojeve s gdjejeq > 0, g = s

Dokaz. Neka je g(x) minimalan polinom algebarskog broja . Neka je m € IN
takav da polinom definiran kao P(x) = m - g(x) ima cjelobrojne koeficijente. Pret-
postavimo, bez smanjenja opcenitosti, da je |a — §| <1 (u suprotnom c(a) = 1).
Razvojem polinoma P(x) u Taylorov red oko broja «, dobiti ¢emo:

a— P, (3.1)

gdje je dani c(a) = 27 PO (@)

Kako je po definiciji polinom P(x) ireducibilan nad Q, to je P(g) # 0. Iz nave-

denog proizlazi da je g |P( )| prirodan broj, pa je tada |P( ¥ = ld Kada ovo

usporedimo sa (3.1) V1d1m0 kako smo dobili tvrdnju teorema O
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Za gotovo sve realne brojeve, najjaci teorem koji nam je dostupan bio je Hurwit-
zov teorem, koji nam govori kako iracionalan broj moZemo aproksimirati s toc-

noséu —1. Medutim, transcendentni brojevi mogu biti aproksimirani s to¢no$éu

V542
cak qld, za proizvoljno velik d.

3.2 Rothov teorem

Nastavno na Liouvilleov rad, matematicari su radili na poboljSanju nejednakosti
koju je on dokazao. Najbolji rezultat ponudio je Klaus Roth, 1955. godine kada je
dokazao sljededi teorem.

Teorem 17 (Roth, (1955.), [9]). Neka je dan a algebarski broj gdje d > 2. Tada za svaki
0 > 0 nejednadzba

1
72+

vt <
q

ima samo konacno mnogo racionalnih rjeSenja %.

(3.2)

Napomena 5 ([4]). (i) Tordnja Teorema 17 je tocna i trivijalna za « € C\RR.

(if) Po Dirichletovom teoremu, eksponent 2 u (3.2) je najbolji moguéi. Ako je stupanj

c(#)

a—El > q—‘; po Liouvileovom teoremu, $to povlaci tordnju

q
Rothovog teorema u ovom slucaju.

od « jednak 2 onda je

iii) Nije poznat nijedan « stupnja > 3 za kojeq vrijedi \o — &| > =%, tj. koji je lose
jo poznat nijed prj kojeg vrifedi |a — 2| > <), 4. koji je !

aproksimabilan.

(iv) Lang je 1965. postavio slutnju da za svaki algebarski broj stupnja > 3 nejednadzba

v
q>(log(q))P

ima samo konacno mnogo rjesenja ako je p > 1.
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Sazetak

Tema ovog rada su diofantske aproksimacije. Na pocetku rada upoznajemo se
s problemom aproksimacije iracionalnih brojeva racionalnim te ga prou¢avamo
kroz Dirichletov teorem. Navodimo definicije i osnovna svojstva Fareyevih nizova
te veriznih razlomaka, a zatim ih promatramo kao matematicke alate, s posebnim
fokusom na njihovu ulogu u generiranju najto¢nijih racionalnih aproksimacija.
Drugi dio rada posvecen je aproksimaciji algebarskih i transcendentnih brojeva.
Nakon $to ih definiramo, navodimo dva klju¢na teorema za njihovu aproksima-
ciju, Liouvilleov i Rothov teorem.

Kljuéne rijeci

diofantske aproksimacije, Dirichletov teorem, verizni razlomci, algebarski brojevi
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Diophantine approximations

Summary

This paper focuses on Diophantine approximations. It begins by addressing the
challenge of approximating irrational numbers with rational ones, exploring Di-
richlet’s theorem as a potential solution. The definitions and fundamental pro-
perties of Farey series and continued fractions are outlined and examined as mat-
hematical tools, with special attention given to their role in generating the most
accurate rational approximations. The second part of the paper delves into ap-
proximating algebraic and transcendental numbers, defining them and presenting
two critical theorems for their approximation: Liouville’s and Roth’s theorems.

Keywords

diophantine approximations, Dirichlet’s theorem, continued fractions, algebraic
numbers
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