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1 | Uvod

Tema ovog rada su kvadratne forme, homogeni polinomi drugog stupnja od n
varijabli, gdje je n prirodan broj. Kvadratne forme imaju dugu povijest i Siroku
primjenu u raznim granama matematike. Proucavale su se stolje¢ima unazad i
pojavljuju se u radovima mnogih poznatih matematicara. Fermat ih je istraZivao
u svom teoremu o zbroju dvaju kvadrata, Brahmagupta proucavajudi jednadzbe
oblika x? — ny? = ¢, a takoder su ih proucavali i veliki matematicari poput Eulera,
Lagrangea i Gaussa.

U prvom poglavlju fokusirat ¢emo se na kvadratne forme, istraZujudi njihova
osnovna svojstva. Pocet éemo s definiranjem simetri¢ne matrice i istraZziti njenu
vezu s kvadratnim formama. Simetri¢ne matrice bit ée nam klju¢ne jer omogucuju
dijagonalizaciju matrice. Takoder éemo pokazati kako zamjena varijabli moze po-
jednostavniti kvadratne forme uklanjanjem mjeSovitih ¢lanova, Sto znatno olak-
Sava rad s njima. Poseban naglasak stavit éemo na klasifikaciju kvadratnih formi
prema svojstvenim vrijednostima njhovih matrica.

U drugom éemo poglavlju obraditi problem uvjetne optimizacije, gdje ¢emo
pokazati kako kvadratne forme mogu biti koriStene za rjeSavanje optimizacijskih
problema uz odredene uvjete te time predstaviti njthovu vaZznost u primjeni na
prakti¢ne probleme.






2 | Kvadratne forme

Kvadratne su forme vazan alat u raznim granama matematike, a linearna algebra,
teorija brojeva i diferencijalna geometrija samo su neke od njih. U nastavku éemo
re¢i neSto viSe o njima. Prvo ¢emo definirati simetri¢cnu matricu i vidjeti kakva je
njena veza s kvadratnom formom.

Definicija 1 (vidjeti [2, str. 397]). Matricu A takvu da vrijedi AT = A nazivamo
simetricna matrica.

Uocimo da je simetri¢na matrica nuzno i kvadratna matrica.

Definicija 2 (vidjeti [2, str. 403]). Kvadratna forma na R" je funkcija Q definirana na
R” &ja se vrijednost u vektoru x € R" moZe izracunati izrazom oblika Q(x) = xT Ax =
||x||?, pri demu je A simetricna matrica dimenzije n x n. Matricu A nazivamo matrica
kvadratne forme.

Na sljede¢im primjerima pokazat éemo vezu simetri¢ne matrice A i njezine kva-
dratne forme xT Ax.

Primjer 1. Neka je x = Bl} Odredimo kvadratnu formu matrica A = B 2} i
2
b -1
=15 5]
Rjesenje.

2 0f [x 2x X
x' Ax = [x1 2] [0 4} {xj - Lbcj {xj =2y -l

To. 5 —1f |ser| | By —% X1
¥ Bx = [xl xﬂ {—1 B X2 - —x1 4+ 3x2| [x2
=(5x1 — x2)%1 + (—x1 + 3%2)xp = 5x% — x1%p — X1 + 3%

=5x2 — 2x1%5 + 3x3.

MoZemo primijetiti kako nam je kvadratnu formu lakse odrediti u slucajevima
kada ne sadrze mjeSoviti ¢lan, odnosno kada je matrica kvadratne forme dijago-
nalna.
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Primjer 2. Neka je x € R i Q(x) = 12x3 4 5x3 + x3 + 2x1xp — x1X3. Zapisimo ovu
kvadratnu formu u obliku xT Ax.

Rjesenje.
1 X1
Q(x):xTAx:[xl X x| 1 5 0 x| .
0 1

21 Zamjena varijabli u kvadratnoj formi

Kao $to smo ranije spomenili, kvadratne je forme lakse koristiti kada ne sadrze
mjeSoviti ¢lan. Takav ¢lan moZemo eliminirati odgovaraju¢om zamjenom varija-
bli, Sto znacajno pojednostavljuje njihovu primjenu.

Definicija 3 (vidjeti [2, str. 346]). Za invertibilnu kvadratnu matricu A kaZemo da je
ortogonalna ukoliko vrijedi A= = AT.

Definicija 4 (vidjeti [2, str. 398]). Za kvadratnu matricu A kaZemo da je ortogonalno
dijagonalizabilna ukoliko postoje ortogonalna matrica P i dijagonalna matrica D takve da
vrijedi A = PDPT = PDP1,

Prije nego objasnimo sam postupak, spomenimo teorem koji ¢e nam biti kljucan
za dobivanje dijagonalne matrice.

Teorem 1 (vidjeti [2, str. 398, Theorem 2]). Matrica A dimenzije n x n je ortogonalno
dijagonalizabilna ako i samo ako je A simetricna matrica.

Ukoliko x predstavlja varijablu u R", tada zamjenu varijabli radimo uz pomo¢
jednakosti x = Py ili ekvivalentno, y = P~ !x, pri ¢emu je P invertibilna matrica
i y nova varijabla u R”. Ukoliko takvu zamjenu varijable zapiSemo u obliku kva-
dratne forme, dobijemo

xTAx = (Py)TA(Py) = yTPTAPy = yT(PTAP)y (2.1)

i tada je PTAP nova matrica kvadratne forme. Obzirom da je A simetri¢na,
Teorem 1 nam osigurava postojanje ortogonalne matrice P takve da je PT AP dija-
gonalna matrica koju ¢emo ozna¢iti s D. Tada kvadratna forma (2.1) postaje y Dy.

U nastavku ¢emo pokazati ovaj postupak na primjeru.

Primjer 3. Napravimo zamjenu varijabli za kvadratnu formu Q(x) = 5x3 + 4x1x, +
2x5 tako da dobijemo kvadratnu formu bez mjesovitog clana.

Rjesenje. Matrica dane kvadratne forme je

.
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Prvi korak je ortogonalno dijagonalizirati matricu A. Za to najprije odredimo svoj-
stveni polinom matrice A.

5—A 2 _(
2 2-A|
=10 —-5A—2A4+A2—4=A2—-7A+6=(A—1)(A—6)

kA(/\):det(A—M):‘ 5-A)2—A)—4

Izjednacavanjem svojstvenog polinoma s 0 dobijemo pripadne svojstvene vrijed-
nosti Ay = 1i A, = 6, a rjeSavanjem sustava (A — AI)v = 0 za svaku svojstvenu

vrijednost v, dobijemo pripadne svojstvene vektore vy = {ﬂ iv, = {_12] . Ovisu

vektori automatski ortogonalni jer odgovaraju razli¢itim svojstvenim vrijednos-

tima i kao takvi ¢ine ortonormiranu bazu za IR2.
1 1

2 o
Neka su P = {1 _2] iD= {O 6l
Tadasu A = PDP~'iD = P! AP = PT AP (jer je P ortogonalna matrica, a inverz
ortogonalne matrice je jednak upravo njezinoj transponiranoj matrici).
Odgovarajuc¢a zamjena varijabli je x = Py, gdje je x = [il] iy= B 1} ;
2 2
Sada vrijedi

5x3 + dx1x; + 2x3 =xT Ax = (Py)T A(Py) yTPTAPy =y Dy =
1
i s ! O[] it

Dobili smo kvadratnu formu koja ne sadrzi mjeSoviti ¢lan.

Prethodno smo, objasnjenjem samog postupka, u sustini i dokazali sljededi te-
orem, a potom ga ilustrirali na Primjeru 3.

Teorem 2 (vidjeti [2, str. 405, Theorem 4]). Teorem o glavnim osima

Neka je A simetricna matrica dimenzije n x n. Tada postoji ortogonalna zamjena vari-
jabli, x = Py, koja transformira kvadratnu formu x* Ax u kvadratnu formu y” Dy bez
mjesovitog clana.

Stupce matrice P nazivano glavne osi kvadratne forme x” Ax. KaZemo da je
vektor y koordinatni vektor od x u odnosu na ortonormiranu bazu od R" koju
¢ine te glavne osi.

Pogledajmo kako moZemo geometrijski interpretirati glavne osi. Neka je Q(x) =
xT Ax, pri ¢emu je A invertibilna simetri¢na matrica dimenzije n x 1, i neka je c
konstanta. MoZe se pokazati da skup svih x € R? koji zadovoljavaju

xTAx=¢ (2.2)

odgovara elipsi, odnosno krugu, hiperboli, presjeku dvaju pravaca, tocki ili je pra-
zan skup.
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Slika 2.2: [2, str. 406, Figure 3] Elipsa i hiperbola u nestandardnom poloZaju.

Ukoliko je matrica kvadratne forme A dijagonalna, onda je graf pripadne
kvadratne forme u standardnom poloZaju, kao na Slici 2.1. Ukoliko matrica
kvadratne forme A nije dijagonalna matrica, graf jednazbe (2.2) je rotiran oko
svog standardnog poloZaja, kao na Slici 2.2.

TraZenje glavnih osi (odredenih svojstvenim vektorima od A) zapravo je tra-
Zenje novog koordinatnog sustava u kojem je graf u standardnom polozaju. Po-
gledajmo primjerice hiperbolu na Slici 2.2. Pozitivni dio osi y; je u smjeru prvog
stupca matrice P, dok je pozitivni dio osi y» u smjeru drugog stupca matrice P.

2.2 Klasifikacija kvadratnih formi

Za matricu A dimenzije n x n, kvadratna forma Q(x) = xT Ax je realna funkcija
realne varijable s domenom R”. Na Slici 2.3 moZemo vidjeti primjere grafova
takvih kvadratnih formi. Za svaku tocku x = (x1, x2) iz domene kvadratne forme
Q, graf prikazuje tocke oblika (x1, xp,z), pri cemu je z = Q(x).
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~

s

(a) ::3xf+7.\'§ (b) ::3.\'f (c) ::3_\'f—7_\'§ (d) ;:—3,\'?—7,\%

X

X5

Slika 2.3: [2, str. 407, Figure 4] Grafovi kvadratnih formi.

Primijetimo da su, osim za to¢ku x = 0, na Slici 2.3 a) sve vrijednosti od Q(x)
pozitivne, dok su na Slici 2.3 d) sve vrijednosti od Q(x) negativne.

Pomo¢u Slike 2.3 ilustrirali smo sljede¢u definiciju.
Definicija 5 (vidjeti [2, str. 407]). Kvadratna forma Q je:
e pozitivno definitna ukoliko je Q(x) > 0 za svaki x # 0,
e negativno definitna ukoliko je Q(x) < 0 za svaki x # 0,
e indefinitna ukoliko Q(x) poprima i pozitivne i negativne vrijednosti.

Takoder, kazemo da je kvadratna forma Q(x) pozitivno semidefinitna ukoliko
je Q(x) > 0zasvaki x i da je negativno semidefinitna ukoliko je Q(x) < 0 za svaki
x. Na primjer, kvadratne forme na Slici 2.3 a) i b) su obje pozitivno semidefinitne,
ali je kvadratnu formu pod a) bolje opisati samo kao pozitivno definitnu.

Sljedeci teorem nam govori o karakterizaciji kvadratnih formi pomoc¢u svojstvenih
vrijednosti.

Teorem 3 (vidjeti [2, str. 407, Theorem 5]). Kvadratne forme i svojstvene vrijed-
nosti
Neka je A simetriéna matrica dimenzije n x n. Tada je kvadratna forma xT Ax

e pozitivno definitna ako i samo ako su sve svojstvene vrijednosti od A pozitivne,
e negativno definitna ako i samo ako su sve svojstvene vrijednosti od A negativne, ili
e indefinitna ako i samo ako A ima i pozitivne i negativne svojstvene vrijednosti.

Dokaz. Obzirom da je A simetri¢na matrica, prema Teoremu 2 o glavnim osima,
postoji ortogonalna zamjena varijabli x = Py takva da je

Qx) = xTAx = yTDy — Aly% + /\zy% + -4 )\nyi, (2.3)
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pri ¢emu su A ... A, svojstvene vrijednosti matrice A. Kako je P invertibilna ma-
trica, postoji jednoznac¢no odredena veza izmedu svih x # 01isvih y # 0. Stoga se
vrijednosti Q(x) za x # 0 poklapaju s vrijednostima na desnoj strani izraza (2.3),
Sto je ocito odredeno predznacima svojstvenih vrijednosti Ay, ..., A, na tri nacina
opisana u ovom teoremu. U

Primjer 4. Ispitajmo definitnost kvadratne forme

Q(x) = 27 — x2 +2x2 + 2x1x0 + 2x1 %3 — 2%2%3.

1 1 1
Rjesenje. Pripadna matrica zadane kvadratne formeje A = |1 —1 —1|. Odre-
1 -1 2
dimo svojstvene vrijednosti ove matrice.
1-A 1 1
ky(A) =det(A—A)=| 1 —-1—-4 -1
1 —1 2Z—A
—1-4 -1 1 -1 1 ~1-A
:(1_)‘)‘ il Z—A‘_‘l 2—/\‘+'1 i ‘

1-A)A2=A—-1)—(B3—-A)+A
= — A +2A24+ 1 -4
=(A=-2)(A+1)(A+2)

1z jednakosti (A —2)(A +1)(A +2) = 0, dobivamo svojstvene vrijednosti Ay = 2,
Ay = —1iA3 = —2. Obzirom da matrica A ima i pozitivne i negativne svojstvene
vrijednosti, moZemo zakljuc¢iti da je dana kvadratna forma indefinitna.

Klasifikacija kvadratnih formi ¢esto se prenosi i na matrice kvadratnih formi pa
je tako pozitivno definitna matrica A simetri¢na matrica ¢ija je kvadratna forma
xT Ax pozitivno definitna. Ostali se slucajevi definiraju analogno.



3 | Uvjetna optimizacija

Problem uvjetne optimizacije vrlo je vazan u matematici i ima $iroku primjenu u
podrudjima kao Sto su ekonomija, inZenjerstvo, statistika itd. Spomenuti problem
uklju¢uje pronalaZenje minimalnih i maksimalnih vrijednosti kvadratne forme
uz odredene uvjete, koji su najcesée linearne jednadzbe i nejednadzbe. U ovom
poglavlju istrazit ¢emo osnove uvjetne optimizacije i objasniti vaznost svojstvenih
vrijednosti i svojstvenih vektora te isto ilustrirati na primjerima.

Uvjet s kojim se ¢esto susreCemo u primjeni je uvjet da vektor x € R bude
jedini¢ni vektor, odnosno da vrijedi x"x = 1. U tom slucaju, ukoliko kvadratna
forma Q(x) nema mjeSovitih ¢lanova, lako pronalazimo njezinu maksimalnu i mi-
nimalnu vrijednost. Pokazimo to na jednom primjeru.

Primjer 5. Pronadimo maksimalnu i minimalnu vrijednost kvadratne forme
Q(x) = 3x2 + 8x3 + 2x3 uz uvjet xTx = 1.

Obzirom da su x7 i x3 nenegativni, vrijedi 3x7 < 8x7 te 2x3 < 8x3 pa slijedi

Q(x) =3x2 + 8x3 + 2x3
<8x% + 8x3 + 8x3
=8(x] + 23 + x3)
=8

¢im je x7 + x3 + x5 = 1. Dakle, maksimalna vrijednost kvadratne forme Q(x)
ne moze biti veca od 8 kada je x jedni¢ni vektor. Nadalje, Q(x) = 8 kada je x =
(0,1,0). Stoga je 8 maksimalna vrijednost kvadratne forme Q(x) uz uvjet x”x = 1.

Kako bi pronasli minimalnu vrijednost kvadratne forme Q(x), primijetimo da
vrijedi 3x7 > 2x% i 8x5 > 2x3. Iz toga slijedi

Q(x) =3x2 + 8x3 + 2x3
>2%2 + 2x3 + 2x3
=2(x] + %3+ x3)
=2
¢im je x7 + x5 4+ x5 = 1. Takoder, Q(x) = 2 kada je x = (0,0,1). Analogno kao u

prethodnom slucaju, zaklju¢ujemo da je 2 minimalna vrijednost kvadratne forme
Q(x) uz uvjet xTx = 1.
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Lako se vidi kako matrica kvadratne forme Q iz prethodnog primjera ima svoj-
stvene vrijednosti 3, 8 i 2. Primijetimo da najveca i najmanja svojstvena vrijed-
nost odgovaraju, redom, maksimalnoj i minimalnoj (uvjetovanoj) vrijednosti kva-
dratne forme Q(x). Isto vrijedi za svaku kvadratnu formu, $to ¢emo vidjeti i na
sljede¢em primjeru.

Primjer 6 (vidjeti [2, str. 411, Example 2]). Neka je A = B (;

x € R2. Pronadimo minimalnu i maksimalnu vrijednost od Q(x).

} iQ(x) =xTAx za

Rjesenje. Slika 3.1a prikazuje graf kvadratne forme Q(x), dok Slika 3.1b prikazuje
samo dio grafa koji se nalazi unutar cilindra. Presjek cilindra s povrSinom grafa je
skup tocaka oblika (x1, x5, z) pridemujez = Q(x1,x2) ix? +x3 = 1. "Vrhovi" ovih
to¢aka su uvjetne vrijednosti od Q(x). Geometrijski gledano, problem uvjetne
optimizacije jest odrediti najviSu i najnizu tocku na krivulji presjeka.

Dvije najvisSe tocke na krivulji su 7 jedinica iznad x;xp-ravnine, gdje su x; = 01i
xy = £1. Ove tocke odgovaraju svojstvenoj vrijednosti 7 matrice A i svojstvenim
vektorima x = (0,1) i —x = (0, —1). Analogno, dvije najniZe tocke na krivulji su
3 jedinice iznad x;x,-ravnine i odgovaraju svojstvenoj vrijednosti 3 i svojstvenim
vektorima (1,0) i (—1,0).

(b) Presjek z = 3x% + 7x3 i cilindra
x% + x% =1

Slika 3.1: [2, str. 411, Figure 1, 2]

Svaka tocka presjeka prikazanog na Slici 3.1b ima z koordinatu izmedu 3i 7 i
za svaki t € [3,7] postoji jedini¢ni vektor x takav da je Q(x) = t. Drugim rije¢ima,
skup svih moguéih vrijednosti od x” Ax, za ||x|| = 1, je segment [3,7].

MozZe se pokazati da je za svaku simetri¢nu matricu A, skup svih vrijednosti od
xT Ax, za ||x|| = 1, segment u skupu realnih brojeva. Ozna¢imo, redom, granice
tog segmenta s m i M, odnosno

m = min{xT Ax : ||x|| = 1}, M = max{xT Ax : ||x|| = 1}. (3.1)
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Nadalje, za svojstvenu vrijednost A od A, vrijedi m < A < M. Sljedeéi teorem
govori nam da su upravo m i M svojstvene vrijednosti od A, Sto smo i ilustrirali
Primjerom 6.

Teorem 4 (vidjeti [2, str. 412, Theorem 6]). Neka je A simetricna matrica te m i
M definirani s (3.1). Tada je M najveca svojstvena vrijednost Ay od A i m najmanja
svojstvena vrijednost od A. Nadalje xT Ax ima vrijednost M kada je x jedinicni svojstveni
vektor uy koji odgovora svojstvenoj vrijednosti M te xT Ax ima vrijednost m kada je x
jedinic¢ni svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti m.

Dokaz. Ortogonalno dijagonaliziramo matricu A pa vrijedi A = PDP~1. Pret-
hodno smo pokazali da je

xTAx = y'Dy za x = Py. (3.2)
Takoder ||x|| = ||Py|| = ||y||, za sve y, jer vrijedi PTP = I'i
1Pyl? = (Py)" (Py) = y" PTPy = y'y = |Jy|*.

Posebno, ||y|| = 1 ako i samo ako je ||x|| = 1. Dakle, xT Ax i yT Dy poprimaju isti
skup vrijednosti dok x i y variraju unutar skupa svih jedini¢nih vektora.

Kako bismo pojednostavnili zapis, pretpostavimo da je matrica A dimenzije 3 x 3
sa svojstvenim vrijednostima 2 > b > c. PosloZimo stupce matrice P (svojstvene

a 0 0
vektore) takodaje P = [ug up uz]iD= {0 b 0f.
0 0 ¢
Primijetimo, za svaki vektor y € R3, s koordinatama y1, 2, y3, je
ayt =ayi
by; <ay;
cys <ays.

Dobivamo:
y' Dy =ayi + by3 + cy3
<ayi +ay; +ay;
=a(y: + 3 +y3)
=a|ly||* = a.
Dakle, prema definiciji od M, M < a. Medutim, y"Dy = a kadajey = e; =

(1,0,0) pa je zapravo M = a. Prema (3.2), vektor x koji odgovara y = e; je svoj-
stveni vektor u; od A jer je

1
x="Pe; = [u; up uz] 0| =u.
0

Dakle, M = a = el De; = ul Auy, $to dokazuje tvrdnju za M. Na sli¢an se nadin
pokaZe da je m najmanja svojstvena vrijednost c i xT Ax postiZe tu vrijednost kada
je x = Pe3 = us. ]
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210
Primjer 7. Nekaje A = |0 3 1|. Pronadimo minimalnu vrijednost kvadratne forme
00 4

xT Ax uz uvjet xTx = 11 jedinicni vektor kojemu je ta minimalna vrijednost pridruZena.

Rjesenje. Prema Teoremu 4, traZzena minimalna vrijednost je najmanja svojstvena
vrijednost matrice kvadratne forme A.
Karakteristi¢ni polinom matrice Ajestka(A) = (2—A)(3—A)(4 — A). Izjednaca-
vanjem s 0 dobijemo svojstvene vrijednosti A; = 2,1, = 3i A3 = 4. Prema tome,
najmanja svojstvena vrijednost je 2, $to znaci da se minimalna vrijednost kvadratne
forme xT Ax, uz uvjet da je x jedini¢ni svojstveni vektor, postize za A = 2.
1
Rjesavanjem jednadzbe (A — 2I)x = 0 dobijemo svojstveni vektor |0 |. Time smo
0
pronasli jedini¢ni vektor kojemu je pridruZzena minimalna vrijednost kvadratne
forme.

Sljedeéi teorem govori nam kako ra¢unamo vrijednosti kvadratne forme xT Ax
s dodatnim uvjetima na vektor x.

Teorem 5 (vidjeti |2, str. 413, Theorem 7]). Neka su A, Ay i uy jednaki kao i u Teoremu
4. Tada je maksimalna vrijednost kvadratne forme xT Ax, uz uvjete xT Ax = 1ixTuy; =0
druga najveéa svojstvena vrijednost A, i ta vrijednost postize se kada je x svojstveni vektor
Uy pridruZen As.

Dokaz. Teorem se dokazuje na slican nacin kao Teorem 4, pri ¢emu se teorem svodi
na slucaj kada je matrica kvadratne forme dijagonalna. O

[lustrirajmo ideju prethodnog teorema na jednom primjeru.

321
Primjer 8 (vidjeti [2, str. 412-413, Example 3i5]). Nekaje A = |2 3 1| incka
11 4
je uy jedinicni vektor pridruZen najvecoj svojstvenoj vrijednosti od A. Pronadimo maksi-
malnu vrijednost kvadratne forme xT Ax uz uvjete

Tx=1ixTu; =0. (3.3)

Rjesenje. Karakteristi¢ni polinom dane matrice glasi
ka(A) = —A3 4100 —27A +18 = —(A — 6)(A —3)(A —1).

1z toga slijedi da je druga najveca svojstvena vrijednost matrice jednaka A = 3.
Iz jednakosti (A — 3I)x = 0 dobijemo svojstveni vektor koji potom normiramo i
dobijemo

1
ve
Uy = 762
G
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Vektor u; automatski je ortogonalan vektoru u4 jer ti vektori odgovaraju razlicitim
svojstvenim vrijednostima.

Dakle, prema Teoremu 5, maksimalna vrijednost kvadratne forme x” Ax, uz uvijete
(3.3), jest 3 i ona se postize kada je x = u5.

Sljedeci teorem poopcuje Teorem 4 i Teorem 5 te nam daje korisnu karakteriza-
ciju svih svojstvenih vrijednosti od A.

Teorem 6 (vidjeti [2, str. 414, Theorem 8]). Neka je A simetricna matrica dimen-
zije n x n s ortogonalnom dijagonalizacijom A = PDP™1, pri demu su vrijednosti na
dijagonali matrice D poredane tako da vrijedi Ay > Ay > --- > Ay i stupci matrice P
odgovaraju jedinicnim vektorima uy, ..., u,. Tada je za k = 2,...,n, maksimalna vri-
jednost kvadratne forme xT Ax, uz uvjete x*x = 1,xTu; = 0,...,xTu_; = 0, jednaka
svojstvenoj vrijednosti Ay i ona se postiZe za x = uy.
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Sazetak

U ovom radu bavimo se kvadratnim formama, njthovim glavnim svojstvima te
problemom uvjetne optimizacije. Najprije su definirane simetri¢na matrica i kva-
dratna forma te potom na primjerima ilustrirana njihova veza. Nadalje je opisan
postupak zamjene varijabli kod kvadratnih formi. Iskazan je teorem o glavnim
osima i pokazana njegova geometrijska interpretacija. Definirane su pozitivno de-
finitna, negativno definitna i indefinitna kvadratna forma te je teoremom opisana
njihova veza sa svojstvenim vrijednostima matrice kvadratne forme. Na koncu
je, nizom primjera i teorema, analiziran problem uvjetne optimizacije kvadratnih
formi.

Klju¢ne rijeci

simetri¢na matrica, kvadratna forma, ortogonalno dijagonalizabilna matrica, za-
mjena varijabli, teorem o glavnim osima, definitnost kvadratne forme, svojstvene
vrijednosti, svojstveni vektori, uvjetna optimizacija, minimalna i maksimalna vri-
jednost kvadratne forme.
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Quadratic forms

Summary

This paper explores quadratic forms, their key properties, and the problem of
constrained optimization. It begins with the definitions of symmetric matrices and
quadratic forms, followed by examples illustrating their relationship. The proce-
dure for variable substitution in quadratic forms is then described. The theorem
on principal axes is stated and its geometric interpretation is provided. Positive
definite, negative definite, and indefinite quadratic forms are defined, and their
connection to the eigenvalues of the associated matrices is explained through a
theorem. Finally, the problem of constrained optimization of quadratic forms is
analyzed through a series of examples and theorems.

Keywords

symmetric matrix, quadratic form, orthogonally diagonalizable matrix, change
of variables, principal axis theorem, definiteness of quadratic forms, eigenvalues,
eigenvectors, constrained optimization, minimum and maximum values of a qu-
adratic form.
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