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Uvod

Monte Carlo metode predstavljaju snazan alat za rjeSavanje slozenih problema
podrucjima kao $to su matematika, statistika, fizika, financije te u brojnim drugim
znanstvenim disciplinama. Osnovna ideja ovih metoda leZi u koriStenju slucajnog
uzorka za procjenu matematickih veli¢ina koje je teSko ili nemoguce izra¢unati
analiticki. Jedna od klju¢nih primjena Monte Carlo metoda je procjena integrala,
posebno u viSedimenzionalnim slucajevima gdje klasicne numeric¢ke metode gube
na ucinkovitosti.

Monte Carlo integracija koristi nasumicno generirane to¢ke unutar podrucja
integracije kako bi aproksimirala vrijednost integrala funkcije. Glavna prednost
ove metode je njena fleksibilnost, a isto tako i sposobnost rjesavanja integrala u
situacijama kada su granice beskonacne ili funkcija ima sloZen oblik. KoriStenjem
razliCitih tehnika uzorkovanja i generatora slucajnih brojeva moguce je znacajno
poboljsati to¢nost i stabilnost procjene.

U ovom radu analizirat ée se i usporediti razli¢ite metode Monte Carlo integra-
cije, ukljucujudi klasi¢nu, stratificiranu, antiteticku i hit — or — miss integraciju,
kao i sofisticiranije pristupe poput importance sampling metode i random walk
integracije. Takoder, bit ¢e obuhvadeni razliciti generatori slucajnih brojeva koji
se koriste za generiranje uzoraka, kao Sto su linearni kongruencijalni generator
(LCG), Mersenne twister, Haltonov sekvencijalni generator i drugi.

Cilj ovog rada je prikazati primjenu Monte Carlo integracije koristenjem razli-
Citih generatora slucajnih brojeva kroz prakti¢nu implementaciju u programskom
jeziku R, uz koristenje Shiny sucelja za interaktivnu analizu i usporedbu metoda.
Rad ¢e naglasiti prednosti i nedostatke svake metode te pokazati kako izbor ge-
neratora slucajnih brojeva moZze utjecati na konac¢ne rezultate integracije.






1 | Monte Carlo metode

1.1 Osnovni principi Monte Carlo metoda

Monte Carlo metode predstavljaju skup numerickih algoritama koji koriste slu-
¢ajne uzorke za rjeSavanje problema koji su ¢esto deterministicki po svojoj prirodi.
Njihova primjena zapocela je u sredinom 20. stoljeca, prvenstveno u podrudju fi-
zike, ali su se ubrzo prosirile i na druga podrudja poput statistike, financija i ra-
¢unalne biologije. Klju¢na znacajka Monte Carlo metoda je korisStenje slucajnih ili
pseudo-slucajnih brojeva za simulaciju i analizu slozenih sustava.

U srzi Monte Carlo metoda nalazi se ideja da se ponavljanjem procesa uzorko-
vanja i ra¢unanjem prosjeka tih uzoraka mozZe procijeniti Zeljena veli¢ina. Zakon
velikih brojeva garantira da ¢e, uz dovoljan broj generiranih (pseudo)slucajnih
brojeva, aproksimacija konvergirati prema pravoj vrijednosti, ¢ine¢i Monte Carlo
metode pouzdanim alatom za numericke procjene.

1.2 Primjena Monte Carlo metoda u integraciji

Integracija je proces izra¢unavanja povrsine ispod krivulje funkcije i jedan je od
temeljnih problema u matematici. Dok je izra¢unavanje integrala u jednoj dimen-
ziji relativno jednostavno uz klasi¢ne metode poput trapeznog ili Simpsonovog
pravila, viSedimenzionalni integrali cesto predstavljaju znatno veci izazov. Monte
Carlo integracija nudi pristup koji moZe zaobici probleme tradicionalnih metoda
koriStenjem slucajnosti.

Monte Carlo metode aproksimiraju integral generiranjem slucajnog uzorka
unutar definiranog intervala integracije i koristenjem tako generiranog uzorka za
aproksimaciju prosjecne vrijednosti integrala. Ovaj pristup omogudava procjenu
integrala c¢ak i u sluc¢ajevima kada su granice beskonacne ili funkcija ima sloZen
oblik, sto je tesko ili nemoguce postici tradicionalnim numerickim metodama.
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Slika 1.1: Monte Carlo metoda na primjeru aproksimacije vrijednosti funkcije
f(x) = e~2 san = 1000 to¢aka (Smith E., (ResearchGate))

Na Slici 1.1 vizualno je doc¢arano kako funkcioniraju Monte Carlo metode. Kao
primjer, racunali smo podrudje integracije funkcije

flx) =e”

NI=

na intervalu [-2, 2].

X

Slika 1.2: Monte Carlo netoda na primjeru aproksimacije funkcije f(x) = e~ 2 sa
n = 2000 to¢aka (Smith E., (ResearchGate))

Na Slici 1.2. prikazano je poboljsanje u aproksimaciji pove¢anjem slucajnih to-
¢aka n. Rezultat se povecanjem broja n sve viSe priblizava stvarnoj vrijednosti
zadanog integrala.



2 | Osnovni pojmovi iz vjerojat-
nosti i statistike

Za razumijevanje Monte Carlo integracije i ulogu generatora slucajnih brojeva, po-
trebno je poznavati klju¢ne pojmove iz vjerojatnosti i statistike. Ovi pojmovi ¢ine
temelj teorije koja se koristi za procjenu matematickih veli¢ina putem slucajnih
uzoraka.

Ovo poglavlje obuhvaéa osnovne pojmove iz vjerojatnosti i statistike koji su
temeljni za razumijevanje Monte Carlo metoda i njihovih primjena u procjeni in-
tegrala.

2.1 Slucajna varijabla

Slucajna varijabla je funkcija koja svakom ishodu slucajnog eksperimenta pridru-
Zuje broj¢anu vrijednost. MoZe biti diskretna (ako poprima samo diskretne vri-
jednosti, poput bacanja kocke) ili neprekidna (ako moZe poprimiti bilo koju vri-
jednostiz nekog intervala, poput visine ljudi). U Monte Carlo metodama, slucajne
varijable generiraju se pomocu generatora slucajnih brojeva, sto omogucava pro-
cjenu ocekivanih vrijednosti integrala.

Diskretna slu¢ajna varijabla : Na primjer, bacanje kockice koja se koristi u drus-
tve definira slucajnu varijablu X koja moZze uzeti vrijednosti od 1 do 6, pri ¢emu
svaka vrijednost ima jednaku vjerojatnost 1/6.

Neprekidna slucajna varijabla : Za neprekidne varijable, poput vremena do
kvara stroja, koristimo gustoc¢u vjerojatnosti da bismo opisali distribuciju vjerojat-
nosti unutar odredenog intervala. Klasi¢an primjer neprekidne varijable je nor-
malna varijabla, koja ima kontinuiranu distribuciju i koristi se u brojnim znans-
tvenim disciplinama.

Matematicki, za svaku sluc¢ajnu varijablu X definiramo funkciju distribucije vje-
rojatnosti (CDF),
F(X}=P(X < 5},

koja daje vjerojatnost da ¢e X uzeti vrijednost manju ili jednaku od x.
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2.2 Gustoca vjerojatnosti

Za neprekidne slucajne varijable, koncept vjerojatnosti opisan je funkcijom gus-
toce vjerojatnosti (PDF — Probability Density Function). Gustoca vjerojatnosti
f (x) nije sama po sebi vjerojatnost, ve¢ funkcija koja, kada se integrira preko odre-
denog intervala, daje vjerojatnost da ¢e slucajna varijabla pasti unutar tog inter-
vala. Matematicki, vjerojatnost da varijabla X uzme vrijednost unutar intervala
[a, b] definira se kao:

P(agxgb):/abf(x)dx,

gdje je f(x) funkcija gustoce. Funkcija gustoée uvijek zadovoljava uvijet :

/_o:of(x)dle,

Sto osigurava da se ukupna vjerojatnost svih moguéih ishoda mora zbrojiti do 1.
Funkcija gustoce Cesto se koristi u Monte Carlo metodama kada se uzorci generi-
raju iz specifi¢nih distribucija, kao $to su normalna, eksponencijalna ili uniformna
distribucija.

2.3 Matematicko ocekivanje

Ocekivanje ili matematicko ocekivanje (eng. expectation) slucajne varijable X, oz-
naceno s E(X), opisuje dugoro¢ni prosjek svih moguéih vrijednosti koje varijabla
moze uzeti, ponderirano njihovim vjerojatnostima. Drugim rije¢ima, oc¢ekivanje
predstavlja srediSnju tendenciju distribucije varijabli i vrlo je vaZzno u procjenama
Monte Carlo metoda.

Za diskretne varijable X, ocekivanje se ra¢una kao suma svih mogudih vrijed-
nosti x; pomnoZenih s njihovim vjerojatnostima p; :

E(X) = Zx,- pi.
i
Za neprekidne varijable, ocekivanje se definira putem integrala :

E(X) = /_Z xf(x) dx,

gdje je f(x) funkcija gustoce vjerojatnosti. U Monte Carlo metodama ocekivanje
igra klju¢nu ulogu jer se vrijednost integrala procjenjuje kao prosje¢na vrijednost
funkcije na slu¢ajno odabranim uzorcima. Primjerice, ako Zelimo aproksimirati
integral funkcije f(x) na intervalu [, |, matematic¢ko o¢ekivanje pruza osnovu za
racunski proces.
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2.4 Varijanca

Varijanca je mjera rasprSenosti vrijednosti slucajne varijable oko njenog ocekiva-
nja. Ona kvantificira koliko su moguce vrijednosti varijable udaljene od ocekivane
vrijednosti. Sto je varijanca veéa, to su vece razlike izmedu ocekivane vrijednosti
i stvarnih ishoda. Za slucajnu varijablu X, varijanca je definirana kao:

Var(X) = E ((X . E(X))2> ,

odnosno ocekivano kvadratno odstupanje slucajne varijable od njenog ocekiva-
nja. Varijanca je vazna u Monte Carlo metodama jer procjene s manjom vari-
jancom obic¢no rezultiraju preciznijim aproksimacijama integrala. U kontekstu
Monte Carlo simulacija, smanjenje varijance uzoraka jedan je od glavnih ciljeva,
a to se Cesto postize tehnikama poput stratificiranog uzorkovanja ili vaznosnog
uzorkovanja (importance sampling).

2.5 Uzorak i sluc¢ajni uzorak

Uzorak je skup podataka dobiven iz neke populacije, dok je slucajni uzorak spe-
cifi¢an tip uzorka gdje su podaci odabrani nasumicno, kako bi svaki ¢lan popula-
cije imao jednaku Sansu biti odabran. U kontekstu Monte Carlo metoda, slucajni
uzorak odnosi se na niz slucajnih tocaka generiranih unutar intervala integracije
pomocu generatora slucajnih brojeva.

Kvaliteta slucajnog uzorka od klju¢ne je vaznosti za preciznost Monte Carlo
procjena. Na primjer, uniformni generator ¢e ravnomjerno raspodijeliti uzorke
po cijelom intervalu, dok ée generator s nekom drugom distribucijom uzrokovati
veca odstupanja u procjenama integrala. Tehnike poput stratificiranog uzorkova-
nja omogucuju bolje pokrivanje prostora integracije, smanjujudi varijancu rezul-
tata.






3 | Monte Carlo integracija

Monte Carlo integracija je posebna primjena Monte Carlo metoda za aproksima-
ciju odredenih integrala, posebno u viSedimenzionalnim slucajevima gdje tradi-
cionalne numericke metode postaju neefikasne ili neprakticne. Temeljna ideja
Monte Carlo integracije je da se koristi prosjecna vrijednost funkcije evaluirana na
slucajno odabranim tockama unutar intervala integracije kako bi se dobila aprok-
simacija integrala.

3.1 Osnovni princip Monte Carlo integracije

Pretpostavimo da Zelimo izracunati odredeni integral funkcije f(x) na intervalu

[a,b]:

I:/abf(x)dx.

Monte Carlo metoda za aproksimaciju ovog integrala temelji se na generiranju
velikog broja realizacija iz uniformne distribucije nad intervalom [a, b]. Osnovna
ideja je generirati n slucajnih toc¢aka x; koje su ravhomjerno raspodijeljene unutar
intervala [a, b]. Svaka toc¢ka x; je nasumi¢no odabrana prema uniformnoj distri-
buciji, Sto znaci da svaka vrijednost unutar intervala ima jednaku vjerojatnost da
bude izabrana.

Aproksimacija integrala pomoc¢u Monte Carlo metode tada se moZe zapisati
kao:

b—a
n

n

I~ Z f(xz-).
i=1

Ovaj izraz predstavlja prosjek funkcijskih vrijednosti x; ponderiran s duljinom
intervala [a, b]. Klju¢ni dio ove metode je uniformno uzorkovanje, jer omogucava
nepristrano procjenjivanje integrala bez potrebe za detaljnim poznavanjem oblika
funkcije f(x). Ovaj pristup se moZze progiriti i poboljSati na razli¢ite nacine, uklju-
¢ujudi koriStenje razli¢itih tehnika uzorkovanja koje mogu smanijiti varijancu i po-
vecati tocnost procjene.
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3.2 Monte Carlo integracija za proizvoljnu funkciju
gustoce

Monte Carlo metode mogu se prosiriti na slucajeve kada funkcija gustoce nije uni-
formna, ve¢ proizvoljna. Ako Zelimo aproksimirati integral funkcije g(x) preko
intervala [a, b], moZemo koristiti sljedeci pristup:

Na pocetku generiramo realizaciju Xy, Xy, ... , Xy, gdje je (X1, X, ... , Xn) jed-
nostavni slucajni uzorak iz distribucije X ~ p(x), a (x1, xp, ... , X, ) predstavlja
pripadni uzorak, odnosno nezavisne realizacije dobivene iz te distribucije. Za-
tim, uporabom vaZnosnog uzorkovanja (importance sampling), aproksimiramo
integral:

b b n .
[ sar= [ 8 pyaxn Ty 8D,
a a p(x) n = p(x)

gdje x; oznacuje realizaciju slucajnog uzorka generiranu prema gustodi p(x).
Vazno je naglasiti da izbor funkcije gustoce p(x) mora odgovarati granicama in-
tegracije, tj. nosac funkcije gustoée p(x) mora biti upravo interval [a, b]. Drugim
rije¢ima, funkcija gustode mora biti jednaka nuli izvan granica integracije, Sto osi-
gurava da se generirani slucajni brojevi x; mogu realizirati samo unutar intervala
[a,b].

Ovaj pristup omogucuje fokusiranje uzorkovanja na regije gdje je doprinos
funkcije g(x) najveéi, ¢ime se moZe znacajno poboljsati efikasnost metode. Is-
pravan izbor funkcije gustoée p(x) klju¢no je za smanjenje varijance procjene i
povecanje to¢nosti aproksimacije.

3.3 Jaki zakon velikih brojeva

Jaki zakon velikih brojeva (JZVB) je klju¢ni teorem u teoriji vjerojatnosti koji opi-
suje konvergenciju aritmeticke sredine nezavisnih i identi¢no distribuiranih slu-
¢ajnih varijabli prema njihovom ocekivanju. Formalno, teorem glasi:

TEOREM (Jaki zakon velikih brojeva) : Neka su Xj, Xy, ... , X, nezavisne i
identi¢no distribuirane slu¢ajne varijable s kona¢nim oc¢ekivanjem E[X]. Tada, za
svakoe >0:

P <

Ovaj teorem implicira da ¢e aritmeticka sredina uzoraka konvergirati prema oce-
kivanoj vrijednosti kako broj uzoraka n postaje sve vedi.

1 n
=Y X;i—E[X]
|

26) — 0 kada n — oco..

Dokaz : Dokaz ovog teorema moZe se naci u standardnim udZbenicima teorije
vjerojatnosti, kao sto su [4]ili [11].

Monte Carlo aproksimacija temelji se na jakom zakonu velikih brojeva. Njena
formulacija omogucuje procjenu ocekivanja funkcije ¢(X) pomoc¢u Monte Carlo



3.4. SPECIJALNI SLUCAJ : UNIFORMNA DISTRIBUCIJA 11

metoda, gdje se jaki zakon velikih brojeva koristi za konvergenciju aritmeticke sre-
dine uzoraka prema ocekivanoj vrijednosti.

Neka je X1, Xp, ... , X, jednostavni slucajni uzorak (j.s.u.) iz distribucije X
~p(x) ,a (x1, x2, ... , x,) su pripadne nezavisne realizacije iz dane distribucije.
Definirajmo slucajne varijable

vi — 8(Xi)
p(Xi)
, gdje je X; ~ p(x) gustoéa prema kojoj se uzorak generira.

Tadaje:

ElY;| = E {%} = /ﬂb ‘;Eg p(x)dx = /ubg(x) dx;

gdjesu Y, Yy, ..., Yy, nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable.
Jaki zakon velikih brojeva kaze da aritmeticka sredina ovih varijabli gotovo si-

gurno (g.s.) konvergira prema njihovom ocekivanju kad broj uzoraka n ide u
beskonacnost:

ly 1 - 8(Xi) [g(X)} /”
-y Y, =- —E|&=—| = x)dx gs.kad n — oo.
T n k) 7 E lpo) T L W e
U kontekstu Monte Carlo integracije, ovo znaci da prosjek
1 p(X)
L g(Xi)

konvergira prema stvarnoj vrijednosti integrala funkcije g(x) kada se dimenzija
uzorka n povecava. Ovaj rezultat pokazuje da se Monte Carlo metoda mozZze po-
uzdano koristiti za aproksimaciju integrala, a to¢nost procjene raste s povecanjem
dimenzije uzorka, sto je osnova za primjenu ove metode u praksi.

3.4 Specijalni slucaj : Uniformna distribucija

U poglavlju 2.2 opisuje se Monte Carlo integracija s proizvoljnom funkcijom gus-
toce p(x). Kada se funkcija gustoce odabere tako da bude uniformna, situacija
postaje specijalni slucaj opisanih metoda. Uniformna distribucija moZze se defini-
rati unutar intervala [a, b] kao:

1
_ )5z sakoxe a, b]
p() {0 , inace
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Uzimanje uzoraka iz uniformne distribucije Kada biramo p(x) kao uniformnu
distribuciju, realizacija uzorka Xj, Xp, ... , X, generira se jednostavno. Biraju se
uniformni slucajni brojevi unutar intervala [, b]. Ovaj izbor pomaZe u pojednos-
tavljenju integracije jer je gusto¢a konstantna unutar intervala.

Monte Carlo integracija s uniformnom gusto¢om

Kada koristimo uniformnu funkciju gustoce p(x) u okviru formule iz poglavlja
2.2, integral

/ab g(x)dx

aproksimira se na sljedeci nacin :

/ﬂbg(x) dx =

gdje je x; nasumican uzorak generiran prema

b—a

Y g(xi),

i=1

Primjena jakog zakona velikih brojeva S obzirom na to da su

Y; =g(X;) - (b—a)
(jer je p(x) konstantno), moZemo sada primijeniti jaki zakon velikih brojeva :

%iYi = Eig(Xi)-(b—a) — E[¢(X)](b—a) kadan — co= /abg(x)dx.

Zatvaranje Kako bi se povezali rezultati, moZzemo re¢i :

1. Kada je p(x) uniformna, Monte Carlo integracija se pojednostavljuje, a vari-
janca procjene moZe biti niZa.

2. Jaki zakon velikih brojeva jam¢i da ¢e aritmeticka sredina

1 n

= > 8(Xi)
i=1

konvergirati prema stvarnom integralu

b

| sxax

a

kada se dimenzija uzorka povecava.

Ova veza izmedu uniformne gustoce i op¢ih principa Monte Carlo integracije
ukazuje na to da je uniformna distribucija posebni, ali vazan slucaj koji omogucuje
jednostavnije i efikasnije aproksimacije integrala.



4 | Implementirane Monte Carlo
metode

4.1 Klasi¢na Monte Carlo integracija

Klasi¢na Monte Carlo integracija je najosnovnija primjena Monte Carlo metoda
za aproksimaciju odredenih integrala. Ova metoda koristi uniformnu distribuciju
za generiranje nasumic¢nih tocaka unutar zadanog intervala integracije. Osnovna
ideja je da se prosjecna vrijednost funkcije na slu¢ajno odabranim tockama koristi
za procjenu vrijednosti integrala.

Matematicka formulacija ove metode opisana je u poglavlju 3.1. gdje se opisuje
osnovni princip Monte Carlo integracije.

MonteCarloIntegracija <- function(f, a, b, n, generator, seed) {
if (is.infinite(a) || is.infinite(b)) {
# Za beskonacne intervale koristimo normalnu distribuciju
u <- generator(seed, n)
x <- qnorm(u)
integral_approx <- mean(f(x))
} else {
u <- generator(seed, n)
x<-a+(b-a) *xu
integral_approx <- mean(f(x)) * (b - a)

by

return(integral _approx)

3

Kod 4.1. implementacija - klasi¢cna Monte Carlo metoda

Kod koji je prikazan na slici 4.1. implementira Monte Carlo metodu za aprok-
simaciju integrala u R-u i nudi fleksibilnost za rad s razli¢itim vrstama intervala,
uklju¢ujuéi beskonacne. Funkcija "MonteCarloIntegracija" uzima nekoliko ulaz-
nih parametara: funkciju f koju Zelimo integrirati, donju i gornju granicu inter-
vala integracije a i b, broj slucajnih tocaka 7 koje ¢e se koristiti za simulaciju, funk-

L3
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ciju "generator" koja generira slucajne brojeve, i sjeme "seed" za osiguranje repro-
ducibilnosti rezultata.

Kod provjerava jesu li granice intervala beskonac¢ne. Ako je barem jedna gra-
nica beskonacna, koristi normalnu distribuciju za generiranje slucajnih tocaka. U
tom slucaju, funkcija "generator" generira slucajne brojeve koje se zatim koriste za
dobivanje kvantila normalne distribucije putem funkcije "qnorm". Aproksimacija
integrala se dobiva rac¢unanjem prosjeka funkcije f evaluirane na tim kvantilima.

Ako su granice intervala konacne, funkcija generira slucajne brojeve izmedu 0 i
11 skalira ih na interval [, b]. Aproksimacija integrala se tada dobiva kao prosjek
funkcije f evaluirane na tim skaliranim tockama, pomnoZen s duljinom intervala
(b —a). Ovametoda omogucava preciznu aproksimaciju integrala i za beskonac¢ne
i za konacne intervale, pruzajudi fleksibilnost za razlicite vrste funkcija i intervala.

4.2 Stratificirana Monte Carlo integracija

Stratificirana Monte Carlo integracija smanjuje varijancu rezultata dijeljenjem in-
tervala integracije na manje podintervale, poznate kao stratumi. Unutar svakog
stratuma generiraju se slucajni uzorci, Sto osigurava bolju pokrivenost cijelog in-
tervala i smanjuje osjetljivost na lokalne varijacije funkcije.

Pretpostavimo da interval [a, b] dijelimo na k podintervala. U svakom podin-
tervalu generiramo § uzoraka i izra¢unavamo prosjecnu vrijednost funkcije unu-
tar svakog stratuma. Ukupna aproksimacija integrala tada se dobiva sumiranjem
doprinosa svih stratuma.

Funkcija "StratificiranaMonteCarlo" u R-u implementira stratificiranu Monte
Carlo metodu za aproksimaciju integrala, koja poboljSava preciznost procjene in-
tegrala koristeéi stratifikaciju kako bi se smanjila varijanca u rezultatu. Funkcija
prihvacda nekoliko parametara: funkciju f koju zelimo integrirati, donju i gornju
granicu intervala integracije a i b, ukupan broj slucajnih toc¢aka n, funkciju "gene-
rator" za generiranje slucajnih brojeva, te sjeme "seed" za reproducibilnost.

Kod prvo odreduje broj stratuma k kao korijen iz 7, s minimalnom vrijednoséu
1, kako bi se izbjegli problemi s premalim brojem stratuma. Zatim se izracunava
broj tocaka po stratumima. Funkcija zatim generira slucajne brojeve pomocu gene-
rator funkcije i dodjeljuje stratume svakoj tocki. U slucaju beskonac¢nih intervala,
koristi se normalna distribucija za generiranje tocaka, a integral se aproksimira
kao prosjek funkcije f na tim tockama.

Za konac¢ne intervale, slucajni brojevi se skaliraju na interval [a, b] uzimajudi u
obzir stratume, a integral se aproksimira kao prosjek funkcije f na tim skaliranim
tockama, pomnoZen s duljinom intervala. Ova metoda omoguéava ravnomjernije
pokrivanje intervala integracije i smanjenje varijance procjene, ¢cime se poboljsava
to¢nost Monte Carlo integracije.
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StratificiranaMonteCarlo <- function(f, a, b, n, generator, seed) {
if (is.infinite(a) || is.infinite(b)) {
k <- max(1, floor(sqrt(n)))
n_per_stratum <- floor(n / k)
u <- generator(seed, n)
stratumi <- rep(l:k, each = n_per_stratum)
x <- qnorm(u)
integral_approx <- mean(f(x))
} else {
k <- max(1, floor(sqrt(n)))
n_per_stratum <- floor(n / k)
u <- generator(seed, n)
stratumi <- rep(l:k, each = n_per_stratum)
X <- a+ (stratumi - 1 +u) * (b - a) / k
integral_approx <- (b - a) * mean(f(x))

by

return(integral approx)

3

Kod 4.2. implementacija - stratificirana Monte Carlo metoda

4.3 Antiteticka Monte Carlo integracija

Antiteticka Monte Carlo metoda koristi parove slucajnih varijabli kako bi smanjila
varijancu procjene integrala. Umjesto koristenja samo sluc¢ajnog uzorka u;, metoda
takoder koristi i njegovu antiteticku vrijednost 1 - u; , cime se smanjuju odstupanja
procjena od stvarne vrijednosti.

U ovoj metodi, generiraju se uzorci ; i 1 - u;. Funkcija se evaluira u oba skupa
uzoraka, a aproksimacija integrala racuna se kao prosjek svih izracunatih vrijed-
nosti.

Funkcija prihvaéa nekoliko parametara: funkciju f koju treba integrirati, donju
i gornju granicu intervala integracije a i b, ukupni broj slucajnih toc¢aka #, funkciju
"generator" koja generira slucajne brojeve, i sjeme "seed" za reproducibilnost. Kod
najprije provjerava jesu li granice intervala beskonac¢ne. Ako je to slucaj, koristi
normalnu distribuciju za generiranje slu¢ajnih brojeva.

Funkcija generator generira 5 slucajnih brojeva, koji se koriste za izra¢un kvan-
tila normalne distribucije. Za svaki slucajni broj u, izra¢unavaju se komplemen-
tarni brojevi 1 — u. Ovi brojevi koriste se za generiranje dvaju skupova tocaka: x1
i x2. Aproksimacija integrala se zatim dobiva kao prosjek funkcije f evaluirane
na obje skupine tocaka.

Ako su granice intervala kona¢ne, metoda je sli¢na, ali koristi linearnu tran-
sformaciju za skaliranje slucajnih brojeva na interval [a, b]. Funkcija "generator"
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AntitetickaMonteCarlo <- function(f, a, b, n, generator, seed) {

if (is.infinite(a) || is.infinite(b)) {

u <- generator(seed, n/2)

x1 <- qnorm(u)

x2 <- gnorm(1l - w)

integral_approx <- mean(f(c(xl, x2)))
} else {

u <- generator(seed, n/2)

x1 <-a+ (b-a2a) *xu

x2<-a+(-2a *x (1 -uw

integral_approx <- (b - a) * mean(f(c(xl, x2)))
-

return(integral approx)

3

Kod 4.3. implementacija - antiteticka Monte Carlo metoda

generira 5 slucajnih brojeva izmedu 0 i 1, koji se koriste za dobivanje tocaka x1 i
x2 u oba kraja intervala. Aproksimacija integrala se dobiva kao prosjek funkcije f
evaluirane na obje skupine toaka, pomnoZen s duljinom intervala (b — a).

Ova metoda koristi antiteticke parove koji su komplementarni, kako bi sma-
njila varijancu u procjeni integrala, jer su x1 i x2 u svakom paru povezani i su-
protstavljeni, ¢ime se smanjuje ukupna varijanca u procjeni integrala i poboljSava
preciznost.

4.4 Hit-or-Miss Monte Carlo integracija

Hit — or — Miss metoda intuitivno pristupa problemu integracije generiranjem
slucajnih tocaka unutar pravokutnika koji obuhvada funkciju i broji koliko tih to-
¢aka pada ispod funkcije. Ovaj pristup koristi jednostavno "pogodi ili promasi"
logiku za aproksimaciju integrala.

Odreduje se pravokutnik koji potpuno obuhvaca funkciju f(x) na intervalu
[a,b]. Generira se n slucajnih to¢aka unutar tog pravokutnika, a broj "pogodaka"
ispod funkcije koristi se za procjenu integrala.

Ova metoda generira slucajne tocke unutar pravokutnog podrucja kako bi pro-
cijenila povrsinu ispod funkcijske krivulje. Ako su granice intervala beskonacne,
funkcija generira slu¢ajne brojeve pomoc¢u normalne distribucije i koristi procjenu
maksimuma funkcije za definiranje pravokutnog podrudja.

Usporeduje slucajne brojeve y s vrijednostima funkcije f(x) kako bi izracunala
broj "hitova" unutar podrudja ispod funkcije. Aproksimacija integrala dobiva se
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HitOrMissMonteCarlo <- function(f, a, b, n, generator, seed) {
if (is.infinite(a) || is.infinite(b)) {
u_x <- generator(seed, n)
u_y <- generator(seed + 1, n)
X <- gnorm(u_x)
f_max <- max(f(x)) # Procjena maksimuma funkcije
y <- f_max * u_y
hits <- sum(y <= £(x))
area <- f_max
integral_approx <- area * (hits / n)
} else {
u_x <- generator(seed, n)
u_y <- generator(seed + 1, n)
x <-a+ (b-a) *xux
f_max <- max(f(x)) # Pretpostavka da imamo procjenu maksimuma funkcije
y <- f_max * u_y
hits <- sum(y <= f(x))
area <- (b - a) * f_max
integral_approx <- area * (hits / n)

by

return(integral _approx)

3

Kod 4.4. implementacija - hit — or — miss Monte Carlo metoda

kao omjer tih "hitova" i ukupnog broja tocaka, pomnoZzen s povrsinom pravokut-
nika.

Za konacne intervale, metoda se prilagodava tako $to skalira slucajne brojeve na
interval [a, b]. Funkcija koristi sli¢an pristup, ali s pravokutnim podrudjem koje je
sada (b —a) * fiuax. U oba slucaja, metoda omogucava preciznu procjenu integrala,
Sto je korisno za funkcije koje su sloZene za analiti¢ko izra¢unavanje.

4.5 Importance Sampling Monte Carlo integracija

Importance Sampling sofisticirana je metoda koja koristi funkciju gustoée p(x)
sli¢nu obliku funkcije f(x) kako bi smanjila varijancu procjene. Ovaj pristup omo-
gucuje fokusiranje uzorkovanja na podrudja gdje funkcija ima veéi doprinos, ¢cime
se znacajno poboljSava ucinkovitost metode.

Integral funkcije g(x) aproksimira se pomoc¢u vaznosnog uzorkovanja na slje-
dedi nacin:
b 12
| g)dx - plg ()

i=1
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gdje su x; uzorci generirani prema gusto¢i p(x).

ImportanceSamplingMonteCarlo <- function(f, a, b, n, generator, seed) {
if (is.infinite(a) || is.infinite(b)) {
u <- generator(seed, n)
x <- qnorm(u)
g <- dnorm(x)
w<-1/g
integral_approx <- mean(f(x) * w)
} else {
u <- generator(seed, n)
x<-a+(b-a) *xu
g <- dnorm(x, mean = (a + b) / 2, sd = (b - a) / 6)
w<-1/g
integral_approx <- mean(f(x) * w)

b

return(integral _approx)

L

Kod 4.5. implementacija - importance sampling Monte Carlo metoda

Funkcija "ImportanceSamplingMonteCarlo" implementira Monte Carlo inte-
graciju koristeéi tehniku uzorkovanja vaznosti (importance sampling) kako bi po-
boljSala tocnost procjene integrala. Ova tehnika uzima u obzir razlicite distribucije
za generiranje slucajnih brojeva kako bi se smanjila varijanca procjene, fokusira-
judi se na podrucdja gdje funkcija najvise doprinosi vrijednosti integrala. Funkcija
prihvacda parametre f (funkciju koju treba integrirati), a i b (granice intervala in-
tegracije), n (broj tocaka), generator (funkciju za generiranje slucajnih brojeva) i
seed (sjeme za reprodukciju rezultata).

Za beskonacne intervale, generiraju se tocke pomocu kvantila normalne distri-
bucije (qnorm), a funkcija gustoce vjerojatnosti g je standardna normalna distri-
bucija (dnorm). TeZine w se izra¢unavaju kao recipro¢na vrijednost gustoce kako
bi se prilagodila procjena integrala prema uzorku. Za konacne intervale, generi-
rane tocke x se skaliraju na interval [a, b], a distribucija ¢ je normalna s o¢ekivanjem
u sredini intervala i standardnom devijacijom koja pokriva Sirinu intervala.

Integracija se provodi mnoZenjem funkcije f(x) s odgovarajué¢im tezinama w, a
konacna procjena se dobiva kao prosjecna vrijednost ponderiranih funkcijskih vri-
jednosti. Ovaj pristup omogucava bolju procjenu integrala, posebno kada funkcija
ima dominantna podrudja koja znacajno utje¢u na ukupni rezultat.

4.6 Random Walk Monte Carlo integracija

Random Walk Monte Carlo integracija je metoda koja koristi nasumic¢an hod za
generiranje tocaka unutar intervala integracije. U ovoj metodi, toc¢ke se generiraju
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kao nasumicni koraci pocevsi od pocetne tocke unutar intervala, pri ¢emu svaki
korak uzima u obzir granice intervala. Metoda je korisna za integrale gdje je funk-
cija vrlo promjenjiva ili ima lokalne varijacije, jer simulira prirodne procese poput
difuzije.

Random Walk Monte Carlo metoda koristi sekvencu X3, Xy, ... , Xy, gdjeje Xi+1
= X; + €;, a €; predstavlja sluc¢ajan korak generiran prema nekoj distribuciji (npr.
normalnoj distribuciji). Cilj je uzorkovati interval koriste¢i nasumi¢ne korake koji
omogucuju bolje istraZivanje prostora integracije.

Neka je funkcija f(x) definirana na intervalu [g, b], tada se aproksimacija inte-
grala racuna kao:
b—a
n

I~

n
Y f(X)
i=1
gdje su X; tocke generirane nasumic¢nim hodom.

RandomWalkMonteCarlo <- function(f, a, b, n, generator, seed) {
if (is.infinite(a) || is.infinite(b)) {
u <- generator(seed, n)
X <- numeric(n)
x[1] <- gnorm(ul1])
for (i in 2:n) {
x[i] <- x[i - 1] + rnorm(1)
¥
integral_approx <- mean(f(x))
} else {
u <- generator(seed, n)
X <- numeric(n)
x[1] <- a + (b - a) * ul1]
for (i in 2:n) {
x[i] <- x[1 - 1] + (b - a) * (ul[i] - 0.5)
if (x[i] < a) x[i] <- a
if (x[i] > b) x[i] <- b
}
integral_approx <- (b - a) * mean(f(x))

by

return(integral _approx)

L

Kod 4.6. implementacija - random walk Monte Carlo metoda

Ovaj kod implementira Monte Carlo integraciju uz koriStenje metode slucaj-
nog hoda (random walk) kako bi procijenila integral funkcije f. Funkcija uzima
interval integracije definiran s granicama a i b, broj uzoraka n, generator slucajnih
brojeva "generator", i sjeme "seed" za reproducibilnost. Za beskonacne intervale,
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generira se pocetna tocka x; pomoéu standardne normalne distribucije (qnorm), a
zatim se svaka sljedeca tocka x; racuna dodavanjem slucajnog pomaka dobivenog
iz normalne distribucije prethodnoj tocki, ¢ime se simulira slucajni hod.

Ako su granice intervala kona¢ne, pocetna tocka x; se skalira na interval [, b], a
svaka sljedeca tocka se generira dodavanjem pomaka proporcionalnog Sirini inter-
vala uzimajudéi u obzir slucajni faktor u; - 0.5, pri ¢emu se vrijednosti ograni¢avaju
na interval [a, b].

Na kraju, integral se aproksimira racunanjem prosjeka funkcije f evaluirane na
generiranim tockama x te se taj prosjek mnozi s duljinom intervala (b — a) u slu-
¢aju konac¢nih granica. Ova metoda koristi nasumicna kretanja tocaka unutar in-
tervala kako bi se Sto bolje pokrilo podrudje ispod funkcijske krivulje i omogucila
precizna aproksimacija integrala, narocito u slucajevima sloZenih ili nelinearnih
funkcija.



5 | Generatori sluc¢ajnih brojeva

Generatori slucajnih brojeva temeljni su alati u primjeni Monte Carlo metoda jer
omogucuju stvaranje slucajnog ili pseudoslucajnog uzorka potrebnog za procjenu
integrala i drugih numerickih problema. Iako su konceptualno jednostavni, kva-
litetni generatori slucajnih brojeva klju¢ni su za tocnost, stabilnost i u¢inkovitost
Monte Carlo metoda. KoriStenjem generatora, moguce je simulirati vrijednosti
iz razlicitih distribucija slucajnih varijabli koje odgovaraju specifi¢nim zahtjevima
metode.

Generatori slucajnih brojeva moraju zadovoljavati nekoliko klju¢nih svojstava:
ravnomjernu raspodjelu, dugu periodi¢nost, brzinu generiranja i izbjegavanje pre-
dvidljivih uzoraka. Losi generatori mogu dovesti do znacajnih pogresaka u Monte
Carlo procjenama, dok dobri generatori omoguéuju preciznije i pouzdanije rezul-
tate.

U ovom poglavlju predstavljeni su razli¢iti generatori slucajnih brojeva, uklju-
¢ujudi klasi¢ne metode kao $to su Linearni Kongruencijalni Generator (LCG) i
Multiplikativni Kongruencijalni Generator (MCG), te napredniji pristupi poput
Mersenne Twistera i Haltonovih sekvencijalnih generatora. Detaljno su opisane
njihove matematicke osnove, prednosti i nedostaci te njihova primjena u Monte
Carlo metodama. KoriStenje odgovarajuéeg generatora moze znacajno poboljsati
ucinkovitost i to¢nost Monte Carlo integracije, Sto je vaZzno za kompleksne i viSe-
dimenzionalne probleme.

5.1 Linearni kongruencijalni Generator (LCG)

Linearni kongruencijalni Generator (LCG) je jedan od najstarijih i najjednostav-
nijih algoritama za generiranje pseudo-slucajnih brojeva. Ovaj generator koristi
rekurzivnu formulu koja uklju¢uje multiplikativnu i aditivhu komponentu te ope-
raciju modulo. Na taj na¢in generira se niz brojeva koji se normaliziraju u interval
[0,1]. Zbog svoje jednostavnosti, LCG se koristi u brojnim aplikacijama, no moZze
imati probleme s periodi¢nos¢u i kvalitetom generiranih uzoraka, Sto utjece na
rezultate Monte Carlo metoda.

LCG generira niz brojeva koristeci rekurzivnu formulu :
X1 = (a- Xy +¢)(mod)m
gdje su a, c i m konstante koje definiraju generator. Uobicajeno je da se vrijednosti

normaliziraju na interval [0, 1] dijeljenjem s m.

pdl
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LCG <- function(seed, n, a = 1664525, c¢ = 1013904223, m = 2°32) {
random_numbers <- numeric(n)
random_numbers[1] <- seed

for (i in 2:n) {
random_numbers[i] <- (a * random_numbers[i - 1] + ¢c) %% m

¥

random_numbers <- random_numbers / m
return(random_numbers)

Kod 5.1. implementacija - LCG generator slucajnih brojeva

5.2 Multiplikativni  kongruencijalni = generator
(MCG)

Multiplikativni kongruencijalni Generator (MCG) je varijanta LCG-a koja koristi
samo multiplikativhu komponentu, bez aditivne konstante. Ovaj pojednostavljeni
pristup omogucava brze generiranje brojeva, ali dijeli slicne probleme s kvalitetom
generiranih sekvenci kao i LCG.

Formula za generiranje brojeva je :
X1 = (a-X;)(mod)m

MCG generira uzorke brze, ali s ve¢om sklono$¢u ka obrascima, Sto moZe nega-
tivno utjecati na stabilnost Monte Carlo metoda.

MCG <- function(seed, n, a = 1664525, m = 2°32) {
random_numbers <- numeric(n)
random_numbers[1] <- seed

for (i in 2:n) {
random_numbers[i] <- (a * random_numbers[i - 1]) %% m

by

random_numbers <- random_numbers / m
return(random_numbers)

Kod 5.2. implementacija - MCG generator slucajnih brojeva
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5.3 Haltonov sekvencijalni generator

Haltonov generator koristi nizove s malim odstupanjem, sto omogucuje ravno-
mjerniju raspodjelu tocaka u prostoru, ¢ime se postiZe bolja pokrivenost i to¢nost
procjena u kvazi-Monte Carlo metodama.

Sekvencijalni generatori poput Haltonovog koriste osnovne brojeve za generi-
ranje sekvenci koje ravnomjernije pokrivaju interval u usporedbi s klasi¢nim ge-
neratorima slucajnih brojeva.

Halton <- function(n, base = 2) {
seq <- numeric(n)
for (i in 1:n) {

seq[i] <- 0
f <- 1 / base
j <=1

while (j > 0) {
seqli] <- seqlil + £ * (j % base)
j <- floor(j / base)
f <- £ / base
X
}

return(seq)

¥

Kod 5.3. implementacija - Haltonov sekvencijalni generator slucajnih brojeva

54 Mersenne twister generator

Mersenne twister je jedan od najpopularnijih generatora slucajnih brojeva zbog
svoje brzine i visoke kvalitete generiranih brojeva. Ima vrlo dug period i generira
brojeve s izvrsnim statistickim svojstvima. Njegova implementacija u R-u omogu-
¢uje lako koriStenje u raznim aplikacijama Monte Carlo metoda.

Ugraden je u mnogim programskim jezicima $to omogucuje njegovo lako ko-
riStenje. Daje visoku kvalitetu i ravnomjernu raspodjelu generiranih brojeva.

MersenneTwister <- function(seed, n) {
set.seed(seed, kind = "Mersenne-Twister")
return(runif(n))

}

Kod 5.4. implementacija - Mersenne twister generator slucajnih brojeva
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5.5 Uniformni generator

Uniformni generator koristi standardne funkcije za generiranje ravnhomjerno ras-
poredenih brojeva u intervalu [0,1]. Ovaj generator je jednostavan, brz i ¢esto
koriSten kao osnovni generator u mnogim Monte Carlo metodama.

Takoder je ugraden u R-u te je standardiziran i Siroko dostupan u mnogim pro-
gramskim jezicima.

UniformGenerator <- function(seed, n) {
set.seed(seed)
return(runif (n))

3

Kod 5.5. implementacija - uniformni generator slucajnih brojeva

5.6 Eksponencijalni generator

Eksponencijalni generator koristi eksponencijalnu distribuciju za generiranje slu-
¢ajnih brojeva. Eksponencijalna distribucija je neprekidna raspodjela koja opisuje
vrijeme izmedu dogadaja u Poissonovom procesu, odnosno u situacijama gdje
se dogadaji dogadaju neprekidno i nezavisno uz konstantnu stopu. Ovaj gene-
rator Cesto se koristi u simulacijama koje modeliraju trajanje ili ¢ekanje, kao Sto
su kvarovi sustava, vrijeme do sloma ili intervali izmedu dolazaka u prometnim
tokovima.

Kao i prethodna dva generatora, ugraden je u mnogim programskim jezicima
pa takoiu R-u.

ExponentialGenerator <- function(seed, n) {
set.seed(seed)
return(rexp(n))

}

Kod 5.6. implementacija - eksponencijalni generator slucajnih brojeva

5.7 Normalni generator

Normalni generator koristi normalnu distribuciju (poznatu i kao Gaussovu distri-
buciju) za generiranje slu¢ajnih brojeva. Normalna distribucija je jedna od najvaz-
nijih i naj¢esce koristenih neprekidnih raspodjela u statistici zbog svojih jedinstve-
nih svojstava, poput simetri¢nosti i oblika zvona. Koristi se za modeliranje feno-
mena koji su rezultat zbrajanja brojnih nezavisnih faktora, Sto se ¢esto susreée u
prirodnim i drustvenim znanostima.
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Ugraden je u programskom jeziku R, $sto omogucuje njegovo lako koristenje.

NormalGenerator <- function(seed, n) {
set.seed(seed)
return(rnorm(n))

by

Kod 5.7. implementacija - normalni generator sluc¢ajnih brojeva






6 | Implementacija Monte Carlo
metode

Cjelokupna implementacija svih opisanih metoda i generatora slucajnih brojeva
te njihova integracija unutar Shiny sucelja dostupna je na poveznici : Monte Carlo
metode - implementacija u R - u

Implementacija razli¢itih Monte Carlo integracija i generatora slucajnih brojeva
klju¢na je za prakti¢nu primjenu teorijskih znanja. Koristenje programskog jezika
R, uz Shiny sucelje, omogucuje korisnicima jednostavnu interakciju i analizu raz-
licitih metoda Monte Carlo integracije te njihovih performansi u stvarnom vre-
menu. U ovom poglavlju opisane su implementacije svih koriStenih metoda i ge-
neratora te nacin na koji su povezani kroz Shiny sucelje.

Cjelokupni sustav implementiran je tako da omogucuje korisnicima brzo pre-
bacivanje izmedu razli¢itih metoda i generatora, prikaz rezultata i usporedbu
Monte Carlo integracije s klasi¢nim numerickim metodama. Ovaj pristup olak-
Sava eksperimentiranje i analizu performansi, sto je klju¢no za primjenu Monte
Carlo metoda u stvarnim problemima.

6.1 Implementacija Monte Carlo metoda i generatora
sluc¢ajnih brojeva

Svaka Monte Carlo metoda implementirana je kao zasebna funkcija unutar pro-
gramskog jezika R, omogucujudi fleksibilnost pri izboru metoda za razlicite tipove
problema. Implementacija je strukturirana tako da korisnici mogu jednostavno
mijenjati parametre, odabirati razli¢ite metode i usporedivati rezultate. Ove me-
tode su integrirane unutar cjelokupnog sustava na nacin koji omogucava korisni-
cima brz pristup i testiranje.

Generatori slucajnih brojeva klju¢ni su dio svake Monte Carlo metode jer di-
rektno utjecu na raspodjelu uzoraka i konac¢ne rezultate. Svaki generator imple-
mentiran je kao posebna funkcija koja se moZe pozvati unutar bilo koje metode
integracije. Time se korisnicima omogucuje jednostavan odabir generatora koji
najbolje odgovara specifi¢noj metodi.

27
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6.2 Shiny sucelje za interaktivnu analizu

Shiny sucelje je interaktivna web aplikacija razvijena unutar R programskog je-
zika koja omogucuje dinamicku vizualizaciju podataka i interaktivno korisnic¢ko
iskustvo. Shiny povezuje snagu R-a za statisticku analizu s modernim web tehno-
logijama, pruzajudi korisnicima alat za brzo testiranje, analiziranje i vizualizaciju
rezultata u stvarnom vremenu bez potrebe za sloZenim programiranjem ili poseb-
nim web razvojnim vje$tinama.

U kontekstu cjelokupne implementacije, Shiny sucelje omogucuje korisnicima
jednostavno testiranje razli¢itih Monte Carlo metoda i generatora slucajnih brojeva
za integraciju. Kroz sucelje, korisnici mogu unositi matematicke funkcije za inte-
graciju, definirati granice integracije, odabrati seed iz kojeg Ce se realizirati slucajni
uzorak te eksperimentirati s razli¢itim metodama i generatorima. Sucelje je intu-
itivno i korisnicima pruza moguénost brzih promjena parametara, omogucujudi
im da odmah vide kako te promjene utje¢u na konacne rezultate aproksimacije.

Monte Carlo Integracija

Slika 6.1: Shiny sucelje za Monte Carlo integraciju - Tab "Unos"

Jedna od klju¢nih prednosti Shiny sucelja je vizualizacija rezultata. Aplikacija
ne samo da prikazuje numericke vrijednosti aproksimiranih integrala, ve¢ i gra-
ficki prikazuje funkciju te slucajno generirane tocke koje se koriste u Monte Carlo
integraciji. Ovakav vizualni prikaz olakSava razumijevanje nacina na koji razlicite
metode i generatori utje¢u na preciznost i stabilnost rezultata. Na primjer, koris-
nici mogu vidjeti kako se uzorci distribuiraju u stratificiranoj Monte Carlo metodi
u usporedbi s klasi¢nim uniformnim uzorkovanjem ili kako antiteticka metoda
smanjuje varijabilnost rezultata.

Osim $to pruZza detaljan uvid u performanse razli¢itih metoda, Shiny aplika-
cija omogucuje i usporedbu Monte Carlo aproksimacija s numerickim integraci-
jama, Sto je korisno za procjenu to¢nosti i u¢inkovitosti svake metode. Na taj nacin,
Shiny sucelje sluzi kao mocan alat za eksperimentiranje, edukaciju i analizu, $to
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314150
/ sin(z) dz
(]

Slika 6.2: Shiny sucelje za Monte Carlo integraciju - rezultat

ga ¢iniidealnim za primjene u obrazovanju, istrazivanju i industriji, gdje se Monte
Carlo metode koriste za procjenu slozenih matematickih problema. Fleksibilnost i
pristupac¢nost Shiny sucelja omogucuju korisnicima, bez obzira na njihovu razinu
stru¢nosti, da duboko istraze dinamiku Monte Carlo integracija i steknu dublje
razumijevanje njihove primjene.

Monte Carlo Integracija

Primjeri Integrala

Odaberite primjer integrala:
sin(x) od Odo T v

/ sin(z) dz
0
N Monte Carlo | Numericka Integracija | Apsolutna Pogreska | Relativna Pogreska
10 2.22213 2 0.22213 11.10668
100 2.04463 2 0.04463 2.23145
1000 1.99383 2 0.00617 0.30834
10000 1.98355 2 0.01645 0.82238
le + 05 2.00213 2 0.00213 0.10658

Slika 6.3: Shiny sucelje za Monte Carlo integraciju - Tab "Primjeri integrala"

Ako se implementira dodatna funkcionalnost, kao $to su naprednije vizuali-
zacije ili prilagodba izgleda sucelja, Shiny moZe postati jos korisniji za specifi¢ne
istrazivacke ili obrazovne svrhe, omogucujudi personalizirano iskustvo koje od-
govara potrebama korisnika. KoriStenjem Shiny sucelja, implemetacija opisanih
Monte Carlo metoda i generatora slucajnih brojeva ne samo da ilustrira njihove
teorijske koncepte, ve¢ ih prenosi u dinamicko okruZenje gdje korisnici aktivno
sudjeluju u procesu istraZivanja i ucenja.






7 | Rezultatii analiza

Povezivanje u Shiny sucelju pruZza robusnu platformu za eksperimentiranje s im-
plementiranim Monte Carlo metodama i generatorima slucajnih brojeva. Pomocu
Shiny sucelja, korisnici mogu jednostavno istraziti razlicite pristupe integraciji i
analizirati rezultate kako bi odabrali optimalnu kombinaciju za specifi¢ne potrebe.
Takoder, korisnik je u moguénosti na primjerima vidjeti kako se pogreska sma-
njuje povecavanjem dimenzije uzorka 7, te kako Monte Carlo metode djeluju na
neke specifi¢ne integrale.

Rezultati pokazuju da Stratificirana i Antiteticka Monte Carlo metoda pruzaju
preciznije rezultate u usporedbi s Klasicnom metodom zbog smanjenja varijance.

Generatori poput Mersenne Twistera i Haltonovog niza daju bolje rezultate
zbog bolje distribucije tocaka, dok jednostavni generatori poput LCG-a mogu ge-
nerirati tocke koje nisu dovoljno uniformne.

Za integrale s beskona¢nim granicama, najefikasnija se pokazala Importance
Sampling metoda.

Shiny sucelje omogucuje korisnicima vizualnu usporedbu rezultata i bolji uvid
u efikasnost razlicitih metoda.

<t
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Sazetak

U ovom radu analizirana je primjena Monte Carlo integracije pomo¢u razli¢itih
generatora slucajnih brojeva, s posebnim naglaskom na prakti¢nu implementa-
ciju metoda u programskom jeziku R i Shiny sucelju. Monte Carlo metode pred-
stavljaju mocan alat za numericko rjeSavanje problema koji su ¢esto determinis-
ticki, ali zbog svoje sloZenosti zahtijevaju procjenu pomocu slucajnog uzorka. U
fokusu ovog rada je Monte Carlo integracija, koja se koristi za aproksimaciju inte-
grala na temelju slucajno generiranih to¢aka unutar zadanog intervala integracije.
U teorijskom dijelu rada obuhvacdeni su razliciti pristupi Monte Carlo integraciji,
uklju¢ujudi klasi¢nu, stratificiranu, antiteticku i hit — or — miss metodu, kao i vaz-
nosno uzorkovanje (importance sampling) te metoda nasumi¢nog hoda (random
walk). Koristenjem razli¢itih generatora slucajnih brojeva, poput linearnog kon-
gruencijalnog generatora (LCG), Mersenne twistera, Haltonovih sekvenci, te eks-
ponencijalnih i normalnih generatora, istrazena je preciznost i u¢inkovitost svake
metode. Poseban naglasak stavljen je na implementaciju svih opisanih metoda i
generatora unutar okvira programskog jezika R, kao i na njihovu integraciju u in-
teraktivno Shiny sucelje. Sucelje omogucuje korisnicima jednostavan odabir raz-
licitih metoda i generatora, prikaz rezultata aproksimacije integrala u stvarnom
vremenu te vizualizaciju uzoraka i funkcija. Analizirane su prednosti i nedostaci
svake metode te kako odabir generatora slucajnih brojeva moZe znacajno utjecati
na konacne rezultate integracije.

Kljuéne rijeci

Monte Carlo integracija, generatori slucajnih brojeva, aproksimacija integrala, R
programiranje, Shiny sucelje, implementacija
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Monte Carlo integration using diffe-
rent random number generators

Summary

In this thesis, the application of Monte Carlo integration using different random
number generators is analyzed, with special emphasis on the practical implemen-
tation of methods in the R programming language and the Shiny interface. Monte
Carlo methods represent a powerful tool for numerically solving problems that
are often deterministic, but due to their complexity require evaluation using a
random sample. The focus of this work is Monte Carlo integration, which is used
to approximate integrals based on randomly generated points within a given in-
terval of integration. In the theoretical part of the thesis, various approaches to
Monte Carlo integration are covered, including the classic, stratified, antithetical
and hit-or-miss method, as well as importance sampling and the random walk
method. Using different random number generators, such as the linear congru-
ential generator (LCG), Mersenne twister, Halton sequences, and exponential and
normal generators, the precision and efficiency of each method was investigated.
Particular emphasis is placed on the implementation of all the described methods
and generators within the framework of the R programming language, as well as
on their integration into the interactive Shiny interface. The interface allows users
to easily select different methods and generators, display the results of real-time
approximation of integrals, and visualize patterns and functions. The advanta-
ges and disadvantages of each method and how the selection of random number
generators can significantly affect the final integration results were analyzed.

Keywords

Monte Carlo integration, random number generators, integral estimation, R pro-
gramming, Shiny interface, implementation
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