Kvadratni ostatci

Lamot, Lorena

Master's thesis / Diplomski rad
2024

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, School of Applied Mathematics and Informatics /
Sveuciliste Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, Fakultet primijenjene matematike i
informatike

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:399897

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-12-21

Repository / Repozitorij:

mat h OS Repository of School of Applied Mathematics and

Informatics

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:399897
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:918
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:918
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:918

SVEUCILISTE JosIPA JURjA STROSSMAYERA U OsIJEKU

FakULTET PRIMIJENJENE MATEMATIKE I INFORMATIKE

Sveucilisni diplomski studij matematike
modul: financijska matematika i statistika

Kvadratni ostatci

DirPLOMSKI RAD

Mentor:

izv. prof. dr. sc. Mirela Jukié Bokun

Osijek, 2024.

Student:

Lorena Lamot






Sadrzaj

1 Uvod

2 Kvadratni ostatci
Zl Delfnlels « o w2 me s e s
2.2 Legendreov simbol . .. ...

25 Svojstva Legendreovogsimbela o« « s o b s wmsw e sem 5w

3 Gaussov kvadratni zakon reciprociteta

3.1 Iskazidokaz teorema. . . . .
3.2 Pepinov test prostosti . . . . .

4 Jacobijev simbol
41 Definicti = - s« o005 55 5 # &
4.2 Svojstva Jacobijevog simbola .

4.3 Zakon kvadratnog reciprociteta za Jacobijev simbol . . . .. .. ..
4.4 Algoritam za ra¢unanje Jacobijevog simbola . . . . .. ... ... ..

4.5 Eulerovi pseudoprosti brojevi
Literatura
Sazetak
Summary

Zivotopis

31

33

35






1 | Uvod

Kvadratni ostatci jedan su od temeljnih pojmova u teoriji brojeva i imaju $iroku
primjenu, osobito u kriptografiji i testiranju prostosti brojeva. Cilj ovog rada je de-
taljno prouciti pojmove kvadratnih ostataka, Legendreovog i Jacobijevog simbola
te njihove primjene.

U prvom poglavlju definirat ¢emo kvadratne ostatke i Legendreov simbol. Na-
kon definicije, pokazat ¢emo osnovna svojstva Legendreovog simbola te neke od
njegovih primjena.

Drugo poglavlje posveceno je jednom od najvaznijih rezultata u teoriji brojeva,
Gaussovom zakonu kvadratnog reciprociteta. Nakon formalnog iskaza i dokaza
teorema, primijenit ¢emo ga na Pepinov test prostosti kojim moZemo provjeriti je
li neki Fermatov broj prost ili nije.

U tre¢em poglavlju uvodimo pojam Jacobijevog simbola, koji predstavlja ge-
neralizaciju Legendreovog simbola. U ovom dijelu navest éemo osnovna svojstva
Jacobijevog simbola te dokazati Zakon kvadratnog reciprociteta za Jacobijev sim-
bol. Takoder, predstavit ¢emo algoritam za efikasan izra¢un Jacobijevog simbola.
Na kraju poglavlja, definirat ¢emo Eulerove pseudoproste brojeve te iskazati i do-
kazati tvrdnje koje se koriste u testovima prostosti.






2 | Kvadratni ostatci

U ovom poglavlju definirat ¢emo kvadratne ostatke koji ¢e biti temelj svih dalj-
njih razmatranja. Zatim éemo uvesti i pojam Legendreovog simbola te pokazati
njegova svojstva i primjenu.

2.1 Definicija
Na pocetku navodimo definiciju kvadratnih ostataka.

Definicija 1. Neka je a cijeli broj, m prirodan broj i (a,m) = 1. Ako kongruencija x> = a
(mod m) ima rjesenja, onda kaZemo da je a kvadratni ostatak modulo m. U suprotnom
kazemo da je a kvadratni neostatak modulo m.

[lustrirat ¢emo ovu definiciju na sljede¢em primjeru:
Primjer 1. Odredimo sve kvadratne ostatke modulo 13.

Rjesenje: Kako bismo odredili kvadratne ostatke modulo 13, razmatramo kvadrate
svih pozitivnih cijelih brojeva manjih od 13. Vrijedi sljedece:

=1 (mod 13),

22=4 (mod 13),

32=9 (mod 13),

4 =16 (mod13)=3 (mod 13),
52=25 (mod 13) =12 (mod 13),
6> =36 (mod 13) =10 (mod 13),
72=49 (mod 13) =10 (mod 13),
82 =64 (mod 13) =12 (mod 13),
92=81 (mod 13) =3 (mod 13),
10> =100 (mod 13) =9 (mod 13),

(
112 =121 (mod 13) =4 (mod 13),
122=144 (mod 13) =1 (mod 13).

Dakle, 1,3,4,9,10,12 su kvadratni ostatci modulo 13, a 2,5,6,7,8,11 kvadratni neos-
tatci modulo 13.
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Iz prethodnog primjera uocavamo kako postoji 6 kvadratnih ostataka i 6 kva-
dratnih neostataka modulo 13. Kao $to ¢emo vidjeti u sljedecoj tvrdnji, analogno
svojstvo vrijedi za sve proste brojeve p.

Teorem 1 (vidjeti [1, Teorem 4.1.]). Ako je p nepamn prost broj, reducirani sustav
ostataka modulo p sadrzi == L kvadratnih ostatka i = L kvadratnih neostataka.

Dokaz: Skup {—pT_l, e, —2,-1,1,2,..., %} je reducirani sustav ostataka mo-

dulo p te je svaki kvadratni ostatak modulo p kongruentan kvadratu nekog
od brojeva iz toga skupa, $to znaci da je kongruentan nekom od brojeva:

12,22, (P—‘l)z

Potrebno je pokazati da su ovih £~ bro]eva medusobno nekongruentni modulo
p.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je b> = a? (mod p) zaneke1 < a < b < P,
Tada vrijedi: b*> —a> = 0 (mod p), odnosno (b —a)(b+a) = 0 (mod p). S ob-
zirom na to da je p prost broj, ovo implicira da p dijeli b — a ili b 4 a. Medutim,
budu¢éidasu0 < b—a < pi0 < b+a < p, niti jedan od ovih slucajeva nije
moguc te tako dolazimo do kontradikcije s pretpostavkom. Stoga su svi kvadrati
medusobno nekongruentni modulo p i zaklju¢ujemo da postoji tocno £ kva-
dratnih ostataka, dok su preostalih br0]eva u reduciranom sustavu ostataka
kvadratni neostatci.

U

Primjer 2. Prost broj 23 ima 11 kvadratnih ostataka i 11 kvadratnih neostataka prema
Teoremu 1. Kako bi pronasli sve kvadratne ostatke modulo 23 dovoljno je razmotriti
12,22, .., 11%

2.2 Legendreov simbol

Proucavanje kvadratnih ostataka i neostataka pojednostavljeno je Legendreovim
simbolom koji je ime dobio po francuskom matematicaru Adrien-Marie Legen-
dreu.
Definicija 2. Neka je p neparan prost broj i a cijeli broj. Legendreov simbol <%> definiran
je kao:

0, akojea=0 (mod p),

<E> = 1, ako je a kvadratni ostatak modulo p,
P —1, ako je a kvadratni neostatak modulo p.

Primjer 3. Koriste¢i definiciju Legendreovog simbola i Primjer 1 vidimo da Legendreov
simbol ({5), a = 1,2,...,12 ima sljedece vrijednosti:

(3)-(3)-(3)- (3)- ()~ (3)-»
(3)-(3)-(5)- ()~ (3)- ()
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Sada navodimo kriterij za odlucivanje je li cijeli broj kvadratni ostatak nekog
prostog broja koji ¢e nam takoder biti koristan u dokazivanju svojstava Legendre-
ovog simbola.

Teorem 2 (Eulerov kriterij, vidjeti [1, Teorem 4.2.]). Neka je p neparan prost broj i
neka je a cijeli broj. Tada vijedi:

(%) — % fisiod .

Dokaz. Kako bismo dokazali ovaj teorem, razmotrit ¢emo 3 slucaja:

a

(i) Ako je (5) = 0, tada prema definiciji Legendreovog simbola p dijjeli 4, Sto
znaci da je tvrdnja ocito ispunjena.

a

(ii) Ako je (—) = 1, tada kongruencija x> = a (mod p) ima rjeSenje. Neka je
Xg € Z takav da vrijedi x3 = a (mod p). Prema Malom Fermatovom te-

oremu (vidjeti [5, Theorem 2.7]), slijedi: a b = xo =le= (%) (mod p)
te tvrdnja vrijedi i u ovom slucaju.

(iii) Ako je (%) = —1, tada za svaki i € {1,...,p — 1} moZemo odabrati
j e {l,...,p—1} tako da vrijedi i - j = a (mod p). Ovo je moguce za-

hvaljujuéi jedinstvenosti tog izbora (vidjeti [1, Teorem 3.5.]). Primijetimo

dajei # j, buduéi da kongruencija x> = a (mod p) nema rjeSenja. Stoga se

skup {1,...,p—1} moze pod1]eht1 na - L parova (i, j) za koje vrijedii-j = a

(mod p). MnoZzenjem svih ovih £~ kongruena]a i koriste¢i Wilsonov teorem
(vidjeti [5, Theorem 2.8]) koji nam govoridaje (p —1)! = —1 (mod p), do-

bivamo: 2’7 = (p — 1! = —1 (mod p). Time smo dokazali i posljednji
slucaj.

0

Eulerov kriterij govori nam kako je a kvadratni ostatak modulo p onda i samo
onda ako vrijedi sljedece: a'r =1 (mod p).

Primjer 4. Koristenjem Eulerovog kriterija odredimo je li 7 kvadratni ostatak modulo 11.

Rjesenje: Vrijedi sljedece:
7\ =t = (mod 11)
11 ©

S obzirom daje 7° = —1 (mod 11), Eulerov kriterij nam govori da je (4) = —1.
Stoga je 7 kvadratni neostatak modulo 11.
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2.3 Svojstva Legendreovog simbola

Sada ¢emo dokazati neka od osnovnih svojstava Legendreovog simbola.

Teorem 3 (vidjeti [6, Theorem 9.2.]). Neka je p neparan prost broj te a i b cijeli brojevi
koji nisu djeljivi s p. Tada vrijedi:

(i) akojea =b (mod p), tada (%) = <%),
@ (3) (3) = (%)
(iif) (%) =i
Dokaz. (i) Pretpostavimo da je a = b (mod p). Tada kongruencija x> = a

(mod p) ima rjeSenje ako i samo ako kongruencija x> = b (mod p) ima rje-

Senje. 1z toga slijedi da je (%) = (%)

(ii) Prema Eulerovom kriteriju, znamo da vrijedi:

(%) —4"7  (mod p), (9) =57 (mod p)

Sada imamo:

(5)(3) = - =(3) i

Bududi da su jedine moguce vrijednosti Legendreovog simbola +1, zakljucu-
jemo da vrijedi: (%) (%) = (%) .

(iii) S obzirom da je ( > = 41, iz dijela (i) slijedi:

(-6

Napomena 1. Posljedica tvrdnje (ii) prethodnog teorema je ta da je umnoZak dvaju kva-
dratnih ostataka ili dvaju kvadratnih neostataka nekog prostog broja kvadratni ostatak tog
prostog broja, dok je umnozak kvadratnog ostatka i kvadratnog neostatka kvadratni neos-
tatak.

a
P

O

Sljede¢om tvrdnjom pokazat ¢emo kako moZemo klasificirati one proste bro-
jeve za koje je —1 kvadratni ostatak.
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Teorem 4 (vidjeti [6, Theorem 9.3.]). Neka je p neparan prost broj. Tada vrijedi:

(—1) B { 1, akojep=1 (mod 4),

v —1, akojep = —1 (mod 4).

Dokaz. Prema Eulerovom kriteriju, znamo da vrijedi:

<—?1) = (-1’7 (mod p).

Akojep =1 (mod 4),tadaje p = 4l + 1, zanekil € Z. Stoga imamo:
jep jep &

(-1)"7 = (-1 =1,

§to znadi da je (_—1> = fI.

P
Akoje p =3 (mod 4), tadaje p = 4l + 3, zaneki ! € Z. U tom slucaju imamo:
(-1)7 = (-1 =1,

Sto znaci da je (%) = —1. O

[ustrirajmo sada svojstva Legendreovog simbola dokazana u prethoda dva te-
orema na konkretnom primjeru.

Primjer 5. Izracunajmo vrijednost Legendreovog simbola (%) .

Rjesenje: Vrijedi sljedece:

3)-(3)(3)(G)-(3) () () -

Sljedecti rezultat, poznat kao Gaussova lema, daje nam jo$ jedan kriterij za odre-
divanje je li cijeli broj a, koji je relativno prost s prostim brojem p, kvadratni ostatak
modulo p.

Teorem 5 (Gaussova lema, vidjeti [6]). Neka je p neparan prost broj i a cijeli broj
koji nije djeljiv s p. Neka je s broj najmanjih pozitionih ostataka modulo p za brojeve
a,2a,3a,..., pT_la, koji su veci od §. Tada vrijedi:

(5)-cor

Dokaz. Neka uq,up,...,us predstavljaju najmanje pozitivne ostatke brojeva
a,2a,3a,..., (pT_1> a modulo p koji su veéi od £, a vy, 0s,...,v; predstavljaju naj-
manje pozitivne ostatke modulo p tih brojeva koji su manji od 5. Bududi da je
(ka,p) =1zasvekzakojejel <k < pT_l, svi ti najmanji pozitivni ostaci modulo
p pripadaju skupu {1,2,...,p — 1}.

Pokazat éemo da su brojevi p — uy, p —up,..., p — us, v1,02,...,0; upravo brojevi
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L2..... pT_l u nekom poretku. Da bismo to dokazali, dovoljno je pokazati da niti
jedan od tih brojeva nije kongruentan modulo p, jer postoji to¢no pT_l brojeva u
skupu, a svi su pozitivni i manji od £+

Jasno je da niti jedan u; nije kongruentan ni s jednim drugim u; modulo p, kao
ni niti jedan v; s bilo kojim drugim v;. Ako bi vrijedila takva kongruencija, imali
bismo ma = na (mod p), gde sum in pozitivni cijeli brojevi manji ili jednaki pT_l.
Bududi da p ne dijjeli a, to implicira m = n (mod p), $to je nemoguce.

Takoder, niti jedan od brojeva p — u; ne moZze biti kongruentan modulo p s nekim
vj, jer bi tada vrijedilo ma = p — na (mod p), $to bi impliciralo m = —n (mod p)
jer a nije djeljiv s p. To je nemogucde jer su i m i n elementi skupa {1,2,..., pT_l}
Sada kada znamo da brojevi p — uy,p — up,...,p — 5,01, 02,. .., Zajedno Cine

cijeli niz brojeva 1,2,.. ., pT_l u nekom poretku, zaklju¢ujemo da vrijedi:

(p=w)(p =) - (p = u)oror--00 = (E37 )1 (mod p),

Sto implicira:
s _ TP 1
(=1)°uquy - - - usvyvp -+ - vy = —— [ (mod p).

Bududi da su u; i v; najmanji pozitivni ostatci brojeva a, 24, . . ., (pT—1> a modulo p,
takoder znamo da vrijedi:

1/[11/[2"'1157)17]2"'01-Eﬂ'zﬂ"'<p—_1)a5ﬂp_1 (pT_1>| (mOd p)

N

2

Stoga, iz prethodne dvije relacije slijedi:

(—1)%a’s (’%1)' = (PT_l)v g

S obzirom da je (p, ("%1> !) = 1, prethodna kongruencija implicira:

Prema Eulerovom kriteriju, znamo da je a7 = <%> (mod p), pa iz toga slijedi:

(5)= (1 (modp)

S$to dokazuje teorem.
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Primijenimo sada Gaussovu lemu na konkretnom primjeru.

Primjer 6. Nekasua = 3ip = 13. Da bismo primijenili Gaussovu lemu, izraunavamo
najmanje pozitivne ostatke brojeva 3-1,3-2,3-3,3-4,3-5,i3 -6 modulo 13. Ti ostatci
suredom3,6,9,12,2i5. Buduci da su tocno dva od ovih ostataka veéa od lzi, Gaussova
lema nam daje da je (3) = (—1)2 = 1.

Znacajnija primjena Gaussove leme je sljedeci teorem koji nam daje odgovor na

pitanje o kvadratnim ostatcima broja 2 modulo p.

Teorem 6 (vidjeti [5, Theorem 4.6]). Za svaki neparni prosti broj p vrijedi:

(3) =D (modp)

Dokaz. Prema Gaussovoj lemi, potrebno je odrediti broj vrijednosti 2j, za j =
1,2,..., 221, koje su vece od £. Akojej < ¥, tadaje2j < £, pa postoji |2
vrijednosti 2j koje su manje od £. Dakle, postoji s = 2% — | #| takvih vrijednosti
koje su vece od 5. Prema Gaussovoj lemi, to znadi da:

(%) — (=1)2-18  (mod p).
Stoga, dovoljno je pokazati da:
—1 21
s:pT— LEJ EPT (mod 2).

Rjesenje se moze podijeliti na sluc¢ajeve ovisno o kongruentnosti broja p modulo
8.
Akoje p =1 (mod 8), tada je p = 8m + 1 za neki cijeli broj m i imamo:

s:4m—{8m+1J:4m—2m:2mEO (mod 2).
Akoje p = —1 (mod 8), tada je p = 8m — 1 za neki cijeli broj m i imamo:
8m —1
s:4m—1—{ 1 J:4m—1—(2m—1):2m50 (mod 2).

Akoje p =3 (mod 8), tada je p = 8m + 3 za neki cijeli broj m i imamo:

8&m+3

s:4m—|—1—{ J:4m+1—2m:2m+151 (mod 2).

Ako je p = —3 (mod 8), tada je p = 8m — 3 za neki cijeli broj m i imamo:
jep jep ] )

8m —3
4

s:4m—2—L J:4m—2—(2m—1):2m—151 (mod 2).
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Dakle, ako p = +1 (mod 8), tada je s paran, a ako p = +3 (mod 8), tada je s
neparan. Ostaje pokazati da isto vrijedi za %. Akoje p = 8m + 1, tada je:

pP—1 e4m*xl6m+1—1

_ g2 _
5 3 =8m"+2m =0 (mod 2),

a akoje p = 8m £ 3, tada je:

pP—1  64m>+48m+9—1
8 8

=8m*+6m+1=1 (mod?2),

i tvrdnja slijed.i. O
Direktno iz prethodnog teorema slijedi sljedeca tvrdnja.

Korolar 1 (vidjeti [5, Corollary 4.2]). Ako je p neparan prost broj, tada vrijedi:

2% 1, akojep=+1 (mod 8),
p) | —1, akojep =43 (mod 8).

Primjer 7. Koristeci Teorem 6, izracunavamo Legendreove simbole za razlicite proste bro-
jeve:

1921

<12_9) = () = (—)F = (1) =-1 (mod 19),
<2£3) = ()% = ()T = (—1)% =1 (mod 23),
<3£1) = (_1)31%%1 = (_1)9% (-1)=1 (mod 31),

<%) = (—1)%;1 (—1)168@ ={—1AP=-1 (med 41).

Uz prethodne rezultate, za dokaz Gaussovog kvadratnog zakona reciprociteta
kojim ¢emo se baviti u sljede¢em poglavlju potrebna ¢e nam biti i sljedeca po-
moc¢na tvrdnja.

Lema 1 (Einsteinova lema, vidjeti [5, Lemma 4.1]). Neka je a cijeli, neparan broj, a
p > 2 neparan prost broj takav da p ne dijeli a. Tada vrijedi:

gdje je M = Z;:Ti L%J

Dokaz. Koristimo istu notaciju kao i u dokazu Gaussove leme. Neka uy, uy, .. ., us

predstavljaju najmanje pozitivne ostatke brojeva 4,24,3a,.. ., (pT_l) a modulo p

koji su veci od £, a v1,0;,...,v; predstavljaju najmanje pozitivne ostatke tih bro-
jeva modulo p koji su manji od £.
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Prema Teoremu o dijeljenju s ostatkom (vidjeti [ 1, Teorem 2.2]) znamo da za svaki
= 12005, pT_l, postoje cijeli brojevi g; i t; takvi da je

ja=qjp+t, gdieje 1<t <p.

Tadaje g; = {%J jer je % =q;+ % < gj+ 1. Prema tome, za svaki takav j, vrijedi:

ja = {%J p+t, gdieje 1<t <p,
pridemuje t; = uj, akoje tj > §,it; = vj, ako je t; < §. Dakle, imamo
7?" 2 ja s t
: : p = =

Medutim, kao $to je pokazano u dokazu Gaussove leme, vrijednosti p — u; za j =
L,2,...,sivjzaj=12,...,t samo su permutacija brojeva 1,2,..., pT_l. Stoga,

2 8 t s t
Yii=Y.(p—u)+Yvj=ps—Y ui+Y v (22)
; =i =1 =1

j=1 j=1

Oduzimanjem (2.2) od (2.1) dobivamo:

(al)%jp(% V“Js> A (2.3)

Sada reduciramo jednakost (2.3) modulo 2 i s obzirom da su a i p neparni, tj.
a=p=1 (mod 2), dobivamo:

0= (jf; EJ s) (mod 2),

-1 5
iz ega slijedi da je s = Z;:Tl V?”J (mod 2).

Gaussova lema govori nam da vrijedi:

S

S obzirom daje (—1)* = (—1)M zaklju¢ujemo da je:
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Pogledajmo sada primjenu Einsteinove leme na primjeru.

Primjer 8. Izracunat éemo vrijednost Legendreovog simbola (2 ) koristeci Einsteinovu
lemu na sljedeci nacin:

11-1
]; LﬁJ B {ﬁJ i LﬁJ o {HJ + {ﬁJ + {ﬁJ —0+0+1+1+2=4,

dakle,



3 | Gaussov kvadratni zakon reci-
prociteta

Neka su p i g neparni prosti brojevi. Pitanje koje se postavlja je: ako je p kva-
dratni ostatak modulo g, odnosno ako kongruencija x> = p (mod g) ima rjesenja,
mozemo li zakljuciti je li i g kvadratni ostatak modulo p, tj. ima li rjeSenja kongru-
encija x> = g (mod p), u kojoj su uloge brojeva p i g zamijenjene?

Sljededi teorem, poznat kao Gaussov kvadratni zakon reciprociteta, pruza nam
odgovor na ovo pitanje. Njega je prvi formulirao Legendre 1785. godine, ali nije
uspio dati valjani dokaz. Tek je Gauss 1796. godine u svom djelu Disquisitiones
Arithmeticae dao prvi ispravan dokaz ovog teorema. Gauss je smatrao ovaj teorem
toliko znacajnim da je dao ¢ak osam razli¢itih dokaza za njega, dok danas postoji
preko 240 razli¢itih dokaza.

3.1 Iskazidokaz teorema

Sada ¢emo navesti iskaz i dokaz ovog vaznog teorema koji povezuje dva Legen-

dreova simbola (5) i <%)

Teorem 7 (Gaussov kvadratni zakon reciprociteta, vidjeti [5, Theorem 4.7]). Neka
su p # q dva neparna prosta broja. Tada vrijedi:

(3)(5)-cv=

Dokaz. Najprije éemo dokazati da vrijedi sljedece:

q—1

p-1 q-1
p—1 g—-1 ¢ V«iJ = VPJ
(Y A —1 |l LA (3.2)
2 2 k; p = q

Neka je

=

S:{(jp,kq):léjé%,lﬁ é’%l}-

Skup S ima pT_l : % elemenata. Takoder, lako se vidi da je jp # kq za bilo koje
1<j<Tili1 <k <22
Nadalje, rastavimo skup S na dva disjunktna skupa S; i Sy:

S=5US,,

L3
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gdje su
S1={(jp.kq) € S: jp < kq},

S2 = {(J'P,kq) €S:jp>kaq}.
Akoje (jp, kq) € S1, tadaje j < X Takoder, q < (p W < 1. Dakle,

v-:w
)55

Stoga, kardinalitet skupa S; je Z L J Sliéno tome, kardinalitet skupa S je

N

odakle slijedi

»—-\"GlQ

L3
2;:1 L?J . Time je dokazano da vrijedi (3 2)
1

J il
Sada ozna¢imo: M =}, 2, {—J iN= Z Sy H"J Ako stavimo g = a u Eisenste-
inovoj lemi, tada vrijedi:

Stoga imamo,

(0))-ce
P Y
Rezultat sada slijedi direktno iz (3.2). O

Napomena 2. Lako se vidi da se formula (3.1) moZe zapisati i na sljede¢i nacin:

(0)-c=+ ()

Sljedeca tvrdnja predstavlja ekvivalentnu formulaciju zakona reciprociteta.

Korolar 2 (vidjeti [5, Corollary 4.3]). Neka su p # q neparni prosti brojevi. Tada

IECRE

Primjer 9. Izracunajmo Legendreov simbol (). Prema Gaussovom kvadratnom zakonu
reciprociteta, vrijedi:

(3)- o (2) - (d)-cara-a

Dakle, 3 nije kvadratni ostatak modulo 19.

=< D

, inace.

;, akojep=g=3 (mod 4),



3.2. PEPINOV TEST PROSTOSTI 15

Primjer 10 (vidjeti [3, Zadatak 2.7.]). DokaZite da postoji beskonacno mnogo prostih
brojeva oblika 6m +- 1, gdje je m prirodan broj.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji samo kona¢no mnogo prostih bro-
jeva oblika 6m + 1 te ih oznac¢imo s py, p2, . . ., pn. Razmotrimo broj:

M= (2p1p>... pn)2 + 3.
Ako je p prosti djelitelj broja M, primje¢ujemo sljedece:
e p ne moZze biti jednak 2, jer vrijedi M =1 (mod 2),
e p ne moZe biti jednak 3, jer vrijedi M =1 (mod 3),

e p ne mozZe biti jednak nijednom od brojeva p;, jer vrijedi M = 3 (mod p;) za
sve p; > 7.

Dakle, prosti broj p mora biti oblika 6k + 5, gdje je k neki broj iz skupa prirodnih
brojeva s nulom. Bududi da p dijeli M, slijedi:

(2p1p2. .. pn)2 = -3 (mod p),

Sto znaci da je —3 kvadratni ostatak modulo p. Koriste¢i Gaussov kvadratni zakon
reciprociteta i svojstva Legendreova simbola, dobivamo:

(3)-GI0)- e -

Buduéi da je p = 6k + 5, slijedi:

2)-(59)-@) -~

Sto znaci da —3 nije kvadratni ostatak modulo p. Ovime dolazimo do kontradik-
cije i zaklju¢ujemo da ne moZe postojati kona¢no mnogo prostih brojeva oblika
om + 1.

3.2 Pepinov test prostosti

Gaussov zakon kvadratnog reciprociteta ima mnogo primjena, a jedna od njih
je dokazivanje valjanosti sljedeceg testa prostosti za Fermatove brojeve, odnosno
brojeve oblika F, = 22" +1, za n € IN. Kako bi mogli dokazati sljede¢i teorem
najprije ¢emo uvesti sljedec¢u definiciju.

Definicija 3. Neka su a i p relativno prosti prirodni brojevi. Najmanji prirodni broj d za
kojega vrijedi
=1 (mod p)

naziva se red od a modulo p.
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Teorem 8 (Pepinov test, vidjeti [5, Theorem 4.8]). Fermatov broj F, = 2% +1,
n € IN, je prost broj ako i samo ako vrijedi:

Byl

377 = —1 (mod E,). (3.3)

Dokaz. Pretpostavimo najprije da vrijedi (3.3). Kvadriranjem obje strane u toj kon-
gruenciji, dobivamo:
31 =1 (mod F,).

Prema tome, ako je p prost broj koji dijeli F,, onda vrijedi:
361 =1 (mod p).

Koriste¢i tvrdnju koja govori da d dijeli k ako i samo ako vrijedi #* = 1 (mod p),
gdje je d red od a modulo p (vidjeti [5, Propozicija 3.18]), zaklju¢ujemo da red
od 3 modulo p, ozna¢imo ga s d, dijeli F,, — 1 = 22" Medutim, prema (3.3), d ne
dijeli 22" ~1. Dakle, jedina moguénost je da vrijedid = 22" = F, — 1. Prema Malom
Fermatovom teoremu (vidjeti [5, Theorem 2.7]), vrijedid = F, —1 < p—1, pa
kako p | F,, ondaje p = F,. Posljedi¢no, p mora biti prost broj te je dovoljnost
uvjeta (3.3) dokazana.

Pretpostavimo sada da je F, prost, tada prema Gaussovom zakonu kvadratnog

reciprociteta vrijedi:
3 EY _ (2 _
(£)=(5)=()=~ =

gdje je prva jednakost to¢na jer F, =1 (mod 4)iF, =2 (mod 3), dok posljednja
jednakost proizlazi iz Korolara 1. Prema Eulerovom kriteriju, imamo:

(;) =3 (mod E). (3.5)
Kombiniranjem kongruencija (3.4) i (3.5) dobivamo:

3% = 1 (mod F,),
$to dokazuje nuznost uvjeta (3.3). O

Primjer 11. Zelimo uz pomoé Pepinovog testa zakljuciti je li Fermatov broj Fy prost. Za
F, =2% 41 =65537, provjeravamo je li zadovoljen uvjet:

37 = 332768 (mod 65537).
Racunajuéi modulo 65537, dobivamo:
3%2768 = 1 (mod 65537).

Prema Pepinovom testu, Fermatov broj Fy = 65537 je prost.



4 | Jacobijev simbol

U ovom poglavlju proucavat ¢emo Jacobijev simbol koji predstavlja generalizaciju
Legendreovog simbola. Jacobijevi simboli korisni su za izra¢unavanje vrijednosti
Legendreovog simbola.

4.1 Definicija
Sada ¢emo navesti definiciju Jacobijevog simbola te ju zatim demonstrirati na pri-

mjeru.

Definicija 4. Neka je n > 1 neparan prirodni broj oblika n = H?Zl p? ,gdjesuej € N
i pj razliciti prosti brojevi. Tada se Jacobijev simbol od a u odnosu na n definira kao

@-11G)

za svaki a € Z, gdje su simboli na desnoj strani Legendreovi simboli.

Primjer 12. Iz definicije Jacobijeva simbola slijedi:

(7)-() (@)

Izracunajmo svaki Legendreov simbol zasebno pomocu Teorema 6:

Stoga,

3)- Q) )0

Dakle, Jacobijev simbol (%) = —1.

7
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Kada je n prost broj, Jacobijev simbol je isti kao i Legendreov simbol. Medutim,

kada je n slozen, vrijednost Jacobijevog simbola (%) nam nuZzno ne govori ima

li kongruencija x> = a (mod n) rjeSenja. Znamo da ako kongruencija x> = a
(mod 1) ima rjeSenja, tada vrijedi (2) = 1. Primijetimo da ako je p prost djelitel]
od 7 i ako kongruencija x> = a (mod n) ima rjeSenja, tada i kongruencija x> = a
(mod p) takoder ima rjeSenja te je tada (%) = 1. Stoga posljedi¢no vrijedi:

o-lE) -

2

Da bismo pokazali kako je moguce da je (%) = 1 ¢ak i kada kongruencija x* = a

(mod 1) nema rjeSenja, pogledajmo sljedeéi primjer.

Primjer 13. Neka je a = 2 i n = 55. Prema definiciji Jacobijevog simbola vrijedi:

2 - 2 2
55) \5 11)°
Pomoéu Teorema 6 racunamo:

(3) =07 =(vP=-1 i (F) =0 =(vP--1

Dkl driais
(%) = T = il

Iako vrijedi (%) = 1, kongruencija x* = 2 (mod 55) nema rjeSenja jer kongruencije

x2 =2 (mod 5) i x?> =2 (mod 11) takoder nemaju rjesenia.

4.2 Svojstva Jacobijevog simbola

Sada ¢emo navesti i dokazati osnovna svojstva Jacobijevog simbola.

Teorem 9 (vidjeti [5, Theorem 4.10]). Neka je n neparan prirodan broj te neka su a i
b cijeli brojevi. Tada vrijedi:

(i) Akojea =0 (mod n), tada je (%) — <%)

Dokaz. U dokazima svih Cetiriju dijelova ovog teorema koristimo kanonsku fakto-

rizaciju broja n na proste faktore: n = H;'(:1 p;j ;



4.2. SVOJSTVA JACOBIJEVOG SIMBOLA 19

(i) Znamo da ako je p prost broj koji dijeli n, tadaa = b (mod p). 1z Teorema 3

slijedi (%) = (%) zasvej=1,2,...,k Stoga,

06 -8E) -6

(ii) 1z Teorema 3 znamo da je (”b) = <i> ( b) zasvej=1,2,...,k Dakle,

(0)-11(7) 1) () =) <s>-

pj—1

(iii) Prema Teoremu 4 je (%}) = (—1)"7 zasvej=1,2,...,k Dakle,

B

Kako bismo dovrsili dokaz ovog dijela, trebamo dokazati da vrijedi:
k
n=1+) aj(pj—1) (mod 4). (4.2)
j=1

To ¢éemo dokazati metodom matematicke indukcije po k. Ako je k = 1, tada
je

n=pi' =[1+(p -],
a prema binomnom teoremu (vidjeti [5, Theorem 1.6]), ovo je jednako

k. ra _
1+a1(p1—1)+z(j])(pj—1)151+a1(p1—1) (mod 4),
j=2

bududi da je (p; — 1)/ = 0 (mod 4) za j > 1. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za sve vrijednosti manje ili jednake k = t > 2. Tada je

A j at+1
”_HP] = HP] Pi11
1+Za]

[+ aa(prra —1)]  (mod 4),

prema indukcijskoj pretpostavci za k = t i k = 1. Dakle, gornji izraz je kon-
gruentan

t t+1
1+ aq(pra—1)+ ) ai(pj—1)=1+) aj(pj—1) (mod 4),
= =
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jer je za bilo koji j, (pj — 1)(pt+1 —1) = 0 (mod 4), sto dokazuje tvrdnju
(4.2). Koristedi tvrdnju (4.2) i oduzimajudi 1, a zatim dijeleéi s 2, dobivamo

Sto je isti eksponent kao kod —1 u (4.1). Time je dokazan ovaj dio teorema.

pzfl
(iv) Iz Teorema 6 znamo da vrijedi: <p%) = (—1)]T zasvej=1,2,...,k Dakle,

k & k p2,71 pzfl
(g> =11 <5> =TI-)7 s = ()55 T, (43)
n) = \Pi =1
Koriste¢i binomni teorem kao u dokazu djjela (iii), dobivamo
(1+p; —1)% =1+a;(p; —1) (mod 64),
bududi da je p}z = 1 (mod 8). Stoga, indukcijskom argumentacijom kao u
dokazu dijela (iii), slijedi

k
n> =1+ Z;a]-(p]2 —1) (mod 64).
j=1

Oduzimajudi 1 i dijeleci s 8, dobivamo

Ka(pr - 1)
. :Z]T (mod 8),

Sto je eksponent od —1 u (4.3) te tvrdnja vrijedi.

Primjer 14. Izracunajmo vrijednost Jacobijevog simbola: (%££) .

Rjesenje: Vrijedi sljedece:

(%) - (%) | <%> N <I_51) ' (%) = (-1)F . ()5

— (=17 (-)® = -1

4.3 Zakon kvadratnog reciprociteta za Jacobijev sim-
bol

Sada ¢emo pokazati da Gaussov zakon kvadratnog reciprociteta vrijedi i za Jaco-
bijev simbol.
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Teorem 10 (Zakon reciprociteta za Jacobijev simbol, vidjeti [5, Theorem 4.11]).
Ako su m i n neparni i relativno prosti prirodni brojevi > 1, tada vrijedi

(3) () - o

Dokaz. Nekaje m = [Tt piin = H] 1 q] , gdje p; # qj zasveiij. Tada vrijedi:

o) -y

l
j=1i=1

j=1
i
(o -11G) -1 ()"
Iz toga slijedi:
(ﬂ) (£> :ﬁﬁ [(&) (Qj)laibj'
Be MY s95a | A9y \B

Prema Gaussovom zakonu kvadratnog reciprociteta (Teorem 7) ovo je jednako

(2) (2) =TTy ) <

1=1j=

7

gdje je

r-pre () (") -G () 5o ()

Medutim, kao sto je prikazano u dokazu Teorema 7, vrijedi:

k
(pi—1\ _m-1
Zm( 5 )_ 5 (mod 2),

i=1

)
_ q]-—l :n—l
]; b]( 5 ) =— (mod 2),

Dakle,

k l
pi—1 —1\ m-1 n-1
o (05 £ (47) 5705 i
= j=1
te iz toga slijedi tvrdnja teorema. O
Primjer 15. Neka je m = 13065 = 3-5-13-67 in = 1309 = 7-11-17. Tada je

(m,n) =1, ivrijedi:

13065 1309 \ 13065-1 1309-1 6532-654 __
(1309)(13065)_( =) -




4.4. ALGORITAM ZA RACUNANJE JACOBIJEVOG SIMBOLA 22

Primjer 16 (vidjeti [3, Zadatak 4.30.]). Izracunajte vrijednost Jacobijevog simbola

5
. ; ; ; .
(n—JrZ> u ovisnosti o neparnom prirodnom broju n.

Rjesenje: Koristeci Teorem 9 imamo:

(nrf2) - (niz)S'

Primijenimo li sada Teoreme 9 i 10 na Jacobijev simbol (;45) dobivamo:

()= e (5o ()

n?— n?— n2—
— =1 =1 =1,
Akojen =1 (mod 8), odnosno n = 8k + 1, za neki cijeli broj k, vrijedi:
(_1)3.$ _ (_1)3.(81@%)2,1 _ (_1)3.16k(4§k+1) _ (_1)6k(4k+1) 1

Akojen =3 (mod 8), odnosno n = 8k + 3, za neki cijeli broj k, vrijedi:

(8k+3)2-1

(1) =17 = (-1

8(8K2+6k+1)
-8

_ (_1)24k2+18k+3 — _1

Akojen =5 (mod 8), odnosno n = 8k + 5, za neki cijeli broj k, vrijedi:

8k+5)2—1 (8K2+10k+3)

1 (_1)3-<T _ (_1)3»8f — (—1)2H0649 _

n—
(=1)*7s
Akojen =7 (mod 8), odnosno n = 8k + 7, za neki cijeli broj k, vrijedi:

(_1)3-% _ (_1)3-(8“?2*1 _ (_1)3-W+“%” — (1)2RHa2kE18 g

Dakle, (n”—;) =1,zan=1,7 (mod 8) i (n”—:z> =—1,zan=3,5 (mod 8).

4.4 Algoritam za racunanje Jacobijevog simbola

Najprije éemo definirati niz cijelih brojeva povezanih s vrijednostima Jacobijevog
simbola koje Zelimo izracunati. Neka su1l < n < m relativno prosti neparni
brojevi te postavimo Ry = m, Ry = n. Tada ponovljenom primjenom Teorema o
dijeljenju s ostatkom za j =0, 1,2, ...,k — 2, dobivamo

Rj = Rjy19j4+1 + 2% R}y,

gdje je Ry = 1. Sada ¢emo iskazati teorem koji nam daje algoritam za ra¢unanje
Jacobijevog simbola.
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Teorem 11 (vidjeti [5, Theorem 4.12]). Neka su 1 < n < m relativno prosti neparni
brojevi. Tada vrijedi:
(ﬂ) — (_1)U+V,

n

gdje su

1k—1 5

V= % Y (R — 1)(Riyq — 1).

Dokaz. Prema Teoremu 9 znamo da vrijedi:

()-&)-F)-E) &) -" (&)

Takoder, prema Teoremu 10 vrijedi:

() = (- S (2).
n R2

Indukcijom se ovaj proces nastavlja, azaj = 2,3,...,k — 1 vrijedi

ool el D
E _ (_1)12]721 1.12]+21 1_ij12]8 1 & |
R; Rjp

Tako dobivamo traZeni rezultat. OJ

Stoga je

Primjer 17. Neka su m = 623 i n = 111. Izracunajmo Jacobijev simbol ($23) koristeci
prethodno navedeni algoritam. Najprije postavimo: Ry = m = 623 i Ry = n = 111
Primjenom Teorema o dijeljenju s ostatkom imamo:

Ry = 623 = Ryqq +2MR, = 111-5+22.17,
Ry =111 = Rygy + 2R3 =17-6+2°.9,
Ry =17 = R3g3 + 2Ry =9-1+2% .1,

pajek =4
=, 2 1 2 2 v _
u=§];wj(Rj—1):§[z-(111 —1)+0- (172 —=1) +3- (9 —1)] = 3110,
V= %E(Rj 1)(Risy — 1) = %[(111 117 =1) + (17 = 1)(9— 1)] = 944,
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4.5 Eulerovi pseudoprosti brojevi

Najprije navodimo definicije pseudoprostih i jakih pseudoprostih brojeva u bazi b
kako bismo se nakon toga mogli upoznati s Eulerovim pseudoprostim brojevima.

Definicija 5. Neka je m sloZeni broj i b cijeli broj. KaZemo da je broj m pseudoprost u
bazi b ako vrijedi:
b" =b (mod m).

Definicija 6. Neka je m neparan sloZeni broj te neka jem — 1 = 2° - t, gdje je t neparan.
KazZemo da je m jaki pseudoprost broj u bazi b ako za cijeli broj b vrijedi

b'=1 (mod m)
ili postoji v, 0 < r < s, takav da je
P't=—-1 (mod m).

Neka je p neparan prost broj. Prema Eulerovom kriteriju, znamo da vrijedi:

b = (%) ot

Stoga, ako Zelimo testirati je li pozitivan cijeli broj m prost moZemo uzeti cijeli broj
b, gdje je (b,m) = 1, i odrediti vrijedi li

v's = () (modm)

gdje je (%) Jacobijev simbol. Ako utvrdimo da ova kongruencija nema rjesenja,

tada je m sloZen broj. Na taj nac¢in mozemo definirati vrstu pseudoprostih brojeva
temeljenih na Eulerovom kriteriju.

Definicija 7. Neka je m prirodan, neparan i sloZen broj koji zadovoljava kongruenciju

05 = () (modm)

m
gdje je b prirodan broj. Tada kaZemo da je m Eulerov pseudoprost broj u bazi b.

Primjer 18. Neka je m = 561 i b = 2. Racunanjem dobivamo da vrijedi: 220 = 1
(mod 561). Buduci da je 561 = 1 (mod 8), koriste¢i Teorem 9. (iv) znamo da je

(%) = 1. Stoga,
(%) (mod 561).

Buduéi da je 561 = 3 - 11 - 17 sloZen, neparan i pozitivan cijeli broj koji zadovoljava

kongruenciju pT = (%) (mod m), on je Eulerov pseudoprost broj u bazi 2.

2280 1

Sljedeca tvrdnja pokazuje da je svaki Eulerov pseudoprost broj u bazi b takoder
pseudoprost broj u toj bazi.
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Propozicija 1 (vidjeti [6, Proposition 9.1.]). Ako je m Eulerov pseudoprost broj u bazi
b, tada je m pseudoprost broj u bazi b.

Dokaz. Ako je m Eulerov pseudoprost broj u bazi b, tada vrijedi

bt = (3) ——)

m

Kvadriranjem obje strane ove kongruencije dobivamo

(b7 = (%)2 (mod m).
b

Bududi da je (m) = 41, vidimo da je b"~! = 1 (mod m), §to znadi da je m

pseudoprost broj u bazi b. O

Znamo da je svaki Eulerov pseudoprost broj i pseudoprost broj. Sada ¢emo
pokazati i da je svaki jaki pseudoprost broj Eulerov pseudoprost broj.

Teorem 12 (vidjeti [6, Theorem 9.8.]). Ako je m jaki pseudoprost broj u bazi b, tada je
m Eulerov pseudoprost broj u toj bazi.

Dokaz. Neka je m jaki pseudoprosti broj u bazi b. Tada, akojem —1 = 2°-¢,
gdje je t neparan, vrijedi ili b = 1 (mod m) ili b*** = —1 (mod m) za neki r s
0<r<s—1 Nekajem =TI, p' faktorizacija broja m na proste faktore.

Prvo razmotrimo slucaj kada je b* =1 (mod m). Neka je p prost djelitelj od m.
Oznatimo s d red od b modulo p. Bududi da b' = 1 (mod p), znamo da d dijeli
t. S obzirom da je t neparan, zaklju¢ujemo da je d takoder neparan. Prema tome,

d | pT_l, jer je d neparan djelitelj parnog broja p — 1. Dakle,
r—1
b7z =1 (mod p).

Prema Eulerovom kriteriju, zaklju¢ujemo da je <%> =1
Za izracun Jacobijevog simbola <%> , uoavamo da za sve proste djelitelje p; od m

vrijedi (%) = 1. Dakle,

(i) = (Hﬁ-‘j pff> :Ij(pk) -t

Bududi daje b' =1 (mod m), slijedi da je b1 = (bt)2S =1 (mod m), §to znaci
da je m Eulerov pseudoprost broj u bazi b.

Razmotrimo sada sluc¢aj kada je b** = —1 (mod m) za neki r, gdje je 0 < r <
s — 1. Akoje p prost djelitelj od m, tada je b = —1 (mod p). Kvadriranjem obje
strane te kongruencije dobivamo:

=1 (mod p).
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To implicira da d | 2! -t,aliid { 2" - t, gdje je d red od b modulo p. Dakle,
d = 2"l . ¢, gdje je c neparan broj. Buduéidad | p—11i2"" | d, slijedi da
21 | p—1. Tadaje p = 2" - 1 + 1 za neki cijeli broj I. Buduéi da je bt = —1
(mod p), imamo:

- - o =1
(%) =b'7 = b7 = (—1)'7 = (-1)7%  (mod p).
Kako je ¢ neparan, znamo da je (—1)¢ = —1. Stoga je:
—1
() = v = -y (4.4

jerjel = gr 1. Buduéi da svaki prost djelitelj p; od m ima oblik p; = 2", +1,

k k % .
i) = prf = H(27+1li +1)% = H(1 +2rHel) = 142711 Zeili (mod 2% +2).
Dakle,
4 m—1 k
F.o5—1 —5— — o Zeili (mod 21*—0—1).

i=1
Iz prethodne kongruencije slijedi:

251r—Zel (mod 2)

p'T = (P12 = (=) = (=1)E4h (mod m). (4.5)
S druge strane, iz (4.4) imamo:

b) k <b)ei K fog ol . K ol

— ) =TI(=) =TT=D"H% =TT(-1)* = (-1)E=e".

() =H(G2) =L =11

Kombiniranjem prethodne jednakosti s (4.5) dobivamo:

05 = () (modm)

iz ¢ega zaklju¢ujemo da je m Eulerov pseudoprost broj u bazi b. O

Tako smo pokazali da je svaki jaki pseudoprost broj u bazi b Eulerov pseudo-
prost broj u toj bazi, obrat opéenito ne vrijedi, odnosno svaki Eulerov pseudoprost
broj u bazi b nije jaki pseudoprost broj u istoj bazi. To éemo pokazati sljedeéim pri-
mjerom.
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Primjer 19. U Primjeru 18 pokazali smo da je 561 Eulerov pseudoprost broj u bazi 2, ali
sada éemo pokazati da 561 nije jaki pseudoprost broj u istoj bazi. Da bismo to pokazali
koristimo definiciju jakog pseudoprostog broja koja nam kaze da je broj m je jaki pseudo-
prost broj u bazi b ako je m neparan, sloZen broj te m — 1 = 2° - t, gdje je t neparan, i
zadovoljava jedan od sljedecih uvjeta:

1. ' =1 (mod m), ili
2. Postojir,0 < r < s, takav da je b2t = -1 (mod m).

Za broj 561 imamo: 561 — 1 = 560 = 2* .35, dakle s = 4 i t = 35. Provjerimo sada
uvjete iz definicije:

1. Vrijedi: 2%° # 1 (mod 561). Dakle, proi uvjet iz definicije nije ispunjen.

2. Sada provjeravamo postoji li r takav daje 0 < r < 41223 = —1 (mod 561):

o Zar =0 .

223 =2%  (mod 561) # —1 (mod 561).
® Zar=1: .

223> =270 (mod 561) # —1 (mod 561).
o Zar=2: ,

22735 =210 (mod 561) # —1 (mod 561).
o Zar=3

2235 = 2280 (mod 561) £ —1 (mod 561).
Buduéi da niti jedan od uvjeta nije ispunjen, broj 561 nije jaki pseudoprost broj u bazi 2.

Iako Eulerov pseudoprost broj u bazi b nije uvijek jaki pseudoprost broj u toj
bazi, to ¢e biti ako su ispunjeni dodatni uvjeti koje éemo navesti u sljedeca dva
teorema.

Teorem 13 (vidjeti [6, Theorem 9.9.]). Akojem = 3 (mod 4) i m je Eulerov pseudo-
prost broj u bazi b, tada je m jaki pseudoprost broj u bazi b.

Dokaz. 1z kongruencije m = 3 (mod 4), znamo daje m — 1 = 2% - t, gdje je
t = "1 neparan. Budué¢i da je m Eulerov pseudoprost broj u bazi b, slijedi da:

b =p"T = <%) (mod m).

Ako je (ﬁ) = #+1, tada znamo da je b’ = 1 (mod m) ili ¥ = —1 (mod m).

Dakle, jedna od kongruencija u definiciji jakog pseudoprostog broja u bazi b mora
biti zadovoljena. Stoga, m je jaki pseudoprost broj u bazi b. O

Teorem 14 (vidjeti [6, Theorem 9.10.]). Ako je m Eulerov pseudoprost broj u bazi b i
ako vrijedi (%) = —1, tada je m jaki pseudoprost broj u bazi b.
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Dokaz. Nekajem —1 = 2° - t, gdje je t neparan, a s je pozitivan cijeli broj. Bududi
da je m Eulerov pseudoprost broj u bazi b, imamo:

T =p"T = <E> (mod m).

m
Ali s obzirom da vrijedi (%) = —1, vidimo da je:

b*'=—-1 (mod m).

Ovo je jedna od kongruencija u definiciji jakog pseudoprostog broja u bazi b.
Bududi da je m sloZen, on je jaki pseudoprost broj u bazi b. O

Prethodno navedene i dokazane tvrdnje imaju svoju primjenu u testovima
prostosti. Jedan od njih je Solovay-Strassenov test koji identificira Eulerove pse-
udoproste brojeve.
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Sazetak

U ovom radu definirani su kvadratni ostatci i navedene neke korisne tvrdnje ve-
zane uz njih. Uveden je pojam Legendreovog simbola te su pokazana njegova
osnovna svojstva i primjene. Iskazan je i dokazan Gaussov kvadratni zakon reci-
prociteta te je pokazana njegova primjena u Pepinovom testu prostosti. Definiran
je Jacobijev simbol i pokazana su njegova osnovna svojstva. Naveden je algoritam
za izracunavanje Jacobijevog simbola te je dokazano da i za njega vrijedi Zakon
kvadratnog reciprociteta. Na kraju su definirani Eulerovi pseudoprosti brojevi te
su iskazani i dokazani rezultati koji se koriste u testovima prostosti.

Kljué¢ne rijeci

kvadratni ostatci, Legendreov simbol, Jacobijev simbol, pseudoprosti brojevi, tes-
tovi prostosti

<t






Quadratic Residues

Summary

In this paper, quadratic residues are defined and some useful statements related
to them are presented. The concept of the Legendre symbol is introduced, along
with its basic properties and applications. Gauss’s quadratic reciprocity law is sta-
ted and its application in Pepin’s primality test is demonstrated. The Jacobi sym-
bol is defined and its basic properties are shown. An algorithm for calculating the
Jacobi symbol is provided and it is proven that the Law of Quadratic Reciprocity
also applies to it. Finally, Euler’s pseudoprimes are defined and results used in
primality tests are stated and proven.

Keywords

quadratic residues, Legendre symbol, Jacobi symbol, pseudoprimes, primality
tests
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