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1 | Uvod

Polinome kao funkcije spominjemo ve¢ u osnovnoj skoli. Prvo éemo se upoznati
s pojmom polinoma jedne varijable te prstenom polinoma. Poseban naglasak u
radu je stavljen na polinome dviju varijabli te simetri¢ne jednadZbe kao i sustave
istih. Na kraju su navedeni i rijeSeni primjeri primjena polinoma dviju varijabli.






2 | Osnovni pojmovi

U ovome poglavlju navest éemo osnovne definicije i rezultate koje ¢emo koristiti
u radu.

Definicija 1. Funkciju f : R — R zadanu formulom

f(x) = apx™ + A1 X" V. 4 ayx+ag, ao,ay, .4, € R,a, #0,
n
odnosno skraceno f(x) = Z apx* nazivamo polinom, pri Semu se koeficijent a,, naziva
k=0
vodeci koeficijent, a ay slobodni ¢lan. Stupanj polinoma, stf = n.

Nadalje, kako polinomi jedne i dvije varijable ¢ine prsten, koriste¢i definiciju iz
[2], definirajmo ovu algebarsku strukturu
Definicija 2. Neka je R neprazan skup na kome su zadane binarne operacije zbrajanja 4
i mnoZenja -, tj. +: R x R = R, -: R x R — R sa sljede¢im svojstvima:

1. (R,+) je Abelova grupa
2. (R, ) je polugrupa
3. distributivnost operacije mnoZenja - obzirom na operaciju zbrajanja +:

a(b+c) =ab+ac,
(a4 b)c=ac+bc, Va,b,c € R

Uredenu trojku (R, +, -) nazivamo prsten.

Nakon sto smo uveli definiciju prstena kao algebarske strukture, sada mozemo
definirati prsten polinoma kao u [2].

Nekaje f(x) = ap+ax+- - - +a,x", gdjesuag, ay, .. .a, € Rpolinom. Sada njega
moZzemo identificirati nizom (ag, a1, ..., 4,1, ax, 0,0, ...) njegovih koeficijenata. Oz-
nacimo s R[x| skup svih nizova (ag, a1, ...) elemenata iz R takvih da je a; = 0 za
sve osim kona¢no mnogo indekasa i, tj. svi elementi u nizu moraju biti jednaki
0 nakon §to indeks premasi stupanj polinoma. Skup R[x] je prsten uz zbrajanje i
mnoZenje definirano s

(a0/ A1y ey an) + (bO/ bl/ ey bi’l) — (aO + bOI ai + bll ey p + bi’l)/
(ag, a1, ...an) - (bo, by, ..., bn) = (co, €1, s Cn),
gdje je
n
Cyp = Zaibn_i.
i=0






3 | Polinomi dviju varijabli

3.1 Prsten polinoma dviju varijabli
Sljedeca definicija, preuzeta iz [3], definira polinome dviju varijabli.

Definicija 3. Swvako preslikavanje f: R x R — IR zadano sa

fxy) = folx) + Ay + o)y + -+ fu(x)y", (x,y) ERX R
gdje su f;,i = 0,1, ..., n polinomi jedne varijable, zove se polinom dviju varijabli nad R.

Napomena 1. Polinom iz gornje definicije se takoder moZe zapisati i u sljedecem obliku:

fxy) =g0(y) +81(W)x + () + -+ gu(y)x™, (x,y) € R xR

Primjer 1. Preslikavanje zadano formulom
floy) = 4—xy* + (4 = 1)y* +2°
jest polinom dviju varijabli. Vidimo da je f vec zapisan po rastucim potencijama od y.

Kada se proucavaju polinomi, vrlo vaZan pojam je i stupanj polinoma. Buduéi
da sada imamo dvije varijable, definicija se malo razlikuje od one sa sluc¢ajem jedne
varijable. Medutim, prvo definirajmo pojam monoma. Definicije su preuzete iz

[3]-

Definicija 4. Preslikavanje f(x,y) = ax™y", a % 0, takoder je polinom dviju varija-
bli. Taj se polinom naziva monom. Monom ax™y" ima stupanj m u varijabli x i stupanj
n u varijabli y, dok mu je ukupni stupanj m 4 n.

Definicija 5. Stupanj polinoma dviju varijabli je maksimalni stupanj svih njegovih ne-
nul monoma.

Primjer 2. Polinom
fleg) = 84 2204 — Gy

ima stupanj 8 u varijabli x, stupanj 6 u varijabli y, a stupanj polinoma f maksimalan
stupanj svih njegovih ne-nul monoma, a on iznosi stf = 9.

Zbrajanje i mnoZenje polinoma definira se kao zbrajanje i mnoZenje funkcija.
Dakle, zbroj polinoma f i g dviju varijabli je funkcija f + g definirana sa

(f +8)(xy) = f(x,y) +g(x,y), (x,y) € RxR.

4



Vidimo da je rezultat zbrajanja polinoma dviju varijabli, bas kao i u slucaju jedne
varijable, opet polinom f + g.

Polinomi dviju varijabli se mnoZe tako da se svaki ¢lan jednog polinoma pomnozi
sa svakim ¢lanom drugoga, a dobiveni produkti zbroje.

Dakle, produkt polinoma f i ¢ dviju varijabli je funkcija f - ¢ definirana sa

(f-8)xy) = f(xy)-g(xy) (x,y) E RxR.

Vidimo da je rezultat mnoZenja polinoma dviju varijabli, bas kao i u slu¢aju jedne
varijable, opet polinom f - g.

Primjer 3. Za polinome f(x,y) = x>+ y*> — xy i g(x,y) = y> + x> + xy odredite f - ¢
if+g
Prema prethodnom pravilu, imamo:
(f&)xy) = (C+y" —xy)(y’ + 2>+ xy)
— B3P 84 aty 1P+ P+ 1 — xyt— xty — 22
=y +x( ) - Y+ 2@ + ) +5°

(f+8)(xy) =P +y*—xy)+ (¥’ + x> +xy)
— y3 +y2 —|—2X3.

Napomena 2. Ukoliko je g konstantni polinom, tada svaki clan polinoma f pomnoZimo
konstantom, a dobivene produkte zbrojimo.

Nadalje, bitan nam je i pojam djeljivosti. Stoga, uvedimo pojam djeljivosti po-
linoma dviju varijabli, a definiciju preuzetu iz [3]
Definicija 6. KaZemo da je polinom f € Rx,y| djeljiv polinomom ¢ € R|x,y|, ako
postoji polinom h € Rx,y| takav da je f = g - h. Polinom h, ukoliko postoji, zove se
kvocijent polinoma f i g, oznacava se f: g ili =, a nalazi se istim postupkom kojim se
dijele polinomi jedne varijable. §
Primjer 4. Polinomi f(x,y) = x> —y® i g(x,y) = x —y su djeljivi. To moZemo
najlakse provjeriti na nacin da polinom f podijelimo polinomom g.
(P -y): (x—y) =" +xy+y’
—2q x2y
2y — i
— 22y 4+ xP
xyt =y’
xR+ yP
0

Oznacimo polinom h(x,y) = x> + xy + y>. Prema gornoj definiciji, nasli smo polinom
h takav da je f = g - h. Dakle, moZemo reci da polinom g dijeli polinom f.



Prsten polinoma u viSe varijabli se definira induktivno pa je prsten polinoma u
dvije varijable R[x, x5] = (R[x1])[x2] jer polinom u varijablama x; i x, moZemo
promatrati kao polinom u varijabli x; ¢iji su koeficijenti polinomi u varijabli x;.
Jedinica u prstenu je polinom f(x,y) =1, Vx,y € R.

3.2 Simetri¢ni polinomi dviju varijabli
Zapocnimo poglavlje definicijom i primjerom simetricnog polinoma, preuzet iz
[3]-

Definicija 7. Polinom f € R[x,y] zovemo simetricni polinom, ako za Vx,y € R vrijedi

fle,y) = fy, x).

Primjer 5. Polinom f(x,y) = x%y? + x%y® je simetrican jer vrijedi

fly, %) = y°x® + y*x°
= 225 + 2612
= 302 1 x2yP
= f(xy)-
Napomena 3. Takoder su simetricni polinomi i oy(x,y) = x+y i o(x,y) = xy.

Polinomi oy i 0 imaju vaznu ulogu u teoriji simetricnih polinoma te ih nazivamo osnovni
(elementarni) simetricni polinomi.

v

Cesto se susrecemo i s polinomima oblika s (x,y) = x* 4 y*. Ovi polinomi nazivaju se i
Newtonovi polinomi.

Sada ¢emo navesti teorem i lemu koju ¢emo koristiti pri dokazu teorema pre-
uzeto iz [3]
Lema 1. Za svaki Newtonov polinom sy postoji f € Rx,y| takav da je si(x,y) =
fa1(x,y),02(x,)), odnosno sy (x,y) = f(x +y, xy).
Dokaz. Dokaz mozemo provesti totalnom indukcijom. Najprije, provjerimo da je
tvrdnja istinita za k = 11k = 2. Slijedi dajes; = 07 is, = 0% —205. Sada
pretpostavimo da je tvrdnja istinita za polinome s;_; is¢_1, tj. da postoje polinomi
f1, f2 € R]x, y] takvi da je

sk = f1(01,02), sk—1 = f2(01,02).
1z Newtonove formule

Sk = U15k—1 — 025k—2,
koja vrijedi za sve prirodne brojeve k > 2, slijedi:

sk = 01f2(01,02) — oo f1 (01, 02).

Bududi da je desna strana polinom u dvije varijable, sy moZzemo zapisati u obliku
polinoma u varijablama o i 02. O



Teorem 1 (Osnovni teorem o simetri¢nim polinomima za dvije varijable). Za svaki
simetricni polinom f € Rlx,y| postoji jedinstven polinom h € Rlx,y| takav da je

fx,y) = h(o1(x,y), 02(x,y)) ili f(x,y) = h(x +y, xy).

Dokaz. Bududéi da je svaki polinom dviju varijabli zbroj monoma oblika axy”, mo-
guca su samo dva slucaja, tj. pojavljuju se monomi oblika ax*y?,p # ki bx*y*.
Sada uo¢imo u zadanom simetri¢nom polinomu f monom ax*y*. Tada je

axty = a(xy)* = aof,

pa se takav ¢lan simetri¢nog polinoma moze izraziti pomocu oy i 0. Nadalje, u
f imamo i ¢lanove oblika bx*y?, k # p. Ako polinom sadrzi takav monom, onda
on sadrZi i monom oblika bxPyk, jer inace f ne bi bio simetri¢an polinom. Prema
tome, kao pribrojnik f sadrzi polinom

g(x,y) = b(x*yP + xPy).

Dakle, treba pokazati da se polinom g moZe prikazati u obliku polinoma u vari-
jablama o i 0. Pretpostavimo da je k < p. Tada imamo

g(x,y) = bxkyF (P F 4 yP7F) = b(xy)s, i

i konac¢no

g(xr y) = b‘fésp—k-

Prema lemi, s, | se moZe zapisati u obliku polinoma u varijablama o7 i 03, pa iz
prethodne formule zaklju¢ujemo da to vrijedi i za g, ¢ime je teorem dokazan. [

Pokazat éemo jos kako se simetri¢ni polinomi mogu faktorizirati.
Primjer 6 (preuzet iz [3]). Rastavite na faktore na poljem Q simetricni polinom
f(x,y) = 2x* + X3y + 3x%y% + xy + 2.
Rjesenje: Izrazimo najprije f pomocu o1 i 0. Imamo:
floy) =20 +y*) +xy(2® +7) + 3"y

= 254+ 0257 + 3(722
= 2((7{l — 4(712 + 2(722) + 0'2(0’12 —207) + 022

Konacno imamo
f(x,y) = 20} — 70?05 + 503

Dobili smo funkciju koja je u varijabli oy kvadratna. Imamo

505 — 70707 4+ 20% = 0



pa slijedi da je
2
oy =07, 02=7%07
Slijedi:
502 — 7020, + 20F = (09 — 07) (50 — 20%),
t.

f(xy) =[xy — (x +y)*][5xy — 2(x + y)?]
te konacno
fxy) = (@ +xy+y°) (2% — xy +2°)

3.3 Simetri¢ne jednadzbe
Ovo ¢emo potpoglavlje zapoceti definicijom simetri¢ne jednadzbe, kako je nave-
deno u [3]
Definicija 8. Za polinom f : R — R jedne varijable zadan formulom
f(x) =apx" +ayx" 1+ - ta,_1x+ay

kazemo da je simetrican ako vrijedi ay = a,, a1 = a,_1,...,a,_x = ay. Simetricnom
polinomu f pridruZena jednadzba f(x) = 0 naziva se simetricna jednadzba.

Razlikujemo simetri¢ne jednadZzbe parnog i neparnog stupnja. Takve se jed-
nadzbe rjeSavaju na osnovi sljedeca dva teorema, pocevsi od parnog stupnja.

Teorem 2. Svaki simetri¢ni polinom
f) = aox® +ax® Tt g gx + an
parnog stupnija moZe se predociti u obliku
f(x) = xh(0),
gdje je h polinom stupnja k u varijabli o = x + 1, x # 0.
Dokaz. NapiSimo f u obliku:

s 1 1
f(x) = xk (agxk—l—alxk 1 A s +a2k—1F —|—azkﬁ) ;

Kako je ag = ax, a1 = ag_1, ..., imamo:

i B il 1
flx) = * (ﬂo <Xk+ﬁ) +a (xk 1+F)+"'+ak—1 <x+;>+ﬂk>-

Da bismo dokazali tvrdnju, dovoljno je dokazati da se funkcije x > x* + % za
svaki k € IN mogu napisati u obliku polinoma u varijabli ¢ = x + 1. Zaista,
stavimo li 1 = y dobivamo:

koL ko
X+ kT X"ty = s.
Kako se svi sy mogu prikazati pomocéu o = x +y iy, = xy, odnosno pomocu

o1 = x+2iocp = 1slijedi da sei o 4 % moZe napisati u obliku polinoma u
varijabli ¢. ]



Stavimo li u formulu za s; redom ¢y = 0,02 = 1, dobijemo:

1
X+ = =o0;
%
1
x2+—2 02—2,
X
3, 1 3
X +—3:0- _3(7,
X
1
et =0t —407 42
X
1

x5+—5 = 0° —50° + 50;
%
il
x5 =0 —60" +90° — 2.
Dakle, pomo¢u teorema 2, svaka simetri¢na jednadZba reda 2k moZe se supsti-
tucijom ¢ = x + 1 napisati u obliku:
ko) =0,

gdje je h polinom stupnja k u varijabli o. Nadu li se korijeni 04, 0> jednadzbe h(c) =
0, rjeSavanje simetri¢ne jednadZbe svodi se na rjeSavanje kvadratnih jednadzbi s
jednom nepoznanicom

Primjer 7. Rijesite jednadzbu
x® — 6x° + 14x* — 18x° + 14x* —6x +1 = 0.
Rjesenje:

Izlucimo iz jednadzbe x° i dobijemo

S 6t —| =0
X x2+

x> {x3—6x2—i—14x—18—l—141 L xlg]

buduci da x = 0 nije rjeSenje, moZemo faktor x> zanemariti. Slijedi

x3+i—6 x2+i A 14 x+1 —18=0.
x3 x2 X

Sada moZemo uvesti supstituciju:
1
x+==0
-
pa dobivamo

0® —30—6(c? —2)+ 140 — 18 =0,

odnosno
o —60%+ 110 — 6 = 0.

Rjesenja ove jednadzbe su
g = 1,08 = 2, = 3.
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Nakon vraéanja supstitucija, dobivamo tri jednadzbe:

1
x+-—-=1,

%

1
x+—=2 i

x

1
X+—-—=3

%

Rijesimo prou jednadzbu
X+ % =1/~x =0

2 —x+1=0.

Rjesenja ove jednadzbe su

1., V3,
X1, X2 = z:l:TZ

Zatim rijesimo drugu jednadzbu:

1
x—!—;:Z/-x;éO

x2—-2x+1=0
(x—1)2=0.
Rjesenja ove jednadzbe su
X3 = Xg4 = 1.

Na kraju rijesimo trecu jednadzbu
1

x> —3x+1=0.
Rjesenja ove jednadzbe su

+

SIS

X5,6 =

Konacna rjesenja pocetne jednadzbe su:

1, V3 1 V3 3,5 3 45
>

xl:E‘FTLXZ:5—71,x3:11x4:1,x5:§+71x6:§—

Teorem 3. Svaki simetricni polinom neparnog stupnja djeljiv je sa x 4+ 1, a pripadni
kvocijent je simetricni polinom parnog stupnja.
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Dokaz. Neka je simetri¢ni polinom neparnog stupnja oblika:

F(x) = apx®*! £ agx® + a1 4 apx® + ayx + a.
Mozemo ga zapisati na sljedeéi nacin
f(x) =ag <x2k+1 + 1) +a4 <x2k I x> + ay <x2k—1 + x2> i o 00n ol s <xk+1 X xk) ’
odnosno:
Ffla) =ag <x2k+1 + 1) +ayx <x2k_1 + 1) + ayx? (xzk_3 + 1) O (x+1).
Kako je svaki od binoma x?*1 +1,x%~1 +1,...,x + 1 djeljivsa x + 1, tojei f(x)

djeljivsa x +1 (x). Dokazali smo, dakle, daje f(x) = (x + 1)g(x). Treba poka-
zati da je g simetri¢ni polinom parnog stupnja. Kako je f simetrican, vrijedi:

Tl (%) =f(x), VxeR.  (xx)
Zamijenimo sada u (x) xsa 1, x # 0:

r(z)-(G+1)s(5)-

i pomnoZimo tu jednadzbu sa x**1, dobivamo:
1 1
2+ie () 2 q 7, S
Ap (1) = e (1),

= (¥ x2kL
f) = (e + 1) o

Ako podijelimo tu jednadZzbu sa x 41, x # —1, dobivamo:

g G) = g(x),

pa je zaista g simetri¢ni polinom parnog stupnja. U

Zbog (xx), slijedi:

Primjer 8. Rijesite jednadzbu
8x° — 6x* — 83x% — 83x% — 6x +8 = 0.
Rjesenje: prema teoremu 3, znamo da je polinom
f(x) =8x° — 6x* — 83x> — 83x% — 6x + 8
djeljiv s x 4+ 1. Stoga, dobivamo:

(x+1) [8x4 — 14x3 — 6922 — 14x + 8| = 0.
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Promotrimo faktor x — 1. MoZe se odmah uociti da je x; = —1 korijen polazne jednadzbe.
Promotrimo drugi faktor

8x* — 14x° — 69x% — 14x + 8 = 0.
Sada je ovo simetricna jednadzba parnog stupnja

x? <8x2 ~l4r— 69— 141 4 8%) =,
X X

o (8(x2+l2> —14<x+1> —69) =,
X X

Kako x = 0 nije rjeSenje, moZemo uvesti supstituciju:

odnosno

1
x+-=0
x
pa imamo:
8(02—2)—140—69:0,
802 — 140 — 85 = 0.
Sada slijedi
o ——5 1 O —1—7
1= ™5 =

Rijesimo sada jednadzbu:

1 5
—=_=1. 0
x+x 2/ % 7
x2—|—§x+1:0.
2
Rjesenja ove jednadzbe su
X —2,x3 = 1
2 — 7 A3 — 2

Rijesimo sada i posljednju:

Sredivanjem izraza imamo

17
Xz — Zx + 1=0
Rjesenja ove jednadzbe su
x ! x5 =4
4= g% =
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3.4 Sustav simetri¢nih jednadzbi

U nastavku ¢emo navesti primjer sustava simetri¢nih jednadzbi, ali prvo defini-
rajmo S$to je sustav simetri¢nih jednadzZbi.

Definicija 9. Sustav jednadZbi

fix,y)=a, g(xy)=0,

gdje su f i g simetricni polinomi, a,b € IR, zove se sustav simetricnih jednadzbi, a uredeni
par (x1,Yy1) rjesenje tog sustava ako vrijedi:

f(x1,y1) =a, g(x1,y1) =b.
Primjer 9 (preuzet iz [3]). RijeSite sustav

Bty =7
x+y=1.

Najprije simetricne polinome f(x,y) = x> +y3, ¢(x,y) = x + y izrazimo pomocu oy
i 03. Dobijemo ovaj sustav:

af’ — 300, =7
o = 1.
Uwrstimo li prou jednadzbu oy = 1, dobivamo 0 = —2. Dakle, na$ je sustav ekvivalen-
tan sustavu
E+y=1
XY = —2.

Odatle slijedi da su x i y korijeni jednadzbe (Vieteove formule)
22—2-2=0,

tj. z1 = —1,zp = 2, pa su zbog simetrije (—1,2) i (2, —1) sva rjesenja polaznog sustava.






4 | Primjeri primjena polinoma
dviju varijabli

U ovom ¢emo poglavlju navesti par primjera primjene polinoma dviju varijabli.
Zadaci su preuzeti iz [1]

Primjer 10. DokaZite da za sve realne brojeve x i y vrijedi nejednakost
P4y 41> xy+x+u.
Rjesenje. Dana nejednakost je ekvivalentna redom sa
Py +1l—xy—x—y >0,
252 +2y2 +2 — 2xy — 2x — 2y > 0,
(x? —2xy+y*) + (x> —2x+1) + (y* — 2y +1) >0,
(x—y)’+ (-1 +@y-1)° 20,

koja je istinita za sve x,y € R, pa je i polazna nejednakost istinita za sve x,y € R.
Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je x =y = 1.

Primjer 11. DokaZite da za sve realne brojeve x,y i z vrijedi nejednakost
x2+y2+3zz—2xz—2yz—2z—|—1 > 0,
Rjesenje.
X2 4 y? +322 —2xz —2yz — 2z + 1
= (&> — 2z 4-22) 1y — 2z L2 + {&° — 224 1)
— (x—22+(y—22+ (z -1 20,
Jednakost vrijedi ako i samo akojex =y =z =1
Primjer 12. Odredite za koje vrijednosti realnih varijabli x i y polinom
P(x,y) = —x* — y* + 26x + 10y + 2007
ima najvecu vrijednost i kolika je ta vrijednost.
Rjesenje:
P(x,y) = (—x +26x — 169) 4 (—y* + 10y — 25) + 2201
= —(x* — 26x +169) — (y* — 10y + 25) + 2201
= 2201 — (x — 13)2 — (y — 5)® < 2201.

Najveca vrijednost polinoma je 2201, a postiZe se za x = 13iy = 5.
Dakle, Py (x,y) = 2201 za x = 13,y = 5.

3
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Primjer 13. Za koje vrijednosti realnih varijabli x i y polinom
P(x, ) =4 4 224 -+ 4% — 3P

poprima najmanju vrijednost?
Rjesenje. Prema aritmeticko-geometrijskoj nejednakosti® je

T4+ 22yt + x4 > 39/1- 224 - x4y2 = 3222,

P(x,y) > 3+ 3x%y* — 3x%y* = 3.
Stoga je Puin(x,y) = 3 i to za x*y* = x*y? = 1, odnosno za x> = y> = 1. Dakle,
(x,y) € {(1,1), (1, ~1), (-1, 1), (-1, -1)}.
Primjer 14. Odredite najmanju vrijednost funkcije
f(x)=(x4+a+b)(x+a—b)(x—a+b)(x—a—b).

pa je

Rjesenje.
F(x) = (x+ (a+ b)) (x — (a+ b)) (x + (a — b)) (x — (a — b))
— (2 (a+ b)) (a— b))
— (x®> — a® — 2ab — b*) (x* — a® + 2ab — b?)
((x® — a® — b*) — 2ab)((x? — a* — V) + 2ab)
— (22— — PP — 4a2D?

—4a%h?.

v

Najmanija vrijednost funkcije f iznosi —4a®b? i postiZe se kada x> — a> — b> = 0, tj. za
x = +£+va?+ b2
Primjer 15. DokaZite da za sve realne brojeve x i y vrijedi nejednakost
2yt — dxy® +2(x® + 2)y? +4xy +x* <0.
Rjesenje. Dana nejednakost je ekvivalentna redom sa
2yt — dxyP + 2x%y% + dy? 4+ dxy + 22 <0,
Ayt + 27+ 1) —4x(y’ —y) + 47 <0,
(y? +1)%x2 — 4y(y* — 1)x +4y? < 0.
Lijevu stranu nejednakosti moZemo smatrati polinomom po varijabli x:
P(x) = (y* + 1% — dy(y* — Dx + 4y

Kako je (y* +1)? > 0 za svaki y € R, to je P(x) < 0 za svaki x € R ako i samo ako
diskriminanta od P(x) nije pozitivna. Imamo

D =16y2(y* — 12 —16y*(y> +1)*> = 16¥*(y* - 2° +1—y* — 2> — 1) = —64y* < 0.

! Aritmeti¢ko - geometrijska nejednakost za pozitivne realne brojeve a,b,c € R™ glasi

a—}—g—i—c > Vabe.
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Sazetak

U ovom radu ¢emo definirati prsten polinoma dviju varijabli te same polinome
dviju varijabli. Takoder éemo navesti Sto su simetri¢ni polinomi te kako se rjesa-
vaju simetri¢ne jednadZzbe parnog i neparnog stupnja. Za kraj ¢emo navesti sto je
sustav simetri¢nih jednadzbi, kako se on rjeSava te dati primjere primjena sime-
tricnih jednadzZbi.

Kljuéne rijeci

prsten polinoma dviju varijabli, simetricne jednadzbe, sustav simetri¢nih jed-
nadzbi
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Polynomials in two variables

Summary

This paper will define the ring of polynomials in two variables and the polynomi-
als themselves. It will also cover symmetric polynomials and how to solve sym-
metric equations of even and odd degrees. Finally, it will address what a system
of symmetric equations is, how it is solved, and provide examples of applications
of symmetric equations.

Keywords

ring of polynomials in two variables, symmetric equations, system of symmetric
equations
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