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1 | Uvod

Vjerojatnosne nejednakosti su neizostavan dio suvremene teorije vjerojatnosti, a
imaju vaZnu ulogu i u statistici, strojnom ucenju, financijama, teoriji igara itd. Prve
nejednakosti u teoriji vjerojatnosti pojavile su se paralelno s njezinim razvojem,
koji se obi¢no veze uz 17. stoljeCe. Primjerice, poznato je da vjerojatnost proizvolj-
nog dogadaja A uvijek poprima vrijednost izmedu 0 i 1, odnosno

0<P(A) <1

Takoder, vjerojatnost P je funkcija koja zadovoljava svojstvo o-subaditivnosti. Ako
je (Q), F, P) vjerojatnosni prostor i (A;,i € I) C F, I C IN prebrojiva familija
dogadaja, onda je

P (U Ai) < Y P(A),

i€l i€l
ViSe o ovom svojstvu ¢emo reéi u nastavku rada.

S daljnjim razvojem teorije vjerojatnosti dolazi i do otkria sve veleg broja
vjerojatnosnih nejednakosti. Mnoge od njih su formulirane i dokazane upravo
prilikom pokusaja dokazivanja nekih od klju¢nih teorema teorije vjerojatnosti.
Poznata je izreka da "iza svakog granicnog teorema stoji vjerojatnosna nejednakost".
Takav je slucaj i s jednom od najpoznatijih vjerojatnosnih nejednakosti - Cebisev-
lievom nejednakosti. Nju je dokazao ruski matematicar P. L. Cebigev prilikom
dokazivanja opce forme Zakona velikih brojeva. Samu nejednakost je ranije
formulirao francuski matematicar I. J. Bienaymé, ali ju je tek Cebigev dokazao.

Danas je u teoriji vjerojatnosti poznat velik broj nejednakosti, a njihovo poznava-
nje ima klju¢nu ulogu u analizi i razumijevanju razlicitih aspekata vjerojatnosti.
S obzirom na njihovu vaznost, u ovom radu ¢emo napraviti pregled poznatih i
nekih manje poznatih nejednakosti u teoriji vjerojatnosti. Rad je organiziran u
3 cjeline. U prvom dijelu rada Osnovni pojmovi teorije vjerojatnosti navest ¢emo
osnovne pojmove koji su potrebni za razumijevanje rada. U drugom dijelu
Nejednakosti u teoriji vjerojatnosti iskazat ¢emo i dokazati odabrane vjerojatnosne
nejednakosti, a naposljetku, u poglavlju Primjene nekih vjerojatnosnih nejednakosti,
¢emo navesti neke od primjena spomenutih nejednakosti na stvarne probleme.



2 | Osnovni pojmovi teorije vjero-
jatnosti

U ovom poglavlju navest ¢emo kljuéne pojmove teorije vjerojatnosti koji su
potrebni za razumijevanje vjerojatnosnih nejednakosti i njihovih dokaza koji su
izloZeni u nastavku rada. Vise definicija i teorema moZe se pronadi u izvorima
[3]1[5], koji nude opsezan pregled i dodatne informacije o teoriji vjerojatnosti.

Racunanje vjerojatnosti vezano je uz neki pokus (npr. bacanje igrace koc-
kice ili nov¢ica, izvlacenje karte iz 3pila itd.). U teoriji vjerojatnosti, ishod ili
rezultat pokusa naziva se elementarni dogadaj i oznacava se s w. Skup svih
mogucih ishoda odnosno skup svih elementarnih dogadaja naziva se prostor
elementarnih dogadaja i najées¢e ga oznacavamo s (). Sada kada smo definirali
prostor elementarnih dogadaja slucajnog pokusa treba odrediti stupanj vjerova-
nja da se neki dogadaj realizira, odnosno potrebno je definirati vjerojatnost. Prva
definicija vjerojatnosti pojavljuje se u Laplaceovom djelu Théorie Analytique des
Probabilités, a danas je poznata kao klasi¢na definicija vjerojatnosti.

Definicija 1. (Klasi¢na definicija vjerojatnosti) Neka je QO = {w1, wy, ..., wy} ne-
prazan i konacan skup. Ako su svi ishodi u konacnom skupu elementarnih dogadaja ()
jednako mogucéi, vjerojatnost realizacije dogadaja A C Q) jednaka je kvocijentu broja ele-
menata skupa A i broja elemenata skupa ) t;.
k(A)
P{A) = .

Klasi¢an pristup odredivanja vjerojatnosti nekog dogadaja bio je znacajan u ra-
zvoju teorije vjerojatnosti, ali nije uvijek primjenjiv. Taj problem je rijeSio Andrej
Nikolajevi¢ Kolmogorov koji je 1933. godine uveo vjerojatnosni prostor te aksi-
omatizirao vjerojatnost.

Definicija 2. Neka je Q) neprazan skup. Familija F podskupova skupa Q) naziva se o-
algebra skupova na Q) ako vrijede sljedeca svojstva:

(i) @ e F,
(ii) akoje A € F,ondajei A° € F,

(iif) ako je dana prebrojiva familija skupova (A;,i € I),I C N iz F, onda je i njihova
unija takoder iz F, tj.
U A & F.

icl
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Definicija 3. Neka je ) neprazan skup elementarnih dogadaja i F o-algebra skupova
na njemu. Funkciju P : F — R nazivamo vjerojatnost na Q) ako zadovoljava sljedeca
svojstva:

(i) nenegativnost vjerojatnosti: P(A) > 0,VA € F,
(ii) normiranost vjerojatnosti: P(QQ) =1,

(iii) o-aditivnost vjerojatnosti: ako je dana prebrojiva familija medusobno disjunktnih
skupova (A;,i € I),I CIN iz F, tj. AN Aj = Dzai+# j,ondaje

P (U Al-) =) P(A)).

iel i€l
Prethodna svojstva nazivamo aksiomima vjerojatnosti.

Definicija 4. Neka je Q) neprazan skup, F o-algebra dogadaja na njemu i P : F — R
vjerojatnost na Q). Uredenu trojku (Q), F, P) nazivamo vjerojatnosni prostor.

Vjerojatnosni prostor kod kojega je () diskretan skup (konacan ili prebrojiv) na-
zivamo diskretan vjerojatnosni prostor.

Za razumijevanje rada od velike vaZnosti su i osnovna svojstva vjerojatnosti, koja
su na temelju aksioma vjerojatnosti automatski zadovoljena ¢im je zadanom funk-
cijom definirana vjerojatnost. U nastavku navodimo i dokazujemo svojstva rele-
vantna za ovaj rad.

Uoc¢imo da iz prvog i drugog aksioma vjerojatnosti, nenegativnosti i normiranosti,
proizlazi ve¢ spomenuta nejednakost

0<P(A)<1,VAEeF,

odnosno, mozemo reci da ¢e vjerojatnost proizvoljnog dogadaja A uvijek popri-
miti vrijednost iz intervala [0, 1].

Na temelju aksioma vjerojatnosti mogu se dokazati i mnoga druga svojstva koja su
zadovoljena kada je danom funkcijom definirana vjerojatnost. Primjerice, jedno
takvo svojstvo je i monotonost vjerojatnosti.

Propozicija 1. (Monotonost vjerojatnosti) Neka je (Q), F, P) vjerojatnosti prostor i
A,B € F, takvida je A C B. Tada je P(A) < P(B).

Dokaz. Pretpostavimo da je A C B. U tom slucaju skup B moZemo prikazati kao
uniju disjunktnih skupova Ai (B\ A) tj. B= AU (B\ A) (slika 2.1).

B\A
B =AU (B\A)
)

Slika 2.1: Skup B prikazan kao unija disjunkinih skupova Ai (B \ A)



Bududi da je vjerojatnost nenegativna funkcija te vrijedi o-aditivnost vjerojatnosti,
slijedi da je

P(B) =P(A)+ P(B\ A) > P(A). (2.1)

U

Takoder, iz izraza (2.1) mozemo zakljuciti da ako je A C B, onda vjerojatnost
razlike skupova Bi A tj. P(B\ A) mozemo prikazati kao razliku vjerojatnosti
dogadaja Bi A, odnosno ako je A C B onda vrijedi

P(B\ A) = P(B) — P(A). (22)

U uvodnom poglavlju ovoga rada spomenuli smo da funkcija vjerojatnosti P za-
dovoljava i svojstvo o-subaditivnosti.

Propozicija 2. (o-subaditivnosti vjerojatnosti) Neka je (Q), F, P) vjerojatnosti pros-
tori (A;i € I) C F,I CIN, prebrojiva familija dogadaja tog prostora, onda je

icl

P (U Al-) <) P(A;). (2.3)
iel

Dokaz. Kako bi dokazali ovo svojstvo iz dane familije (A;,i € I),I C N, formirat
¢emo novu familiju (B;,i € I),I C IN, medusobno disjunkinih dogadaja i to na
nacin da je

n—1
Bi=A;, Bo=MA\A;, -, Ba=Ax\ U 4,
i=1

T

\ ............

>l

Slika 2.2: Familija dogadaja (A;,i € I),I CIN

/ A \
\
| B, B, /‘l B3> ............ ) ¢
\ y y /
/ ' 4 / -
~ . e ——

Slika 2.3: Familija medusobno disjunktnih dogadaja (B;,i € I),I CIN



Skupovi B;,i € I, definirani na taj nacin, su medusobno disjunktni, a dodatno
vrijedi i da je
B: C Ay | )Bi=1]4:
i€l i€l
Primjenom c-aditivnosti i monotonosti vjerojatnosti na familiju (B;,i € I) slijedi
daje

P (U Ai> =P (U Bi> =Y P(B;) <) P(4).

iel iel iel iel
O

Pored vjerojatnosti i vjerojatnosnih svojstava, za razumijevanje nejednakosti koje
¢emo opisati, od velike ¢e nam vaznosti biti pojam slucajne varijable i njezinih
numerickih karakteristika.

Definicija 5. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor. Fumnkciju X : Q — R nazi-
vamo slucajna varijabla na Q) ako je X~1(B) € F za proizvoljan B € B(R), odnosno
X1 (B(R)) C F, gdje je B(R) c-algebra generirana familijom otvorenih skupova u R.

Slucajne varijable dijelimo na diskretne (one kojima je skup svih vrijednosti dis-
kretan skup) i neprekidne (one kojima je skup svih vrijednosti neprebrojiv skup).
Navedimo i njihove precizne definicije.

Definicija 6. Neka je dan diskretan vjerojatnosni prostor (Q), P(Q)), P). Svaku funkciju
X : QO — R nazivamo diskretna slucajna varijabla.

Ako je X diskretna slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (2, P(Q2), P), a
skup svih vrijednosti koje ona moze poprimiti ozna¢imo s R(X) = {x;:i € I},
I C N, te ako su {p;,i € I} pripadne vjerojatnosti za koje vrijedi

= P{{aec Q: X(w)=x}) =P(X=m5), icl
onda slucajnu varijablu X mozemo prikazati u obliku tablice
(xl x2 o« .. xn .. .> . (2.4)
pl pz o e pn .« ..
Takav prikaz diskretne slucajne varijable nazivamo zakon razdiobe, tablica distri-
bucije ili, krace, distribucija slucajne varijable X.

Definicija 7. Neka je dan vjerojatnosni prostor (Q), F, P) i funkcija X : Q) — R za koju
vrijedi:

() {weQ: X(w) <x}={X<x} € Fzasvakix € R,

(if) postoji nenegativna realna funkcija realne varijable, f, takva da vrijedi:

P{weQ: X(w) Sx}:P{ng}:/_x F(t)dt, Vx € R.

Funkciju X zovemo neprekidna slucajna varijabla.



Funkciju f iz prethodne definicije nazivamo funkcija gustoce slucajne varijable
X te ona zadovoljava svojstva koja su poznata kao nenegativnost i normiranost,
redom:

(i) f(x) > 0,zasvakix € R,

(i) [ f(x)dx=1.
Vjerojatnosna svojstva svake slucajne varijable opisuju se pomocu tzv. funkcije
distribucije.

Definicija 8. Neka je (Q), F, P) vjerojatnosni prostor i neka je X slucajna varijabla. Funk-
cijuF : R — [0, 1] koja realnom broju x pridruzuje vjerojatnost da dana slucajna varijabla
bude manja ili jednaka tom broju, tj. funkciju

Fix) = Pl ) X{w) < 5} = P{X < 1},
nazivamo funkcija distribucije slucajne varijable X.

U opisivanju slu¢ajnih varijabli ¢esto nam pomaZzu za nju specifi¢cne numericke ka-
rakteristike. Osnovna numericka karakteristika slucajne varijable je matematicko
ocekivanje.

Definicija 9. Neka je (Q), F, P) vjerojatnosni prostor i X slucajna varijabla na njemu.
Matematicko ocekivanje ili ocekivanje slucajne varijable X je broj

E(X) = / XdP.

Teorem 1. Ako je g : R — R izmjeriva funkcija takva da je g(X) > 0ili E |g(X)| < oo,
onda vrijedi

E(g(X)) = [ g(X)dP = [ g(X)dPx(x) = [ g(X)dF(x).
Q R

—o0

Dokaz prethodnog teorema dostupan je u [11]. Ako u prethodnom teoremu uz-
memo g(x) = x, onda dobivamo sljedece

E{X)= ]oxdl-"(x),

odnosno ocekivanje mozemo rac¢unati kao integral s obzirom na funkciju distri-
bucije slucajne varijable X. Razmotrimo sada ra¢unanje matematic¢kog ocekivanja
posebno za diskretne i neprekidne sluc¢ajne varijable.

Ako je X diskretna slucajna varijabla, s tablicom distribucije (2.4), onda
ocekivanje slucajne varijable X (ako ono postoji) ra¢unamo kao

E(X): Z xipi.

icICIN



Ukoliko je X neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce f, onda ocekivanje
slucajne varijable X (ako ono postoji) racunamo kao

E(X) = ]oxf(x)dx.

Definirajmo i ostale bitne numericke karakteristike slucajnih varijabli.
Definicija 10. Za slucajnu varijablu X i r > 0, takve da E (X") postoji, definiramo
(i) r-ti moment od X: E (X"),
(i) r-ti apsolutni moment od X: E (|X|").
Ako je E (|X]|) < oo, definiramo i
(i) r-ti centralni moment od X: E (X — E (X)),
(ii) r-ti apsolutni centralni moment od X: E (| X —E (X)|)".

Uoc¢imo kako je ocekivanje slucajne varijable X njezin moment prvog reda. Drugi
centralni moment

Var (X) = E(X — EX)?
nazivamo varijanca, a /Var (X) standardna devijacija. Ocekivanje slucajne
varijable X interpretira se kao srednja vrijednost sluc¢ajne varijable, dok varijanca
oznacava ocekivano kvadratno odstupanje slucajne varijable od njenog ocekiva-
nja.

Definirajmo jo$ neke pojmove iz teorije vjerojatnosti koji su vazni za ovaj

rad.

Kazemo da dogadaj A (ili svojstvo koje on opisuje), na vjerojatnosnom prostoru
(Q), F, P), vrijedi gotovo sigurno (g.s.) akoje P(A) = 1.

Za skup A, s 1, oznacavamo indikatorsku funkciju koja se definiran na
sljedeéi nacin

1, weA
1A(w):{0 wd A

Definicija 11. Funkcija izvodnica momenata® slucajne varijable X je funkcija M defini-
rana s

[e0]

M(#) = Mx(t) = E (¢X) = / eXdFy(x), tER,

—00

kada to ocekivanje postoji.

leng. Moment Generating Function, MGF



Lemal. Akosu Xy, Xo, ..., X, nezavisne sluc¢ajne varijablei S, = X1 +Xp + - - -

onda je

M, (t) = [ [ Mx, (1)

i=1

Dokaz. Zbog nezavisnosti slucajnih varijabli slijedi

Ms,(t) = E (%) = B (/T %)
n

e ([1) = {1 (%) = [0

1=l



3 | Nejednakosti u teoriji vjerojat-
nosti

U ovom poglavlju rada napravit ¢emo pregled nekih poznatih i manje poznatih
vjerojatnosnih nejednakosti. Prvi dio poglavlja posvecen je nejednakostima koje
se odnose na vjerojatnosti dogadaja. U drugom dijelu usmjerit ¢emo se na ne-
jednakosti koje imaju klju¢ne uloge u primjenama te se Cesto koriste u dokazima
vaznih teorema teorije vjerojatnosti. Fokus ¢e biti stavljen na nejednakosti vezane
uz momente slucajnih varijabli i distribucije repnih vjerojatnosti.

3.1 Osnovne nejednakosti vjerojatnosti dogadaja

Za pocetak promotrimo vjerojatnost unije dogadaja. Ona je ve¢ obuhvacena tre-
¢im aksiomom iz definicije vjerojatnosti — c-aditivnost vierojatnosti. Medutim, taj
aksiom odnosi se samo na familije medusobno disjunktnih skupova. Ipak, vje-
rojatnost unije dvaju skupova moguce je odrediti i u slu¢aju kada skupovi nisu
medusobno disjunktni.

Ako je (Q, F, P) vjerojatnosti prostor i A, B € F, onda je

P(AUB)=P(A)+P(B) — P(ANB). (3.1)

Ovo svojstvo naziva se vjerojatnost unije dogadaja, a kako bismo ga dokazali pri-
kaZimo uniju skupova A i B kao uniju sljedec¢ih disjunktnih skupova (slika 3.1):

AUB=(A\(ANB))U(ANB)U(B\(ANB)).

A

A\(ANB)

Slika 3.1: Skup A U B prikazan kao unija disjunktnih skupova
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Budu¢i da imamo disjunktne skupove, primjenom c-aditivnost vjerojatnosti slijedi
daje
P(AUB)=P(A\(ANB))+P(ANB)+P(B\(ANB)).

Uoc¢imo daje (ANB) C Ai(ANB) C B. Kako u tom slu¢aju mozemo primijeniti
svojstvo vjerojatnosti razlike skupova (2.2), vrijedi sljedece

P(AUB) = P(A)—P(ANB)+P(ANB)+P(B) — P(ANB)
= P(A) + P(B) — P(ANB).

Svojstvo vjerojatnosti unije dvaju dogadaja moZze se generalizirati i na vjerojatnost
unije kona¢no mnogo dogadaja ¢ime se dobiva takozvana Sylvesterova formula.

Propozicija 3. (Sylvesterova formula) Neka je (Q), F,P) vjerojatnosti prostor i
Ay, Ay, -, Ay € F. Tada vrijedi

P <0Ai> = iP(AZ-) — Y. Plamay)

1<i<j<n

+ ) P(AimA]-mAk)—---Jr(—l)”“P(ﬁAi).

1<i<j<k<n i=1

Dokaz. Sylvesterovu formulu dokazujemo metodom matematicke indukcije.
Zan =1 tvrdnja je o¢igledna jer je P(A;) = P(A;). Zan = 2, imamo

P(A1UAy) = P(A1)+ P(Ay) —P(A1NAz)

Sto smo ved ranije pokazali da vrijedi prilikom dokazivanja svojstva vjerojatnosti
unije dvaju dogadaja (3.1). Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi i za sve familije od
n — 1 dogadaja. Sada, op¢i slucaj dokazujemo indukcijom po n.

Neka je

n—1
B=|J A, C=AnNA, gdiejei=12,...,n—1.
i=1

Tada vrijedi sljedece

P (O Ai> =P (U Ai> U An) = P(BUA,) (3.2)

P(B) + P(A,) — P(BN Ay).

Kakoje
n—1 n—1
P(B)=P (U Ai> =) P(A)— ), PANA)
i=1 i=1 1<i<j<n-—1

+ Y PANANA)—-+(-D)"P (ﬁAi>

1<i<j<k<n—1
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P(BNA,) =P ((G A,-) mAn> al (nL_Jl(Ai ﬂAn)>

= (n_lcl) :EP(C,-)— ), PFEng)

i=1 1<i<j<n—1

n—1

+ Y. P(c,-mcjmck)—---+(—1)”P<ﬂcl)
1<i<j<k<n—1 i=1
n—1

=) P(AiNAx)— ), P(ANANA,)

i=1 1<i<j<n—1

n
+ ) P(AimAjﬁAkﬂAn)—---+(—1)”P(ﬂAl),
1<i<j<k<n—1 b

uvrstavanjem u pocetnu jednakost (3.2) dobivamo upravo Sylvesterovu formulu.
U

Navedimo sada prvu vjerojatnosnu nejednakost u ovom poglavlju. Nejednakost je
poznata pod nazivom Booleova nejednakost, a ime je dobila po engleskom mate-
maticaru Georgeu Booleu. Ovu nejednakost smo zapravo ve¢ dokazali u prethod-
nom poglavlju prilikom dokazivanja svojstva o-subaditivnosti vierojatnosti. Boole-
ova nejednakost daje gornju granicu vjerojatnosti prebrojive unije dogadaja, od-
nosno tvrdi da ta vjerojatnost nije ve¢a od sume vjerojatnosti svakog pojedinog
dogadaja.

Propozicija 4. (Boolova nejednakost) Neka je (Q),F,P) vjerojatnosni prostor i
A1, Ay, ... € F. Tada vrijedi

p (G Al-) <Y P(A). (33)

i=1

Dok Booleova nejednakost pruza gornju granicu, sljedeca nejednakost nam daje
donju granicu vjerojatnosti unije dogadaja. Rijec je o Bonferronijevoj nejednakosti,
koja je ime dobila u Cast talijanskog matematicara Carla Emilia Bonferronija.

Propozicija 5. (Bonferronijeva nejednakost) Neka je (Q), F, P) vjerojatnosni prostor i
neka su Ay, Az, ... , A, € F,n € N, dogadaji. Tada vrijedi

B (Lnj A,-) > iP(Ai) — ¥, PlaniAg) (34)
i=1 1=1 1<i<j<n

Dokaz. Dokaz se provodi metodom matematicke indukcije. Zan = 1in = 2,
imamo trivijalnu situaciju tj. P(A;) = P(A;)iP(A1UA;) = P(A1) +P(Ay) —
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P(A; N Ap), $to sigurno vrijedi. Za n = 3, uz koristenje Sylvesterove formule
imamo sljedece

P(A1UAyUA3) = P(Ay) + P(A;) + P(A3) — P(A1 N Ap)
—P(A1NA3) —P(A2NA3) + P(A1NAxN Asz).

Kako je P(A1 N Az N As) > 0 nejednakost vrijedi i za n = 3, odnosno
3
P(AjUAUA3) > Y P(A)— ), P(ANA)).
i=1 1<i<j<3
Pretpostavimo da Bonferronijeva nejednakost vrijedi za n = k tj. da vrijedi
k k
P (U A,-) >Y PlA)— Y, P(An4y). (3.5)
i=1 i=1 1<i<j<k

Pokazimo sada da vrijediizan = k + 1.

G4) (@)

(35) Kk k
> P(A;) — P(A,'QA]')—}—P(A](_H) —= P (U (AzmAk—H))
i=1 1<i<j<k i=1
(2.3) k+1 k
> ) P(A)— ), P(AiNAj)—) P(AinNAkn)
i=1 1<i<j<k i=1
k+1
=} PlA)— ), P4 n0A4)
i=1 1<i<j<k+1

Pokazali smo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1 pa je time Bonferronijeva nejedna-
kost dokazana. m

Postoji jos$ jedna verzija Bonferronijeve nejednakosti koja daje i gornju i donju gra-
nicu za vjerojatnost unije n, n € IN, dogadaja.
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Lema 2. Neka je (Q), F, P) vjerojatnosni prostor, A1, Az, ... , Ay € F,n € N, dogadaji
te neka su

n
51 = ) P{A)
i=1
S, = ), P(AiNA)
1<i<j<n
5g = Y. P(AyN---A;y), k=3,...,n.

1<ip < <ix<n

Tada vrijedi

|
~

k .
A,-) s Z(—1)J—1P(s]-), zaneparnek =1,...,n,
j=1
3

(—1)j_1P(Sj), zaparnek =2,...,n.

TC=TC=

=
~

Dokaz je dostupan u izvoru [4]. Promotrimo jo$ neke nejednakosti koje se odnose
na na vjerojatnosti dogadaja.

Korolar 1. Neka je (Q), F, P) vjerojatnosti prostor i neka su A, B € F dva proizvoljna
dogadaja. Tada vrijedi

IP(ANB) — P(A)P(B)| < }1'
Dokaz. Dokazimo prvo da vrijedi
P(ANB) - P(A)P(B) < }L. (3.6)

Kako je
ANBCA i ANBCB

zbog monotonosti vjerojatnosti slijedi
P(ANB)<P(A) i P(ANB)< P(B),
pa vrijedi
(P(ANB))*> < P(A)P(B).
Sada je
P(ANB)—P(A)P(B) < P(ANB) — (P(ANB))* = P(ANB)(1—P(ANB)).

Oznac¢imo li s p = P(A N B), desnu stranu nejednakosti mozemo zapisati kao

f(p)=p(1-p), pel01]
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Funkcija f je kvadratna funkcija koja svoj maksimum postiZze u tocki

P=5
pa vrijedi pocetna nejednakost.
Koristenjem prethodno dokazane nejednakosti, pokazimo da vrijedi i
HAﬂB}J%MP@)Z—%
Kako je A = (AN B)U (AN B°), vrijedi P(A) = P(ANB) 4+ P(A N B°) iz Cega
slijedi da je
P{AMB) =PlA)—P{ANB)
Sada je
P(ANB)— P(A)P(B)

P(A) — P(ANB°) — P(A)P(B)
P(A)(1 — P(B)) — P(A N B)
— P(A)P(B°) — P(ANB).

Bududi da prethodno dokazana nejednakost (3.6) vrijedi za svaki A, B € F, onda
vrijediiza A, B° € F pa imamo

mAmByJ%mpwy:mAwwq—pmanz—i

¢ime je dokazana i druga strana nejednakosti. O

Propozicija 6. Neka je (Q), F, P) vjerojatnosti prostor i neka su A, B € F dva pro-
izvoljna dogadaja. Tada vrijedi

P(ANB) >1— P(A®) — P(B°).
Dokaz. Kako je P(AUB) = P(A)+ P(B) —P(ANB)iP(AUB) <1, imamo
P(A)+P(B)—P(ANB)=P(AUB) < 1.
Bududidaje P(A) =1— P(A°)iP(B) =1 — P(B) dobivamo
1-P(A°)+1-P(B°)—1< P(ANB),
iz ¢ega onda proizlazi

1— P(A%) — P(B°) < P(ANB).

Napomena 1. Prethodna nejednakost vrijedi i u opéem slucaju
n n
P (U Ai> >1—) P(AS),
i=1 i=1
gdjesu A1, Ay, ..., Ay € Fi(Q,F,P) vjerojatnosti prostor.

Dokaz opéeg slucaja provodi se metodom matematicke indukcije.
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3.2 Nejednakosti vezane uz momente slucajnih vari-
jabli

U ovom dijelu rada usmjerit ¢emo se na nejednakosti vezane uz momente slucajnih
varijabli. Razmotrit éemo razli¢ite nejednakosti koje omogucuju procjenu oceki-
vanja produkta i zbroja slucajnih varijabli, $to je klju¢no u mnogim primjenama
teorije vjerojatnosti. Analizirat éemo nekoliko vaZznih nejednakosti, ukljuc¢ujuéi
Holderovu, Cauchy-Schwarzovu, Jensenovu, Ljapunovljevu i Paley-Zygmundovu
nejednakost te nejednakost Minkowskog.

3.2.1 Holderova nejednakost

Prva u nizu nejednakosti vezanih uz momente slucajnih varijabli je Holderova ne-
jednakost, nazvana po njemackom matemati¢aru Ludwigu Ottu Holderu. Postoji
nekoliko verzija ove nejednakosti, a u ovom radu ¢emo se usredotociti na onu koja
je relevantna u teoriji vjerojatnosti.

Propozicija 7. (Hélderova nejednakost) Neka su p, q € R, p > 1, g > 1 takvi da je
% + % = 1. Neka su X i Y slucajne varijable takve da je E (| X|?) < c0 i E (|Y]7) < o0.
Tada je E (|XY|) < oo i vrijedi
I 1
E([XY]) < (E(IXIP)7 (E([Y]7))7. (3.7)

U svrhu dokaza prethodnog teorema, navodimo dodatnu propoziciju i poznatu
Youngovu nejednakost.

Propozicija 8. Ako su X i Y slucajne varijable takve da je E|X| < c0 i E|Y| < oo, tada
vrijedi

(i) Akoje X =0 (g.s.), tadaje E(X) =0,

(ii) Akoje X =Y (g.s.), tadaje E (X) =E(Y).

Teorem 2. (Youngouva nejednakost) Neka su a, b pozitivni realni brojevite 1 < p,q < oo
takvi da je % + % = 1. Tada vrijedi
aP b1

P 4

pri emu jednakost vrijedi ako i samo ako je aP = bA.

Dokaz. Ako je barem jedan od a, b jednak nuli, tada (3.8) vrijedi trivijalno. Pret-
postavimo zato dajea > 0ib > 0 te definirajmo funkciju ¢ na sljedeéi nacin

=4
(p(t):—+7, t>0.

Deriviranjem funkcije ¢ dobivamo

@'(t) =Pt -1 L,
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Neka je ty > 0 rjeSenje jednadzbe ¢’ (t) = 0. Tada imamo sljedeée
T =10
(i i) =
Bududi da je ty > 0 sada imamo
=% =10

iz Cega slijedi th ™1 — 1, odnosno to = 1.
Dodatno, ¢'(t) < 0za0 <t <1,¢'(t) >0zat > 1 te vrijedi

lim p(t) = lim ¢(t) = +oo.

Iz prethodnoga slijedi da je t = 1 jedinstveni minimum funkcije ¢ na intervalu
(0, +0) pa vrijedi

Pt 1 1
—4+—>o()==4+==1, t>0. 3.9
T Z Rl = oo (3.9)
1
Ako u (3.9) uvrstimo t = 1 dobivamo traZenu nejednakost. O

1
p

o

Dokazimo sada Holderovu nejednakost.

Dokaz. Prema Propoziciji 8.(i) ofigledno je da Holderova nejednakost (3.7) vrijedi
ako je barem jedna od slu¢ajnih varijabli X ili Y jednaka nuli (g.s.). Pretpostavimo
sadadajeE (|X|P) > 0iE(]Y]7) > 0. Ako za w € Q u (3.8) uvrstimo

o K@ @l
(E(Ix]7))? (E (]Y]7))7
dobivamo sljedece
| XY| < [ X(w)] Y (w)| < X(w)? Y (w)1

(E(IX|P)? (B (|y]rya  PEUXIP)) — qE(Y]7)’

odnosno

1 11 |XI|P 1 |y }
XYgEXPPEqu{— - .
2] < E(XI)F EWMN |5 555 * 7 B0
Uzimanjem matematickog ocekivanja i skraéivanjem prethodnog izraza dobi-
vamo

1 T I I |
B(1xY) SE(XPFE(YIY |5 +2 ],
a bududi da je % + % = 1 konac¢no slijedi Hélderova nejednakost. O

. 1
Napomena 2. Cesto se koristi i oznaka || X||, = (E (|X|))?, pa se Hélderova nejedna-

kost moZe zapisati u obliku E (|XY|) < [|X|[,||Y|]4.

Holderova nejednakost za p = g = 2 dovodi do Cauchy-Schwarz(-Bunjakovski)
nejednakosti, koju éemo razmotriti u nastavku.
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3.2.2 Cauchy - Schwarzova nejednakost

Cauchy - Schwarzova nejednakost prvi put se spominje u djelu Cours d’analyse de
I’Ecole Royal Polytechnique francuskog matematicara Augustina-Louisa Cauchyja.
U tom djelu iz 1821. godine, Cauchy spominje ovu nejednakost samo kao biljesku,
bez dokaza. Prvi dokaz ove nejednakosti dao je 1859. godine ruski matematicar,
a ujedno i Cauchyjev ucenik, Viktor Jakovljevi¢ Bunjakovski, u znanstvenom
casopisu Mémoires de I'’Académie Impériale des Sciences de St-Pétersbourg. lako
je Casopis bio Stampan na francuskom jeziku, nije bio $iroko rasprostranjen u
Europi, pa dokaz nije bio poznat njemackom matematicaru Karlu Hermannu
Amandusu Schwarzu. On je 1888. godine, u svom djelu Uber ein die Flichen
kleinsten Flicheninhalts betreffendes Problem der Variationsrechnung, dao jo$ jedan
dokaz Cauchyjeve nejednakosti. Dokazi Bunjakovskog i Schwarza nisu sli¢ni, pa
se Schwarzov dokaz smatra neovisnim, iako je kasnijeg datuma. Zbog toga je ova
nejednakost poznata i pod nazivom Cauchy-Schwarz-Bunjakovski nejednakost,
posebno u ruskoj i isto¢noeuropskoj literaturi, dok se u zapadnoj literaturi
najcesce spominju samo Cauchy i Schwarz.

Kao i ostale nejednakosti u ovom radu, Cauchy-Schwarzovu nejednakost
razmatramo u kontekstu teorije vjerojatnosti.

Propozicija 9. (Cauchy - Schwarzova nejednakost) Neka su X i Y slucajne varijable
takve da je EX? < 00 i EY? < 0. Tada je E|XY| < oo i vrijedi

E|XY| < VEX2EY2. (3.10)

Dokaz. Kako su EX? < c0 i EY? < 0o moZemo primijeniti Holderovu nejednakost
za p = q = 2. Slijedi

Nl
NI—=

E|xy| < [Ex?]* [E¥?]%,

odnosno

E|XY| < VEX2 EY2.

Teorem 3. Ako EX postoji, onda je |[EX| < E|X].
Dokaz. Kako je X < |X| odnosno
—[X] < X <[X],
primjenom ocekivanja dobivamo
—E|X| < EX < E|X|,

iz ¢ega proizlazi |[EX| < E|X]|. O
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Iz Cauchy - Schwarzove nejednakosti i Teorema 3. slijedi

Ec | <E(xv) < [ (0] [E ()]
Za slucajne varijable X i Y te r > 0 sljedeca nejednakost je ocita
X +YI" < [2max {|X], [Y[}]" <2 [IX[", [Y['].
Iz prethodnoga proizlazi
E(X+Y[") <2"[E(X]"), E([Y])] (3.11)

Prema tome, ako X i Y imaju (konacne) r-te apsolutne momente, tada X + Y ta-
koder ima r-ti apsolutni moment.

3.2.3 Jensenova nejednakost

Jensenova nejednakost jedna je od najpoznatijih nejednakosti u matematici, a
svoju primjenu ima i u vjerojatnosti. Nejednakost je 1906. godine dokazao
danski matematicar Johan Ludwig William Valdemar Jensen u svom radu Sur les
fonctions convexes et les inégalités entre les valeurs moyennes te je nazvana njemu u
Cast.

Prije samog iskaza i dokaza Jensenove nejednakosti, objasnit ¢emo pojam
konveksnosti funkcije.

Definicija 12. (Konveksna funkcija) KaZemo da je funkcija f : I — R konveksna na
intervalu I C R ako za sve x1,xp € I isvakix € |0, 1] vrijedi

flaxy + (1 —a)x2) <af(x) + (1 —-a)f(x2).

Promotrimo sada geometrijsku interpretaciju konveksne funkcije. Prethodna de-
finicija zapravo kaze da se nad svakim segmentom [x, y] graf konveksne funkcije

f nalazi ispod sekante koja prolazi tockama (x, f(x)) i (y, f(y)).

y

fy)

af(x)+(1-a)f(y)®

f(x)

F(QXH(T-C1)Y) @+ revermressennessent st T TR—

Slika 3.2: Konveksna funkcija f
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Konveksnu funkciju promotrit éemo i na nacin koji je prikladniji za dokaz Jense-
nove nejednakosti. MoZemo reéi da je funkcija f : R — R je konveksna ako i
samo ako se graf funkcije y = f(x) uvijek nalazi iznad tangente u proizvoljnoj
tocki (z, f(z)), zaneki z € R.

y

y) (vfy)

Slika 3.3: Tangenta u tocki (z, f(z))
JednadZzba tangente na graf funkcije f u proizvoljnoj tocki (z, f(z)) dana je izra-
zom
y=f(z)+k(x—2z), keR.

Realan broj k predstavlja koeficijent smjera tangente. Kako se graf konveksne funk-
cije f uvijek nalazi iznad tangente u tocki (z, f(z)), vrijedi sljedeca nejednakost

f(x) > f(z) + k(x —z), zasvakix € R.

Teorem 4. (Jensenova nejednakost) Neka je X slucajna varijabla i g konveksna funkcija
na R. Ako je E|X| < 00 i E|¢(X)] < o0, onda je

8(E(X)) < E(g(X)). (3.12)
Dokaz. Neka je X slucajna varijabla. Njezino o¢ekivanje ozna¢imo s z = E (X). Iz

prethodnog razmatranja smo vidjeli da za konveksnu funkciju g vrijedi nejedna-
kost

g(x) > g(z) + k(x — z), zasvakix € R,
odnosno vrijedi
8(X) = g(E (X)) + k(X —E (X))
Djelujemo li s matematickim ocekivanjem na prethodnu nejednakost dobivamo
E(8(X)) = g(E(X)) +k(E (X) - E(X))

odnosno dobivamo Jensenovu nejednakost

g(E(X)) <E(g(X)).



3.2. NEJEDNAKOSTI VEZANE UZ MOMENTE SLUCAJNIH VARIJABLI 20

3.2.4 Ljapunovljeva nejednakost

Ljapunovljeva nejednakost je poseban slucaj Jensenove nejednakosti, a ime je do-
bila po ruskom matemati¢aru Aleksandru Mihajlovi¢u Ljapunovu.

Teorem 5. (Ljapunovljeva nejednakost) Neka je X slucajna varijabla takva da je
E|X|P < ootenekasur,p € R takvida je 0 < r < p. Tada vrijedi

1
;

1
[E (X)) < [E(X]7)]7

Dokaz. Definirajmo slu¢ajnu varijablu Y = |X|" i neka je s = £. Ljapunovljevu

nejednakost dokazat éemo upotrebom Jensenove nejednakosti za funkciju

¢(x) = |x|° i slu¢ajnu varijablu Y.

Prema Jensenovoj nejednakosti (3.12) vrijedi

g(E(Y)) <E(g(Y)),

odnosno, kako je Y = | X|" imamo

g(E(X]) <E(g (X))

Djelovanjem funkcije ¢ i uvrstavanjem s = £ dobivamo sljedece

(e ()" <& (JIx1]").

Sada potenciramo prethodnu nejednakost s % kako bi dobili Ljapunovljevu nejed-
nakost

1

E(X)]" < [ (7))

<=

0

Napomena 3. S obzirom na Napomenu 2., Lajpunovljeva nejednakost moZe se pisati i u
obliku || X]l; < [|X]|,.

3.2.5 Paley - Zygmund nejednakost

Paley - Zygmundova nejednakost daje donju granicu vjerojatnosti da je pozitivna
slucajna varijabla mala, u odnosu na njezino ocekivanje i varijancu tj. u odnosu na
prva dva momenta. Ime je dobila po engleskom matemati¢aru Raymondu Paleyu
te poljsko-americkom matemati¢aru Antoni Zygmundu koji su ju razvili i doka-
zali.

Teorem 6. (Paley - Zygmund nejednakost) Neka je X > 0 slucajna varijabla takva da je
EX? < oo te neka je 0 < A < 1. Tada vrijedi

2 (EX)?
EX2

P(X > AEX) > (1—A)
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Dokaz. Za pocetak izrazimo ocekivanje slucajne varijable X na sljedeéi nacin

E(X)=E (X ' 1{X§AE(X)}> +E <X : 1{X>AE(X)}> , (3.13)

gdje su 1ix<ag(x)y 1 1{x>ag(x)} indikatorske funkcije tj.

1, X<AE(X) . 1, X>AE(X)
Tx<e0} =30, x>AE(x) | TEXT o X < AE(X)

Jednakost (3.13) vrijedi jer su {X < AE(X)} i {X > AE (X)} suprotni dogadaji
pPaje Lix<ipx)y + Lixsagx)) = 1

Prvi ¢lan sume iz (3.13) je najvise AE (X). Na drugi ¢lan moZemo primijeniti Ca-
uchy - Schwarzovu nejednakost pa slijedi

B (X Tpoaeco) < 4B 0)-E (Lpaooy) = yEGR) - P(X> 2B ()

Sada imamo

E(X) < AE(X) +/E(X2) - P(X > AE(X)).

Uz ¢injenicu da je E (X) > 0, sredivanjem i kvadriranjem prethodnog izraza, sli-
jedi trazena nejednakost

(1-A)2(EX)* < E(X?)-P(X > AEX),

(EX)?
E(X2)

P(X > AEX) > (1—A)?

3.2.6 Nejednakost Minkowskog

Dok se Holderova nejednakost odnosi na momente produkata slucajnih varijabli,
nejednakost Minkowskog odnosi se na zbroj slucajnih varijabli. Nejednakost je
otkrio i dokazao njemacki matematicar Hermann Minkowski krajem 19. stoljec¢a
te je nazvana njemu u cast.

Propozicija 10. (Nejednakost Minkowskog) Nekajel < p < ooinekasu XiY slucajne
varijable takve da je E (| X|P) < oo, E(|Y|F) < o0. Tuda je E (| X + Y|P) < oo i vrijedi

[E(1X+YP)]7 < [E(XIP)]F + [E(Y[P)]7 .

Dokaz. Za p = 1, slucaj je trivijalan, stoga je dovoljno promatrati slucaj kada je
1< p<oo E(|X+YI|P) < oo vrijedi prema (3.11). Ako stavimo g = pl imamo
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+ - = 1 pa moZemo primijeniti Hélderovu nejednakost.

<=
=

E(|X+Y[P) =E <|X+Y|P—1|X+Y|)
<E(IX+YPx]) +E (|X + Y[~ |])
< (B (1% +Y1%99))* @ (x1)}
+ (B (Ix+¥)0-19))7 B (¥
< E(IX+Y1P)5 (E(IXIP)7 + (E(Y1")7).

Trazena nejednakost slijedi iz posljednje nejednakosti dijeljenjem s
1
(E(IX +Y]?)r. =

3.3 Nejednakosti u ocjeni repnih vjerojatnosti

Sljedeca klasa nejednakosti koju ¢emo razmatrati odnosi se na razlicite ocjene rep-
nih vjerojatnosti. Repnim vjerojatnostima smatramo vjerojatnosti oblika

P(|X| >x), P(X>=x), P(X<x)

i sli¢ne, za proizvoljni x € RR, gdje je x najce3ée pozitivan i velik.

Repne vijerojatnosti igraju klju¢nu ulogu u analizi ekstremnih dogadaja jer omo-
gucuju bolje razumijevanje ponasanja distribucija na njihovim krajnjim vrijednos-
tima. Posebno su vaZzne u financijama i osiguranju, gdje se koriste za procjenu
i ograni¢avanje rizika. Razmotrit éemo Markovljevu, Cebigevljevu, Kolmogorov-
ljevu, Hajek—Rényi, Chernoffovu te Hoeffdingovu nejednakost.

3.3.1 Markovljeva nejednakost

Markovljeva nejednakost jedna je od najpoznatijih nejednakosti te predstavlja iz-
nimno koristan rezultat u teoriji vjerojatnosti. Ime je dobila po ruskom matemati-
¢aru Andreju Andrejevi¢u Markovu koji ju je dokazao krajem 19. stoljeca. Cesto,
za sluajnu varijablu od interesa, Zelimo znati kolika je vjerojatnost da slucajna
varijabla poprimi vrijednost koja je "daleko" od njezine o¢ekivane vrijednosti. Od-
govor na to pitanje daje nam Markovljeva nejednakost koja pruza gornju granicu
vjerojatnosti da slucajna varijabla bude veca ili jednaka od neke pozitivne kons-
tante, ¢ak i kada nemamo informaciju o distribuciji te slucajne varijable. Sljedec¢u
propoziciju navodimo u svrhu dokazivanja Markovljeve nejednakosti.

Propozicija 11. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) i g
nenegativna Borelova funkcija takva da je E[g(X)] < oo. Ako je g parna i neopadajuca
funkcija na [0, +00), tada za svaki € > 0 vrijedi sljedece

p(|x|zg)g%.
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Dokaz. Nekaje A = {|X| > ¢}. Tada vrijedi

Elg(X)] = [ g(X)dP+ [ g(x)dP > [g(X)dP = g(¢e) [ dP = g(e)P(4),
A AC A A

iz ¢ega proizlazi traZena nejednakost. O

Napomena 4. Uz poseban slucaj funkcije g, Markovljeva nejednakost direktno slijedi iz
prethodne propozicije.

Korolar 2. (Markovljeva nejednakost) Nekajer > 0iE(|X|") < oo. Tada za proizvoljan
e > 0 vrijedi
E(x]")

P(X|2e) <2

(3.14)

3.3.2 Cebisevljeva nejednakost

Jo$ jedna vjerojatnosna nejednakost koja daje odgovor na pitanje kolika je vjero-
jatnost da slucajna varijabla poprimi vrijednost koja je "daleko" od njezinog oceki-
vanja naziva se Cebievljeva nejednakost. Ime je dobila po ruskom matemati¢aru
Pafnutiju Lavovi¢u Cebidevu koji ju je 1867. godine dokazao u svrhu dokaza opée
forme Zakona velik brojeva. Samu nejednakost iskazao je 14 godina ranije francuski
matematicar L-J. Bienaymé, ali ju je tek Cebisev dokazao. Iz tog razloga, nejed-
nakost je dugi niz godina bila poznata i kao Bienaymé-Cebigevljeva nejednakost.
Tako je A.A. Markov bio Cebisevljev ucenik i svoju nejednakost je dokazao tek
1884. godine, u suvremenoj literaturi dokaz Cebievljeve nejednakosti obi¢no se
izvodi uz pomoc¢ specijalnog slucaja Markovljeve nejednakosti, $to ¢e biti slucaj i
u ovom radu.

Korolar 3. (Cebisevljeva nejednakost) Neka je X slucajna varijabla s konaénim ocekiva-
njem y i kona¢nom varijancom 0. Tada za proizvoljan e > 0 vrijedi

0—2
P(X-p2e) <% (3.15)

Dokaz. Kakoje |X — u| > 0ie > 0 vrijedi sljedece:
P(X-pl2e)=P(|X—u2e).
Direktnom primjenom Markovljeve nejednakosti za slucaj r = 2 slijedi.

E(X—u)?> o2
2 e

P(X—pl2e)=P(IX—pP2e) <
]

Napomena 5. Ako stavimo ¢ = ko, gdje jek > 0, dobivamo i alternationi, Cesto koristeni,
zapis Cebisevljeve nejednakosti:

1
P(X—pul > ko) < 7.

MoZemo primijetiti da nam CebiSevljeva nejednakost zapravo govori da vjerojat-
nost da odstupanje slucajne varijable X od njezinog oc¢ekivanja, po apsolutnoj vri-
jednosti, bude vece ili jednako k standardnih devijacija, je manja ili jednaka ;12
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3.3.3 Kolmogorovljeva nejednakost

Kolmogorovljeva nejednakost je jo$ jedan koristan rezultat u teoriji vjerojatnosti,
posebno u proucavanju suma nezavisnih slu¢ajnih varijabli, dokazima zakona ve-
likih brojeva te u analizi konvergencije slucajnih procesa. Ime je dobila po ruskom
matemati¢aru Andreju Nikolajevi¢u Kolmogorovu, a poznata je i pod nazivom
Kolmogorovljeva maksimalna nejednakost.

Korolar 4. (Kolmogorovljeva nejednakost) Neka je X1,X», ..., Xy, niz nezavisnih slu-
¢ajnih varijabli takvih da je E (X;) = 0,zasvakii =1,2,...,ni Var (X;) < oo, za svaki
n € N, tenekaje S, = X1 + X, + - - - + X,,. Tada za svaki ¢ > 0 vrijedi

5
B <max S| > s) < Var(z n). (3.16)
1<j<n S

Prije samog dokaza, uo¢imo kako zbog E[X;] =0,Vi=1,2,...,n, vrijedi

E(S,) =) E(X) =0, (3.17)
i=1
iz Cega slijedi

Var (S,) =E (sﬁ) — (E(Sn))? =E (si) .

Prema tome, nejednakost (3.16) moZemo zapisati u obliku

2
p (max |Si| > S) < E (S”).

1<j<n 2

Takoder, zbog nezavisnosti slucajnih varijabli Xi, X»,..., X, vrijedi da je

Var (S,) = i Var (X;) pa prethodnu nejednakost moZemo pisati i u obliku
=1

i=

P <max e s) < LY var(x)).

1<j<n
Dokazimo sada Kolmogorovljevu nejednakost.

Dokaz. Promotrimo vjerojatnost P (1r£1a<x |S;] > s). Zanima nas indeks j za koji
<j<n

vrijedi max |S;| > e. U tu svrhu, definirajmo indeks k kao
<j<n
k=inf{j <n:|S;| >e}. (3.18)

Promotrimo dogadaje

A; = {|Sl| <€,|52| <€/"-/|Si—1| <€/|Si| > 8}, § = 12 we,
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Takvi dogadaji su medusobno disjunktni, odnosno vrijedi A; N A; = @, za svaki
i # j. Sada, iz (3.18) moZemo uociti da ako je |S;| < ¢, Vj < n, ondaje j = n.
Primjenom CebiSevljeve nejednakosti (3.15) i ¢injenice (3.17) imamo sljedece

1
P <max S| > s) =P (|5 Z &) < E—ZVar(Sk) (3.19)

1<j<n

- () - ®607) -5 (B(+).
Kako bi dokazali traZenu nejednakost, sada je dovoljno pokazati da vrijedi
E (S?) <E(S3) . Imamo
E(52) =B ((Sc+ (s = 80))?) =B (52 +25¢(Sn — S) + (S0 — S)?)

—E (sﬁ) 2B (54(5, — S+ B ((sn =~ sk)z) .

Kako su Sy i S, — S medusobno nezavisne, vrijedi
E (Sk(Su — St)) = E (S¢) E (Sn — Sk) = 0.
Uzmemo li u obzir &injenicu da su E (S7) i E ((S, — S¢)?) pozitivne vrijednosti,
slijedi da je
E(s3) =E(8}) +E((5.—5u?) 2E(s}).

Uvrstavanjem prethodne ¢injenice u (3.19) slijedi traZena nejednakost. O

Napomena 6. Uocimo da se za slu¢aj n = 1, Kolmogorovljeva nejednakost svodi na
Cebisevljevu nejednakost.

3.3.4 Hijek — Rényi nejednakost

Héjek — Rényi nejednakost poznata je kao generalizacija Kolmogorovljeve nejed-
nakosti. Otkrio ju je 1953. godine ¢eski matematicar Jaroslav Hajek, dok je dokaz
dao madarski matematicar Alfréd Rényi. Ova nejednakost, kao i Kolmogorov-
ljeva, izuzetno je korisna za dokazivanje zakona velikih brojeva i srodnih teorema

Teorem 7. (Hdjek—Rényi nejednakost) Neka je X1, X», . .., Xy niz nezavisnih slucajnih
varijabli takvih daje E (X;) = 0,zasvakii =1,2,...,niVar (X;) < oo, zasvakin € IN.
Neka je ¢j, j =1,2,...,n nerastuci niz pozitivnih brojeva i S, = X1+ Xo + -+ - + X,
Tada za svaki ¢ > 0 vrijedi

12 5
p (fgjagxn cj|8;| = 8) & 8—2]; c;Var (X;) . (3.20)

Dokaz nejednakosti prati postupak dokazivanja Kolmogorovljeve nejednakosti te
ga iz tog razloga ne navodimo. Dokaz teorema dostupan je u izvorima [2] i [9].

Napomena 7. Stavimo li ¢; = 1, Vj, nejednakost (3.20) se svodi na Kolmogorovljevu
nejednakost.
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3.3.5 Chernoffova nejednakost

Chernoffova nejednakost, poznata i pod nazivom Chernoffova ograda, jos je jedna
u nizu nejednakosti koja daje informacije o repnim vjerojatnostima. Ova nejed-
nakost pruza eksponencijalno opadaju¢u granicu vjerojatnosti odstupanja zbroja
nezavisnih slucajnih varijabli od ocekivane vrijednosti, koriste¢i pri tome funkcije
izvodnice momenata. Nejednakost je prvi opisao Herman Chernoff 1952. godine,
ali njen osnovni koncept se moZe pronadi i u ranijim radovima. Osim $to je ko-
ristan alat u teoriji vjerojatnosti i statistici, Chernoffova nejednakost ima Siroku
primjenu u ra¢unalnim znanostima, a posebno u analizi performansi algoritama.
U nastavku ¢emo se baviti na Chernoffovom ogradom za sumu nezavisnih Berno-
ullijevih varijabli, a potom ¢emo razmotriti i op¢i slucaj.

Teorem 8. (Chernoffova nejednakost) Nekaje S, = X1+ Xo + -+ + Xy, n € IN, suma
n nezavisnih Bernoullijevih slucajnih varijabli takvih da je

0 1
X; = ,pi € (0,1
i (1_;91_ Pi) pi € (0,1)

in==E(Sy) =p1+p2+---+ pn. Tada vrijedi:
(i) P(Sn > (1+6)u) < e_%”, za svaki & > 0,
(i) P(Sp < (1-9)u) < e M2 zg soaki0 < 6 < 1.
Sljede¢u lemu navodimo u svrhu dokaza prethodnog teorema.

Lema 3. Neka je X Bernoullijeva slucajna varijabla, tj.

0 1
X = ,p €(0,1).
(1—19 P)p .

Tada, za svaki t € R orijedi

Dokaz. Imamo sljedece

Mx(t) = E (efX)
=p-e'+(1—p)-1 (po definiciji o¢ekivanja)
=1+ p(ef —1).

TraZzenu nejednakost dobivamo primjenom poznate nejednakosti 1 + x < e*, uz
supstituciju x = p(e! — 1)

Mx(t) =1+ plet — 1) < P,
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Sada dokazimo Teorem 8.

Dokaz. Teorem dokazujemo primjenom Leme 1. i Leme 3.
Uz ¢injenicu da je p = E (S,) = Y/_; pi imamo sljedece

n n
Mg (t) = HMX'(t) £ HePi(ef_1) — )T pi — plet =)
i=1 i=1
Kako bi dokazali prvu nejednakost u teoremu, oznacimo

a=14+6u i b=In(1+9).

Uz primjenu Markovljeve nejednakosti, sada je

P(S, 2 (1400 = P(S, 2 0) = P 2y < 27 (3

Uocimo da je s E (e?>r) definirana funkcija izvodnica momenta sume slucajnih
varijabli Mg, pa uz primjenu Leme 3 slijedi

E (ebsn) = Mg (b) = ﬁMxi(b)
i=1
< ﬁem(eh—l) _ 1) ﬁep,-
i=1

i=1
— e(eb_l) y 62?:1 Pi — e(eb_l) 8 eﬂ

— e(Eh—l)]l.

Uvrstimo li dobiveno u (3.21) i vratimo li supstituciju imamo sljedece

E ebsn e(eb—l)y
P, > (1o < 28
_ ey((eb—l)—b(l—i-é))

_ oH(6—(148) In(1+9)). (3.22)

Zelimo da na$a gornja granica za repnu vjerojatnost bude $to manja. Kako bismo
to postigli, minimizirat éemo izraz za gornju granicu kao funkciju od b.
Neka je

f(b) = p(e" —1) — b(1+6).
Derivirajmo funkciju f
fi(b) =¢"—(1+3)
iizjedna¢imojus 0

g —1 4.4,
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Funkcija f postiZe svoj minimum u to¢ki b = In(1 + J) koja predstavlja optimalan
izbor za vrijednost parametra b. KorisStenjem poznate nejednakosti

In(1+ x) >0

L
—14+x/2

dobivamo korisnu informaciju o vrijednosti eksponenta iz izraza (3.22)

0
>
In(1+6) > T56/2

—28 — 262
—i(1 In(1 < == =
(146)In(1+46) < 7T

02

5—(1+46)In(1+6) <

02
2+5”

Ovime smo dobili gornju granicu repne vjerojatnosti

1 (85— (146)In(1 +6)) <

_ 2
P(Sy > (1+6)p) < eTrat

¢ime je dokazana prva tvrdnja teorema. Dokaz druge tvrdnje teorema provodi
se na analogan nacin, ali se za supstituciju uzima b = In (1 — 9) te se primjenjuje
druga poznata nejednakost:

2
4
In(1—-x) > —x+ =, za0 <x <1

L
Uoc¢imo da u Teoremu 8. gornja i donja granica imaju razlic¢ite oblike. Postoje
opcenitije verzije ove granice u kojima nije prisutna ova razlika pa tako za § €
(0,1), moZemo kombinirati gornju i donju granicu iz prethodnog teorema kako

bismo dobili sljedec¢u jednostavnu i korisnu granicu.

Korolar 5. Ako vrijede iste pretpostavke kao u Teoremu 8., onda vrijedi

P(|Sn — | > p) < 2e7#°/3, W0 < 6 < 1.

Chernoffova nejednakost moZe se primjeniti i na druge slucajne varijable. U nas-
tavku navodimo Chernoffovu nejednakost za ogranicene slucajne varijable, a koja
ne ovisi o njihovoj distribuciji.
Teorem 9. Neka su Xq, Xy, ..., Xu, n € IN, slucajne varijable takve da je a < X; < b,
n
zasvakii =1,2,...,n. NekajeS, = Y. X;iu = E(Sy). Tada, za svaki § > 0 vrijedi
i=1

sljedece:
_ 2(52;12
(i) P(Sn > (14 0)p) <e no-o?,
152112

(ii) P(Su > (1)) < e m0-47,
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3.3.6 Hoeffdingova nejednakost

Hoeffdingova nejednakost, sli¢cno kao i Chernoffova nejednakost, pruza gornju
granicu vjerojatnosti odstupanja sume nezavisnih slu¢ajnih varijabli od o¢ekivane
vrijednosti. Nejednakost je nazvana po finsko - ameri¢kom statisti¢aru Wassilyju
Hoeftdingu, a moZemo ju smatrati pojednostavljenom i slabijom generalizacijom
Chernoffove nejednakosti.

Teorem 10. Neka su X, Xy, ..., Xu, n € IN, nezavisne slucajne varijable takve da je
n

a4 < X; < by, zasvakii=1,2,,..,8. Nekaje Sy = ¥ X;ip—=E(Ss).
i=1

Tada, za svaki 6 > O vrijedi:

262

(i) P(Syp —u > 9) Se_ml

262

(i) P(|Sy — u| > 6) < 2 Eia®i?

Bududi da se radi o generalizaciji Chernoffove nejednakosti koju smo dokazali u
prethodnom poglavlju, dokaz prethodnog teorema ne navodimo. Dokaz je dos-
tupan u izvoru [2].



4 | Primjene nekih vjerojatnosnih
nejednakosti

U posljednjem poglavlju ovog rada prikazat ¢emo primjenu pojedinih vjerojat-
nosnih nejednakosti. Zapocet ¢emo s primjenom Booleove i Bonferronijeve ne-
jednakosti na jednom tipi¢nom vjerojatnosnom problemu. Nakon toga, analizirat
¢emo kako se odredene vjerojatnosti mogu ograniciti koriste¢i Markovljevu, Ce-
bisevljevu i Chernoffovu nejednakost. Na samom kraju proucit éemo i primjenu
vjerojatnosnih nejednakosti u dokazivanju drugih vaznih teorema.

4.1 Primjena Booleove i Bonferronijeve nejednakosti
Pretpostavimo da nasumic¢no rasporedujemo 7 razli¢itih loptica u m razlic¢itih ku-
tija, pri Cemu je n > m. Zanima nas sljede¢i dogadaj
A = {barem jedna kutija je prazna}.
Skup svih mogucih ishoda moZzemo opisati skupom
0 = {iy= Lt Clgps s ey} 1 1 < ot < 10},

gdje w; oznacava broj kutije u koju je spremljena i-ta loptica. Primjerice, jedan
elementarni dogadaj je w = (2,m,5,...,1). To znaci da je prva loptica stavljena u
drugu kutiju, druga loptica u zadnju kutiju, treca u petu, ..., n-ta u prvu (slika
4.1).

1 2 m

Slika 4.1: Prikaz jednog elementarnog dogadaja

1

Iz prethodnog razmatranja mozemo zakljuciti kakoje P(w) = 7, zasvakiw € Q.

Oznadimo s

A]: {(U: (wl,a)z,...,wn) L Wi #j,Vi:1,2,...,n},j:1,2,...,m

30
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dogadaj da je to¢no j-ta kutija prazna. Tada je
m—1\" \" .
P(A]-)—<7> _<1_E> i W = e, 1,

a za dogadaj A vrijedi
A=AUAU...UA, =] A.

Vjerojatnost dogadaja A moZe se precizno izracunati primjenom formule
ukljucivanja-iskljucivanja, ali taj postupak je Cesto vrlo slozen. Medutim, vjero-
jatnost je moguce ograni¢iti uz pomo¢ Booleove i Bonferronijeve nejednakosti na
vrlo jednostavan nacin.

Primjenom Booleove nejednakosti (3.3) slijedi

P(A) = P (Cj AZ-) < iP(Ai) = f; (1—%)n = m (1—%)n,

i=1

¢ime smo dobili gornju granicu traZene nejednakosti. Primijenimo sada i Bonfer-
ronijevu nejednakost (3.4) kako bi dobili donju granicu

Dakle, imamo

o(1-2)"-(3) (-2) rmen(-2)

Ovo daje dobru procjenu kada je # velik u usporedbi s m. Primjerice, ako je n = 50
im = 10 imamo

10-(0.9)>° —45.(0.8)> < P(A) < 10-(0.9)*,
odnosno
0.050895 < P(A) < 0.051537.

Vidimo da razlika izmedu donje i gornje granice iznosi tek 0.000642, sto daje pri-
licno dobru procjenu.

4.2 Primjena Markovljeve, CebiSevljeve i Chernof-
fove nejednakosti

Pretpostavimo da imamo pravilan nov¢ié, odnosno da s jednakom vjerojatnoséu
padne pismo ili glava. Nov¢i¢ bacamo 1000 puta. Neka je X slucajna varijabla koja
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oznacava koliko puta je palo pismo u 1000 bacanja. To zapravo znaci da je

X:X1+X2++X1000, gd]e]eXl: (} (1)), 121,2,,1000
2 2

Odnosno mozemo re¢i da slucajna varijabla X ima binomnu distribuciju s para-
metrima n = 1000 p = 3 §j. X ~ B(1000, 3). U tom slucaju vrijedi

E(X)=np=500 i Var(X)=npg=250.

Recimo da nas zanima vjerojatnost da se pismo pojavilo vise od 600 puta u 1000
uzastopnih bacanja nov¢ic¢a, odnosno zanima nas P(X > 600).
Za pocetak, odredimo gornju granicu ove vjerojatnosti pomo¢u Markovljeve ne-

jednakosti:

500 5
> < —=—-~0. .
P(X 2 600) < = = = ~ 0833

Mozemo reci da vjerojatnost da se pismo realizira viSe od 600 puta u 1000 bacanja
je manja od 83.3%. 5
Odredimo sada gornju granicu ove vjerojatnosti uz pomo¢ CebiSevljeve nejedna-

kosti: e :

< =~ ~0.025.

— 1002 40 0025

Vidimo da Cebisevljeva nejednakost daje puno stroZu granicu nego Markovljeva
nejednakost. Mozemo reéi da vjerojatnost da slucajna varijabla X odstupa od svoje
ocekivane vrijednosti za vise od 100, je manja od 2.5%.

Za kraj odredimo gornju granicu spomenute vjerojatnosti i pomoc¢u Chernoffove
nejednakosti:

P(X > 600) = P(X — 500 > 100)

P(X > 600) = P <X > (1 + %) 500) < e 2150 — o= 1~ 0.00011 .

MoZemo zakljuditi da u ovom slucaju Chernoffova nejednakost daje najstrozu gra-
nicu, dok Markovljeva daje najslabiju gornju granicu vjerojatnosti.

4.3 Primjena Cauchy - Schwarzove nejednakosti

U ovom poglavlju pokazat ¢emo jednu primjenu Cauchy-Schwarzove nejedna-
kosti s pomocu koje dobivamo jo$ jednu korisnu vjerojatnosnu nejednakost te je-
dan primjer iz svakodnevice. No, prije samih primjena, prisjetimo se jo$ nekih
pojmova iz teorije vjerojatnosti koji su nam potrebni u ovom djelu rada.

Propozicija 12. Neka je X slucajna varijabla s ocekivanjem y € R i varijancom o2 > 0.
Tada za slucajnu varijablu

vrijedida je E(Y) =0iVar (Y) = 1.
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Postupak transformiranja slucajne varijable na prethodni nacin nazivamo postu-
pak standardizacije slucajne varijable.

Dokaz.
E(Y) =2 (E(X)—p) =0,
Var (Y) = % (Var (X)) =1

Definicija 13. Neka je (X,Y) dvodimenzionalan slucajni vektor. Ocekivanje
E(XY'), kleN,

slucajne varijable X*Y' (ako postoji) nazivamo ishodisni moment reda (k,1) slucajnog
vektora (X,Y). Ocekivanje

E((X—EX) (Y —E(V))')
(ako postoji) nazivamo ishodisni moment reda (k, 1) slucajnog vektora (X,Y).

U teoriji vjerojatnosti, od velike vaznosti je centralni moment reda (1, 1) kojeg nazi-
vamo korelacijski moment ili kovarijanca dvodimenzionalnog sluc¢ajnog vektora.
Dakle, vrijedi

Cov(X,Y)=E((X—
E{XY — XE(X)—YE(X)+E(X}E(Y))
E

(XY) —E(X)E(Y).

Definicija 14. Neka je (X,Y) dvodimenzionalan slucajni vektor za koji je Cov (X,Y) =
0. Tada kazemo da su njegove komponente X i'Y nekorelirane.

Definicija 15. Neka je (X, Y) dvodimenzionalan slucajni vektor i neka slucajne varijable
X i Y imaju varijance ox > 01 oy > 0. Koeficijent korelacije slucajnog vektora (X,Y)
definiran je izrazom

Cov (X,Y)

pxy =p(X,Y) = ~ G

Iskazimo sada teorem u ¢ijem dokazu ¢emo primijeniti Cauchy - Schwarzovu ne-
jednakost. Teorem navodi dovoljne uvjete pod kojima kovarijanca slu¢ajnog vek-
tora postoji te nam daje jo$ jednu korisnu vjerojatnosnu nejednakost.

Teorem 11. Neka je (X,Y) slucajni vektor za koji je 0 < E (X?),E (Y?) < co. Tada
postoji kovarijanca i vrijedi nejednakost

loxy| <L
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Dokaz. Neka su

X —E(X) V_Y—E(Y)
ox oy

Tada vrijedi E (U) = E (V) =0i Var (U) = Var (V) = 1.

Primijenimo sada Cauchy - Schwarzovu nejednakost (3.10):

E(UV]) < JE(WE(V) =vI-1=1.

=

Uocimo sljedece

_ _[(X—-E(X) Y—E(Y)
E(UV)_E( o )
1
_ UX(TyE((X—E(X)) (Y—E(Y)))
- E(XY - XE(Y) - YE(X)+E(X)E(Y))
Ox0y
1
= oo EXY) —E(X)E(Y))
_ Cov (X,Y)
T oxoy
= PX,Y

Iz prethodnog proizlazi traZena nejednakost, odnosno
loxy| = [E(UV)[ <1
U

Promotrimo sada primjenu Cauchy - Schwarzove nejednakosti na konkretnom
primjeru. Pretpostavimo da je cijena goriva po litri u mjesecu kolovozu mode-
lirana slu¢ajnom varijablom X ¢ije ocekivanje iznosi EX = 1.54 eura. Takoder,
neka koli¢ina goriva koju potrosi jedno kuéanstvo bude modelirana slu¢ajnom
varijablom Y s oc¢ekivanjem EY = 400. U tom slucaju, slucajna varijabla XY
predstavlja mjese¢ni troSak goriva za jedno kuéanstvo. Dodatno, neka je ox = 0.2
eura te oy = 50 litara. Zanima nas ocekivanje slucajne varijable XY, odnosno
ocekivani mjese¢ni troSak goriva.

Iz poznatih podataka slijedi

EX? = 0% + (EX)? = 241,
EY? = ¢2 + (EY)? = 162500.

Primijenimo li Cauchy - Schwarzovu nejednakost (3.10) dobivamo gornju granicu
za ocekivani trosak goriva u kucanstvu ;.

E|XY| < VEX2-EY2 = 62538,
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4.4 Primjena nejednakosti u dokazima zakona veli-
kih brojeva

Na pocetku rada istaknuli smo da su mnoge vjerojatnosne nejednakosti formu-
lirane i dokazane prilikom dokazivanja klju¢nih teorema u teoriji vjerojatnosti.
Jedan od klju¢nih teorema je svakako i zakon velikih brojeva, koji se odnosi na
grani¢ne vrijednosti niza slucajnih varijabli. Postoje slabi i jaki zakoni velikih bro-
jeva, a u ovom ¢emo poglavlju, u kontekstu primjena vjerojatnosnih nejednakosti,
dokazati jedan od njih.

Definicija 16. Za niz slucajnih varijabli X1, Xy, . . ., Xy, kaZemo da zadovoljava slabi za-
kon velikih brojeva ako za svaki ¢ > 0 vrijedi

n—oo

Tty (%|sn _E(Sy)| > s) 0,
gdje je

n
S =) X

k=1

Prethodna definicija nam govori da, ako niz slucajnih varijabli zadovoljava
slabi zakon velikih brojeva, tada vjerojatnost da se realizacija prosjeka varijabli
X3, Xy, ..., X, razlikuje od ocekivane vrijednosti prosjeka za vise od proizvoljno
odabranog malog broja, postaje sve manja kako se povecava broj slucajnih varija-
bli uklju¢enih u prosjek. Postoji mnogo rezultata koji pruzaju dovoljne uvjete pod
kojima niz slucajnih varijabli zadovoljava slabi zakon velikih brojeva. U ovom po-
glavlju dokazat éemo jedan, koji se oslanja na primjenu Cebigevljeve nejednakosti.

Teorem 12. Neka je (X, n € IN) niz slucajnih varijabli takav da su slucajne varijable
X1,Xo,..., X, nezavisne, za svaki n € IN. Neka su varijance tih slucajnih varijabli
uniformno ogranicene, tj. postoji M > 0 takav da je

sup Var (X;) < M.
keN

Tada za svaki ¢ > 0 vrijedi

n—oo

fim, P (%|sn _E(S))| 2 g) _o.

Dokaz. Za slu¢ajnu varijablu Y, koja ima varijancu, vrijedi Cebisevljeva nejedna-

kost tj.

2
P(Y-E(Y)|2¢) < )
Neka je dan prirodan broj 7 i neka je Y, = 2. Zbog nezavisnosti vrijedi

1
Var (Yy) = ﬁVar (Sn)
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pa slijedi
P(F1Sn—E(Sn)| 2 &) = P(Ita —E(¥) | 29 < 2 2e)
Dakle, vrijedi
0< P<%|SH—E(S,Z) | 25) <
Stoga je

lim P(%|SH—E(SH)| 25) =0

n—oo
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Sazetak

Ovaj rad donosi pregled klju¢nih vjerojatnosnih nejednakosti koje imaju velik zna-
¢aj u analizama slucajnih varijabli, izvodenju grani¢nih teorema i sli¢cnim proble-
mima teorije vjerojatnosti. U prvom dijelu rada definirani su osnovni pojmovi te
se upoznajemo s osnovnim nejednakostima koje se odnose na vjerojatnosti do-
gadaja. U srediSnjem dijelu analiziramo neke od najpoznatijih vjerojatnosnih ne-
jednakosti, s posebnim naglaskom na one vezane uz momente slucajnih varijabli
i ogjene repnih vjerojatnosti. Sve nejednakosti su potkrijepljene iskazima i do-
kazima klju¢nih tvrdnji. Naposljetku prou¢avamo i neke primjene spomenutih
nejednakosti u konkretnim problemima.

Klju¢ne rijeci

c-aditivnost, Booleova nejednakost, Bonferronijeva nejednakost, Holderova ne-
jednakost, Cauchy - Schwarzova nejednakost, Jensenova nejednakost, Ljapunov-
ljeva nejednakost, Paley - Zygmund nejednakost, Nejednakost Minkowskog, Mar-
kovljeva nejednakost, CebiSevljeva nejednakost, Kolmogorovljeva nejednakost,
Héjek—Rényi nejednakost, Chernoffova nejednakost, Hoeffdingova nejednakost
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Inequalities in Probability Theory

Summary

This thesis provides an overview of key probability inequalities that are crucial
in the analysis of random variables, the proof of limit theorems, and similar pro-
blems in probability theory. The first part of the thesis defines fundamental terms
and introduces basic inequalities related to event probabilities. In the main sec-
tion, we analyze some of the most well-known probability inequalities, with a
special emphasis on those related to moments of random variables and estima-
tes of tail probabilities. All inequalities are supported by statements and proofs
of key theorems and propositions. Lastly, we review some applications of these
inequalities in specific problems.

Keywords

r-additivity, Boole’s inequality, Bonferroni’'s inequalities, Holder’s inequality,
Cauchy-Schwarz inequality, Jensen’s inequality, Lyapunov’s inequality, Paley-
Zygmund inequality, Minkowski’s inequality, Markov’s inequality, Chebyshev’s
inequality, Kolmogorov’s inequality, Hijek—Rényi inequality, Chernoff’s inequ-
ality (Chernoff’s bound) , Hoeffding’s inequality
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