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1 | Uvod

Normirani i Banachovi prostori predstavljaju klju¢ne koncepte u matematickoj i
funkcionalnoj analizi. Oni imaju klju¢nu ulogu za razumijevanje ponasanja funk-
cija, nizova i vektora. Ovi prostori omogucuju formaliziranje koncepata konver-
gencije, neprekidnosti, linearnog prostora i mnoge druge fundamentalne aspekte
matematickih struktura.

Normirani prostor je vektorski prostor s metrikom definiranom pomocu
norme. Uz vektorske operacije zbrajanja i skalarnog mnozenja ima normu koja
odreduje na koji nacin se vektori prikazuju unutar tog prostora. Nadalje, norma
u normiranom prostoru je funkcija koja svakom vektoru dodjeljuje nenegativni
realni broj i zadovoljava tri osnovna svojstva: nenegativnost, skalarnu multiplika-
tivnosti i nejednakost trokuta.

Banachov prostor je normirani prostor koji je potpun metricki prostor. Stoga,
klju¢na karakteristika Banachovog prostora je potpunost. Ovo svojstvo Banachove
prostore ¢ini vaZznim za analiticare jer omogucava razumijevanje konvergencije u
prostoru funkcija ili vektora. Klasi¢ni primjer Banachovog prostora je Lebesgueov
prostor, u oznaci: LP.

Linearni operatori su preslikavanja koja ¢uvaju algebarske operacije vektorskih
prostora. Kategorija linearnih operatora nad normiranim prostorima koja je od
posebnog interesa su ograniceni linearni operatori. Promatrat ¢emo i prostor svih
ogranicenih operatora nad nekim normiranim prostorom za koji ée se pokazati da
je Banachov prostor.

Ovi koncepti ¢ine temelj za dublje razumijevanje analize, topologije i mnogih
drugih matematickih disciplina. Omoguéuju matematicarima da precizno mode-
liraju i analiziraju, ¢ime se stvaraju osnove za teorijska istraZivanja i primjene u
podrudjima kao $to su inZenjering, fizika, ekonomija i ra¢unalna znanost.

Ovaj rad podijeljen je u dvije velike cjeline, a to su normirani prostori i line-
arni operatori. Unutar normiranih prostora uvest éemo osnovne pojmove te se
upoznati s Banachovim prostorima. Unutar linearnih operatora uvest ¢emo os-
novne pojmove vezane za linearne operatore te se upoznati s ograni¢enim line-
arnim operatorima. U obje cjeline, navest ¢emo bitna svojstva i neke primjere te
vazne teoreme koji proizlaze iz tih koncepata.



2 | Normirani prostori

2.1 Uvod u normirane prostore

Definicija 1. (vidjeti [2], Definicija 2.1-1) Vektorski prostor nad poljem F je neprazni
skup X elemenata koje nazivamo vektorima nad kojim su definirane operacije vektorskog
zbrajanja i mnoZenja skalarom tj. s elementima iz IF.
Vektorsko zbrajanje pridruzuje svakom uredenom paru vektora (x,y) vektor x + y koji
nazivamo zbroj x i y na nacin da vrijede svojstva:
komutativnost

xX+y=y+x

i asocijativnost
x+(y+z)=(x+y)+z

Nadalje, postoji nul vektor, u oznaci 0 i za svaki x postoji —x, tako da

x+0=x

FAL =T =i
MnoZenje skalarom svakom vektoru x i skalaru a pridruZuje vektor ax koji nazivamo
umnoZak « i x, na nacin da za sve vektore x i y te sve skalare w i B vrijede svojstva:

a(px) = (ap)x
l¥=%

i distributionost
a(x+y)=ax+ay

(e + B)x = ax + Px.

Iz definicije vidimo da je vektorsko zbrajanje preslikavanje X x X — X, a mno-
Zenje skalarom [F x X — X. F nazivamo skalarno polje (polje koeficijenata). Ka-
Zemo da je X realni vektorski prostor ako je F = IR, a X je kompleksan vektorski
prostor ako je F = C.

Definicija 2. (vidjeti [2], Definicija 2.1-7) Za vektorski prostor X kaZemo da je konac-
nodimenzionalan ako postoji n € IN takav da postoji linearno nezavisan skup od n vektora
iz X, a svaki skup s vise od n vektora iz X je nuzno linearno zavisan. Za n kaZzemo da je
dimenzija od X, u oznaci: dimX = n. Prema definiciji, X = {0} je konacnodimenziona-
lan i dimX = 0. Za vektorski prostor X kazemo da je beskonaénodimenzionalan ako nije
konac¢nodimenzionalan.
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U funkcionalnoj analizi, beskona¢nodimenzionalni vektorski prostori su od
veceg interesa od kona¢nodimenzionalnih. Primjeri bekona¢nodimenzionalnih
prostora su 2 i C[a, b] gdje je > oznaka za prostor beskona¢nih nizova realnih ili
kompleksnih brojeva kojima je suma kvadrata svih ¢lanova kona¢na, a s C[a, b]
oznacavamo prostor svih neprekidnih realnih ili kompleksnih funkcija na seg-
mentu [a,b]. Primjeri kona¢nodimenzionalnih prostora su R” i C" koji su n-
dimenzionalni.

Definicija 3. (vidjeti [2], Definicija 2.1-6) Ako je dimX = n, linearno nezavisnu n-
torku vektora iz X nazivamo bazom od X. Svaki vektor x € X ima jedinstven prikaz kao
linearna kombinacija vektora iz baze:

X = K161 + Koer + ... +pey
gdje je {eq,..,en } nekabazaod X, a ay,.., 0, € F.

Opcenito, za B kaZemo da je baza od vektorskog prostora X, ne nuzno konac-
nodimenzionalanog, ako je B linearno nezavisan podskup od X koji ga razapinje.
Akoje Bbaza od X onda za svaki x € X, x # 0ima jedinstven prikaz kao linearna
kombinacija elemenata iz B s koeficijentima razlic¢itim od 0.

Svaki vektorski prostor X # {0} ima bazu. Ovo svojstvo vektorskog prostora
nije ocito u beskona¢nodimenzionalnom slucaju, ali to vrijedi iako to ne¢emo do-
kazivati u ovom radu. U kona¢nodimenzionalnom prostoru, ovo svojstvo je ocito.

Definicija 4. (vidjeti [2], Definicija 2.2-1) Preslikavanje (-, -) : X x X — T definirano
na vektorskom prostoru X nad poljem [F (R ili C) nazivamo skalarnim produktom ako
zadovoljava sljedeca svojstva:

i. {(x,x)>0, VxeX.

. Ea=0 = 2=

. (x14+x,y) = (x1,¥) + (x2,y), Vx1, %0,y € X.

{
{
ii.  (ax,y) = wa(x,y), Va € F, Vx,y € X.
{
{x,

v. y) = {y,x), Vx,y € X.
Vektorski prostor X s definiranim skalarnim produktom na X nazivamo unitaran prostor,
u oznaci (X, (-, -)).

Normirani prostori su jedni od najvaZznijih tipova prostora u funkcionalnoj ana-
lizi jer pruzaju dobru bazu za zanimljivu teoriju te uklju¢uju dosta konkretnih
modela koji su vazni u praksi. Normirani prostori sadrze normu kao pomo¢ni
koncept koja koristi algebarske operacije vektorskih prostora. Norma se koristi
za dobivanje Zeljene metrike 4. Kako bi se osigurala veza izmedu "algebarskih"
i "geometrijskih" svojstava od X, definira se metrika 4 na X. U svrhu dobivanja
korisne i zanimljive teorije koja kombinira algebarske i metricke koncepte, nuzno
je sagraditi vezu izmedu algebarskih struktura i metrike.
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Definicija 5. (vidjeti [1], Definicija 3.1) Preslikavanje || - || : X — [ definirano na
vektorskom prostoru X nad poljem IF (R ili C) nazivamo normom ako zadovoljava sljedeca
svojstva:

i x| >0,VxeX.
i |¥=0+= x =W
iii.  ||ax| = |a|||x||, Va € F,Vx € X.
. x4yl < x|+ |lyll,Vx,y € X. (nejednakost trokuta)

Normirani vektorski prostor X je vektorski prostor s definiranom normom na X, u oznaci:
(X, || - |I) ili samo X.

Prva dva svojstva kazu da svi vektori imaju pozitivhu duljinu osim nul vek-
tora koji ima duljinu 0. Trece svojstvo kaZe da kad je vektor pomnoZen skalarom,
njegova duljina je pomnoZena s apsolutnom vrijednosti skalara. Cetvrto svojstvo
kaze da duljina jedne stranice trokuta ne moZze premasiti zbroj obiju stranica tro-
kuta, prikaz na slici 2.1. Uzmemo li u obzir ova svojstva, moZemo do¢i do za-
klju¢ka daizrazd(x,y) = ||x —y||, gdje sux, y € X definira metrikuna X. Metrika
dobivena na ovaj na¢in naziva se metrika inducirana normom. Stoga moZemo za-
Kkljuciti da su normirani prostori metricki prostori.

Slika 2.1: Nejednakost trokuta

Cetvrto svojstvo norme implicira ||y|| — ||x|| < ||y — x|| te ova formula dovodi
do bitnog svojstva norme. Norma je neprekidna tj. x — ||x|| je neprekidno pres-
likavanje s (X, | - ||) uR.

Teorem 1. (vidjeti [1], Teorem 1.1) Neka je (X, (-, -)) unitaran prostor. Tada je:
[y * < (xlx)(yly), Vxy € X. (2.1)

Jednakost u 2.1 vrijedi ako i samo ako su x i y linearno zavisni vektori, tj. x = ay za neki
a el

Za proizvoljan par vektora x i y iz nekog unitarnog prostora vrijedi Cauchy-
Schwarzova nejednakost: |(x,y)|*> < (x,x){y,v).

Lako se pokazuje da je s formulom ||x|| = /(x,x) zadana jedna norma na
proizvoljnom unitarnom prostoru (X, (-, -)). Obzirom na to mozemo podrazumi-
jevati da je svaki unitaran prostor normiran uz ovako uvedenu normu.

Pogledajmo sada kako se moze definirati norma nad kona¢nodimenzionalnim
vektorskim prostorima IR" i C".
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Primjer 1. (vidjeti [2], Primjer 2.2-2) Konacnodimenzionalan prostor IF", gdje je IF =
R ili C s normom definiranom izrazom

||x||2=< |c]|2> = IR+ |2l
=

zax = (&1,...,Cn) € F" je normiran prostor. Ova norma inducira metriku:

d0x,y) = =yl = 16— mP 4+ 18— 1l
gdjejey = (n1,...,1,) € F". UR> imamo:

x|l = |x| = 4/ &3 + &% + &3

Ovo potvrduje napomenu da norma generalizira duZinu vektora |x|. Norma nad poljem
IF" moze se definirati na vise nacina, a ovo su neki:

n
Il = 2 1851,
=1

[ x]|e0 = mﬂx{|€j| F R P, | A
Primijetimo da se ove tri norme podudaraju u slucaju kad jen = 1.

Prethodno su navedeni prostori I, i C[a, b] kao primjeri beskona¢nodimenzio-
nalnih vektorskih prostora. Nadalje éemo precizno definirati i pokazati da su to
normirani prostori.

Primjer 2. Prostor Iy dan jesly = {x = (Cn)n; Cn € F, Yn € N,

Lo [8n]? < oo}
iz = (;I@V)

Za takav x € I, stavljamo
Prostor I, je normiran prostor s ovako definiranom normom.

Na sli¢an nacin kao $to smo definirali /[, mozemo definirati normiran prostor
Ip,1 < p <o

Primjer 3. Prostor I,, 1 < p < oo, danjesl, = {x = (Cu)n; Cn € F, Vn €

IN, Y51 [Gn|P < oo}
Za takav x € I, stavljamo
[x|lp = (Z |€nl”>
n=1
Ova norma inducira metriku:
. 7
dxy)=llx—yll =Y 1&—nl"| -

=

<=
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Primjer 4. Prostor lo dan je sl = {x = (Cu)n; Cn € F, Vn € N, sup{|Cs|; n €
N} < co}.
Za takav x € l stavljamo

[0 = supj|Gjl-

Primjer 5. (vidjeti [2], Primjer 2.2-5) Prostor Cla, b] je normiran prostor s normama:

Il = [ IeCo)ia,

b
Ixllz =/ [ Ixat

a
|xljeo = maxiey|x(t)]
pri emu je | = [a,b).
Primjer 6. Skup S(0;1) = {x € X|||x|| = 1} u normiranom prostoru X nazivamo je-
dini¢na sfera. Na Slici 2.2 vidimo graficki prikaz jedinicne sfere na X = R? uz norme

lxll1, 1|2, ||| 4 7 ||x||co- Norme ||x]|1, ||x||2 7 ||%||co su definirane u Primjeru 1, a normu
|| x||4 definiramo s

Ixlls = (&} + D)1

(E41

Slika 2.2: Jedini¢na sfera

Ne mora svaka metrika nad vektorskim prostorom biti dobivena iz norme.
Idudi primjer ¢e pokazati prostor u kojem metrika nije dobivena iz norme.
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Primjer 7. (vidjeti [2], Primjer 2.2-8) Neka je s definiran kao skup svih nizova komplek-
snih brojeva. s je vektorski prostor, a njegova metrika definirana izrazom:

> 1 |G-l
j=1 i~
Ta metrika ne moze biti dobivena iz norme. Ovo moZemo vidjeti iz leme u kojoj se navode
dva osnovna svojstva metrike d dobivene iz norme.

Lema 1. Invarijantnost translacije. (vidjeti [2], Lema 2.2-9) Metrika d dobivena iz
norme na normiranom prostoru X zadovoljava:

i.dx+ay+a)=d(xy)
ii. d(ax,ay) = |a|d(x,y)
Vx,y,a € X iza svaki skalar «.
Dokaz. i, d(x+a,y+a) = [x+a— (y+a)| = |x—yll = d(xy)

ii. d(ax,ay) = [lax —ay|| = |afl|x —yl| = |ald(x, y)
U

Definicija 6. (vidjeti [1], Definicija 8.2) Norma || - || na vektorskom prostoru X je ekvi-
valentna normi || - ||o na X ako postoje pozitivni brojevi a i b tako da za ¥x € X imamo

al|xflo < [lx]l < bf|x]o-

Lema 2. (vidjeti [2], Lema 2.4-1) Neka su xy, .., x, linearno nezavisni vektori u normi-
ranom prostoru X (neovisno o dimenziji). Tada postoji broj ¢ > 0 tako da za svaki odabir
skalara uq, ..., &, imamo:

121 + oo + || > c(|@r] + oo+ |aa]) (¢ > 0)

Teorem 2. (vidjeti [1], 8.7) Na konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru X, bilo
koja norma || - || je ekvivalentna bilo kojoj drugoj normi || - ||o.

Dokaz. Neka je dimX = nie,.. e, bilo koja baza od X. Tada Vx € X ima jedins-
tven prikaz kao
X = K161 + ... + &pey.

Prema Lemi 2 postoji pozitivna konstanta c tako da
] > efaa] oo 4 fanl)-

S druge strane, nejednakost trokuta nam daje
n n
lxllo < ) lajlllejllo <k }_ | ajl , k = maxjlello.
j=1 =

Zajedno, a||x||o < ||x|| gdjeje a = § > 0. Druga nejednakost:
allxflo < [l < bllxllo

se dobiva zamjenom uloga || - || i || - [0 u prethodnom argumentu. O
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Ovaj teorem ne vrijedi za beskona¢nodimenzionalne prostore.

Definicija 7. Neka je (&,)n niz u normiranom prostoru X. KazZemo da niz (&, )n konver-
gira prema ¢ € X i pisemo ¢ = limy, e ¢y ako

Ve >0 3dng €N takoda ny<n=|& —¢| <e.
Kazemo da je niz (&), Cauchyjev ako

Ve >0 dng € N takoda ng<m,n=||&n — &l <e.

2.2 Svojstva potprostora normiranog prostora

Prema definiciji, potprostor od Y normiranog prostora X je podskup od X raz-
matran kao vektorski prostor s normom dobivenom ograni¢enjem norme na X na
podskup Y. Za ovakvu normu na Y kaZemo da je inducirana normom od X.

Definicija 8. (vidjeti [1], Definicija 5.3) Za podskup S normiranog prostora X kaZemo
da je ogranicen ako postoji realan broj M > 0 takav da vrijedi ||x|| < M,Vx € S.

U normiranom prostoru X definiramo otvorenu kuglu s centrom u tocki xg € X
iradijusom r > 0 kao skup K(xg,7) = {x € X : ||x — x¢|| < r}. Za vektore x,y € X
interpretiramo ||x — y/|| kao njihovu udaljenost pa je K(x, ) skup svih vektora iz
X cija je udaljenost od centra xo manja od .

Za skup S C X kaZzemo da je otvoren ako je S unija neke familije otvorenih
kugli. Prazan skup po definiciji smatramo otvorenim. Za skup F C X kaZemo da
je zatvoren ako mu je komplement u X otvoren.

Najmanji zatvoren skup iz X koji sadrzi skup F € X nazivamo zatvaracem
skupa F i oznaavamo ga s F.

Ako je Y vektorski prostor koji je zatvoren u X tada za Y kazemo da je zatvoren
potprostor od X.

Definicija 9. (vidjeti [2], Definicija 1.3-5) Za normiran prostor X u kojem postoji pre-
brojiv skup S C X takav da vrijedi S = X kaZemo da je separabilan ili da je S qust u
X.

Primijetimo da je R separabilan prostor kako je Q prebrojiv gust skup u R.

Teorem 3. (vidjeti [2], Teorem 2.4-3) Svaki konacnodimenzionalan potprostor Y normi-
ranog prostora X je zatvoren u X.

Beskonac¢nodimenzionalan potprostor ne mora biti zatvoren kao $to éemo po-
kazati u sljedec¢em primjeru.

Primjer 8. Neka je X = C[0,1]iY = { i1 axj oy € R, x;(t) = t]}, ti. Y je skup
svih polinoma. Y je ocito beskonacnodimenzionalan i otvoren skup pa nije zatvoren u X.

Definicija 10. (vidjeti [2], Definicija 2.5-1) KaZemo da je metricki prostor X kompaktan
ako svaki niz u X ima konvergentan podniz. Podskup M skupa X je kompaktan ako je M
kompaktan kao podskup od X, tako da svaki niz iz M ima konvergentan podniz &iji je limes
element od M.
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Lema 3. (vidjeti [2], Lema 1.4-2) Neka je X = (X, d) metricki prostor. Tada:
i. Konvergentan niz u X je ogranicen i ima jedinstven limes.
ii. Ako x, — xiy, — yu X tada d(x,,y,) — d(x,y).

Lema 4. (vidjeti [2], Lema 1.4-6) Neka je M neprazan podskup metrickog prostora
(X,d), a M njegov zatvarac. Tada:

i. x € M ako i samo ako postoji niz (x,,) u M takav da x,, — x.
ii. M je zatvoren ako i samo ako x,, € M, x,, — x povlaci da je x € M.

Lema 5. (vidjeti [2], Lema 2.5-2) Kompaktni podskup M metrickog prostora je zatvoren
i ogranicen.

Dokaz. Po (i) iz Leme 4 za Vx € M postoji niz (x,) u M takav da x,, — x. Kako je
M kompaktan, x € M. M je zatvoren jer je x € M proizvoljan. Dokazano je daje M
ogranic¢en. Ako je M neogranicen sadrzi neograni¢en niz (v, ) takav da d(y,, b) >
n, gdje je b bilo koji fiksni element. Ovaj niz ne moZe imati konvergentan podniz
jer prema Lemi 3 konvergentan podniz mora biti ogranicen. O

Obrat ove leme opcenito ne vrijedi, a mi ¢emo pokazati da vrijedi u
kona¢nodimenzionalnom slucaju.

Teorem 4. (vidjeti [2], Teorem 2.5-3) U konacnodimenzionalnom normiranom prostoru
X bilo koji podskup M C X je kompaktan ako i samo ako je M zatvoren i ogranicen.

Dokaz. Kompaktnost implicira zatvorenost i ogranicenost prema Lemi 5 Dokazu-
jemo obrat.

Neka je M zatvoren i ogranicen. Neka je dimX = niey, ... e, baza od X. Razmo-
trimo bilo koji niz (x,,) u M. Svaki x,, ima prikaz

Xm = Cgm)el T e g,(j”)en.

M je ograniCen pa je i (x,;) ogranicen, pri ¢emu je ||x| < k za Vm. Po Lemi 2

imamo
()
k> [l = || Y2 &
j=1

>c)|e")
=1

gdje je ¢ > 0. Stoga niz brojeva ngm) (j je fiksan) je ogranicen i prema Bolzano-
Weierstrass teoremu ima gomiliste u §j, 1 < j < n. Neka je (z;,,) podniz od (x)
takav da (z;,,,) konvergira prema ¢; za svaki 1 < j < n. Zaklju¢ujemo da (x;,) ima
podniz (z;) = (z1,m,Z2,m, - - - ) koji konvergira u z = }_e;. Kako je M zatvoren,
z € M. Ovo pokazuje da proizvoljan niz (x,,) u M ima podniz koji konvergira u
M, stoga je M kompaktan. O

U R" (ili bilo kojem drugom kona¢nodimenzonalnom prostoru) kompaktan
podskup je zatvoren i ogranicen podskup tako da se ovo svojstvo (zatvorenost i
ogranic¢enost) moze koristiti za definiranje kompaktnosti.
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Lema 6. Rieszova lema (vidjeti [2], Lema 2.5-4) Neka su Y i Z potprostori normiranog
prostora X (bilo koje dimenzije) i pretpostavimo da je Y zatvoren te da je podskup od Z.
Tada za svaki realni broj 6 iz intervala (0, 1) postoji z € Z tako da

Izl =1, [z=yll =6, vy € Y.

Dokaz. Uzmimo bilo koji v € Z — Y i zapiSimo ga kao udaljenost od Y u oznaci a
na nacin:
a = infyevllo -yl

X

Slika 2.3: Oznake u dokazu Rieszove leme
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Jasno, a > Ojerje Y zatvoren. Uzimamo bilo koji 8 € (0,1). Prema definiciji za
infinum postoji yy € Y tako da

a < lo—yoll < (22)

.
7-

Primijetimo da § > ajerje 0 < 6 < 1. Nekajez = c(v — yo) gdjeje c = ||v—1y0|\'

Tada ||z|| = 1i pokazujemo ||z — y|| > 6, Yy € Y. Imamo
Iz = yll = lle(v = yo) — vl

=cllo—yo—c 7y
= c|lo -yl
gdjeje y1 = yo +c7y.
Oblik od y; pokazuje da je y; € Y. Stoga ||[v — y1|| > a, prema definiciji od a.
PiSemo c izvan i koristimo 2.2 te dobivamo
a
lz=yll=cllo—y1l| > ca= z =0
9

lo = ol
Obzirom da je y € Y proizvoljan, ovime zavrSava dokaz. O

U kona¢nodimenzionalnom normiranom prostoru zatvorena jedini¢na kugla
je kompaktna. Posljedi¢no, Rieszova lema nam daje sljedeéi koristan i zanimljiv
rezultat.

Teorem 5. (vidjeti [2], Teorem 2.5-5) Ako normiran prostor X ima svojstvo da je zatvo-
rena jedinicna kugla M = {x € X : ||x|| < 1} kompakina tada je X konacnodimenzio-
nalan.

2.3 Banachovi prostori

Ranije smo definirali konvergentne i Cauchyjeve nizove u normiranom prostoru
(Definicija 7), a u ovom ¢emo se poglavlju fokusirati na normirane prostore u ko-
jima svi Cauchyjevi nizovi konvergiraju. Takve prostore nazivamo Banachovima.

Definicija 11. (vidjeti [1], Definicija 8.1) Normiran prostor nazivamo Banachov ako je
potpun tj. ako svaki Cauchyjev niz u njemu konvergira.

Banachovi prostori vazni su zbog svojih svojstava koja nisu jednaka nepotpu-
nim normiranim prostorima. Potprostor Y Banachovog prostora X je potprostor
od X razmatran kao normirani prostor te stoga nije potrebno da Y bude potpun.
Pokazat ¢emo u kojem slucaju je potprostor Banachovog prostora Banachov.

Teorem 6. (vidjeti [2], Teorem 2.3-1) Potprostor Y Banachovog prostora X je potpun ako
i samo ako je Y zatvoren u X.
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Dokaz. = Akoje Y potpun, onda je Y zatvoren.

Ako je Y potpun, onda svaki Cauchyev niz u Y konvergira u Y.

Neka x € Y (zatvoren). To zna¢i da postoji niz (y,) u Y koji konvergira k x. Dakle,
(yn) je Cauchyev niz u X (X je potpun).

Posto je Y potpun, (v, ) konvergira u Y. Iz potpunosti prostora Y slijedi x € Y.
Dakle, Y C Y, $to znaci da je Y zatvoren.

< Akoje Y zatvoren, onda je Y potpun.

Ako je Y zatvoren, onda Y = Y. Neka je (y,) Cauchyjev niz u Y. Posto je X
Banachov prostor, (i, ) konvergira u X. Oznadimo taj limes s x. Zbog zatvorenosti
Y, xeY.

Dakle, svaki Cauchyjev niz u Y konvergira u Y, $to znaci da je Y potpun. a

Normirani prostori C" i R"” s normama koje smo prethodno definirali su pot-
puni. Nadalje, pokazat ¢emo da su svi kona¢nodimenzionalni normirani prostori

potpuni.
Teorem 7. (vidjeti [2], Teorem 2.4-2) Svaki konacnodimenzionalan potprostor Y normi-

ranog prostora X je potpun. Posebno, svaki konacnodimenzionalan normirani prostor je
potpun.

Dokaz. Razmotrimo proizvoljan Cauchyjev niz (y,) u Y i pokaZemo da je on ko-
nvergentan u Y. Limes éemo oznaciti s y. Neka je dimY = niey, ..., e, bilo koja
baza za Y. Tada svaki y,; ima jedinstven prikaz u obliku

Ym = (xgm)el I a,(qm)en.

Kako je (yx) Cauchyjev niz, za Ve > 0 postoji N tako da ||y — y-|| < € kada su
m,r > N.Odavde iiz Leme 2 imamo da zanekic > 0

e > lym —yell = | (™ — ai)e;
=1

>cy o™ —al],
j=1
gdje sum,r > N. Dijeljenjem s ¢ > 0 dobivamo
m r - m r S
]a](-)—oc](-)|§2|oc](.)—oc](-)|<z (m,r > N).
j=1

Ovo pokazuje da je svaki od nizova
(m)y _ (,1) ,(2) F
(e | = (rxj S0 ) i = Lyl

Cauchyjev u R ili C te stoga i konvergentan. Oznacimo limes s «;. Koriste¢i n
limesa &4, ..., &;; definiramo

Y = &ieq + ...+ &gty

Jasno, y € Y. Nadalje,

[ym =yl =

;((X](-m) — lXj)@j
]:

<Y 1™ —allleyll.
j=1
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S desna, lX](-m) — a;. Stoga |lym —y|| = 0, . ym — y. Ovo pokazuje da je (ym)

konvergentan u Y. Kako je (y) proizvoljan Cauchyjev niz u Y, dokazali smo da
je Y potpun. O

Za beskona¢nodimenzionalne normirane prostore ova tvrdnja ne vrijedi
nuzno. Normirani prostori [* i [P s normama koje smo prethodno definirali su
potpuni. Pokazat ¢emo da je prostor Cla,b| s normom || - ||~ Banachov, dok u
normama || - ||; i || - |2 nije Banachov.

Primjer 9. (vidjeti [1], Primjer 8.3) PokaZimo da je prostor (C([a, b]), || - ||ec) Banachov.

Dokaz. Neka je (fn)n Cauchyjev niz iz (C([a, b]), || - || ). 1z definicije Cauchyjevog
niza slijedi da je za svaki fy € [a, b] vrijedi:

|(fn(to) = fu(to)| < max{|fu(t) = fu(t)] : t € [a,b]} = || fu = finloo-

Kako je (fu)n Cauchyjev slijedi da je i (fu(to))n takoder Cauchyjev za svaki ¢y €
[a,b].

Bududi da je R potpun niz (f,(fy))» konvergira nekoj vrijednosti f(fy). Defini-
ramo funkciju f na intervalu [a, b] sa:

f(t()) = limn%mfn(to), to € [IZ, b]

Sad treba pokazati da je funkcija f neprekidna i da niz (f,), konvergira k f u
normi || - |[co-
Za proizvoljan € > 0 postoji ng takav da za m, n > ng vrijedi

1 fm = fulloo = max{|fu(t) = fu(t)| : t € [a,b]} <e. (2.3)

Uzmimo sad proizvoljan fy € [a,b]. Za isti € moZemo pronaéi m > ny tako da

vrijedi
|f(to) = fm(to)| <ee.
Sada za svaki n > ny imamo
£(to) = fulto)] < I£(to) — fnlto)| + Ifn(to) — futo)] < e+ = 2e.
Obzirom da je ty bio proizvoljan mozemo zakljuciti da vrijedi
n > ng = sup{|f(t) — fu(t)| : t € [a,b]} < 2e. (2.4)

DokaZimo sada da je funkcija f neprekidna. Uzmimo ponovno proizvoljne ¢, &
[a,b]ie > 0. Za taj € odredimo n tako da vrijedi 2.3, a onda i 2.4. Zbog neprekid-
nosti funkcije f, u tocki to postoji 6 > 0 takav da vrijedi

te [a,b], 1t~ to] < 5= |fun(t) = funlto)] <e.

Odavde dobivamo da za sve t € [a,b], |t — to| < § vrijedi

[f(8) = f(to)| < |f(8) = fag ()] + | fng (£) = fug (£0)] + | fig (f0) — £ (t0)]
< 2e+ €42 = 5e.

Dakle, funkcija f je neprekidna u svakoj tocki iz [a, b]. Sada iz 2.4 vidimo da vrijedi
n>ng=||f — fallo < 2e. O
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Primjer 10. PokaZimo da prostori (C([a,b]), || - |l1) i (C([a, b)), || - ||2) nisu Banachovi.

Dokaz. Neka je ny € N takav da vrijedi ;2- < 1. Definirajmo niz funkcija f, s

0, a<t<c— %
fat) =93 +2%(t—c), c—L<t<c+i
i c+1<t<b
gdjejec = %22 in > ny.

Lagano se moZe pokazati da za m > n vrijedi || fu — full2 < + $to pokazuje da je
(fu)n Cauchyjev niz u normi || - |-
Zbog nejednakosti

1Al = /ﬂb|f(t)| dt = (1| f) = L1 fD] < Itl2lllf[ll2 = Vb = al| fll2-

slijedi da je (fx)» Cauchyjev niz i u normi || - ||;. Iz te nejednakosti slijedi da ako
niz ( f,)» nije konvergentan u normi || - ||; tada nije konvergentan ni u normi || - |».
Pokazimo sad da niz (f,), nije konvergentan u normi || - ||;. Pretpostavimo da
postoji f € C([a,b]) takvada ||f,, — f|| — O.

Za proizvoljan € takav da vrijedi 0 < € < bz;” zan > 1 imamo

IF =Sl = [ 1)~ ol = [ 1£0) 10t

Za n — oo ljjeva strana tezi nuli, a desna strana je nenegativna konstanta, Sto
je kontradikcija. Dakle, zaklju¢ujemo da je fcb+e |f(t) — 1|dt = 0. Kako je || - |1
norma i na prostoru C([c + €, b]), slijedi f(t) = 1,¥t € [c + €,b]. Analogno, iz
If = falli = [ |f(t)|dt zakljutujemo da je f(t) = 0,Vt € [a,c — €]. Kako je €
bio proizvoljan, slijedi da f ima prekid u tocki c. O

Obzirom da potpuni prostori imaju mnoga lijepa svojstva, prirodno je razmis-
ljati u smjeru kako od nepotpunog prostora dobiti potpun prostor. Da bi to postigli
trebamo dodati vektore koji bi bili limesi Cauchyjevih nizova u taj prostor. Idudi
teorem pokazuje na koji nac¢in mozemo "upotpuniti" normiran prostor.

Teorem 8. (vidjeti [2], Teorem 2.3-2) Neka je X = (X, || - ||) normirani prostor. Tada
postoji Banachov prostor X i izometrija A od X na potprostor W koji je qust u X. Prostor
X je jedinstven do na izometriju. Takav prostor X naziva se upotpunjenje prostora.

Dokaz. Prema teoremu koji kaZe da postoji zatvoren metricki prostor X = (X, d) i
izometrija A : X — W = A(X), gdjeje W gust u X i X je jedinstven do na 1zome-
triju, trebamo napraviti X u vektorskom prostoru te dodati odgovaraju¢u normu
na X.

Kako bi definirali na X dvije algebarske operacije vektorskog prostora, razma-
tramo bilo koje %, € X ibilo kojeg predstavnika iz (x,) € £i (yn) € 7.
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A

% 17 su klase ekvivalencije Cauchyjevih nizova u X. Postavimo z, = x, + y,. Tada
zy) je Cauchyjev u X posto

1zn — zmll = ||xn +Yn — (%m +3/711)” < lxn — x| + ”yn _ymH'

Definiramo sumu Z = £ + 7 od £ i § da bude klasa ekvivalencije za koju je (zx)
predstavnik pri ¢emu (z,) € Z. Ova definicija neovisna je od posebnog izbora
Cauchyjevog niza koji pripada £ i §. Nadalje, koristimo akoje (x,) ~ (x},) i (yn) ~
(), tada (xu +yn) ~ (xy + ) jer

12n + yn — (23 + v Il < llxw = 23| 4y — vl

Sli¢no, definiramo produkt at € X skalara « i # da bude klasa ekvivalencije za
koju je (ax,) predstavnik. Ova definicija je neovisna od posebnog izbora pred-
stavnika za £. Neutralni element od X je klasa ekvivalencije koja sadrZi sve Ca-
uchyjeve nizove koji konvergiraju u 0. Ove dvije algebarske operacije imaju sva
svojstva odredena definicijom pa je X vektorski prostor. Iz definicije slijedi da se
na W operacije vektorskog prostora inducirane iz X slazu s onim induciranim iz
X pomocu A. Nadalje, A inducira na W normu || - || ¢ija vrijednost na svakom
) = Ax € W iznosi ||7]|; = ||x||. Odgovaraju¢a metrika na W je restrikcija od d na
W bududi da je A izometrija. MoZemo progiriti normu || - ||; na X postavljanjem
17]|2 = d(0, £), V% € X. Otito je da | - || zadovoljava svojstva (i) i (ii) iz Definicije
5 dok druga dva aksioma norme (iii) i (iv) slijede iz || - ||;. O

Definiramo L?(X) = {f : X — F : f izmjeriva, [ |f[*dy < co} pri ¢emu pois-

tovje¢ujemo funkcije s njihovim klasama ekvivalencije s obzirom na relaciju po-
dudarnosti do na skupove mjere 0. Na L?(X) imamo definiran skalarni pro-

dukt (f,8) = [y f8du iiz njega izvedenu normu ||f|> = 4/ [y |f|?dp. Prostor
L?(X) je potpun. Pokazat éemo da je L?([a, b]) upotpunjenje normiranog prostora
(C([a, b1, [I - 1l2)-

Primjer 11. (vidjeti [2] Primjer 2.2-7) Skup C([a, b)) je gust u L?([a,b]). Posebno,
L?([a, b]) je upotpunjenje normiranog prostora (C([a,b]), || - |2)-

Dokaz. Neka je A C [a,b] neprazan i zatvoren. Definirajmo preslikavanje ¢ :
[2,b] — R formulom

t(x) =d(x,A) =inf{|lx—y|:y € A}.

Funkcija ¢ je neprekidna. Za n € IN definirajmo niz funkcija ¢ : [2,b] — R's

gulx) = Hnlw Ocigledno je da je g, neprekidna i da vrijedi ¢, (y) = 1 Vy € A.

Zasve x € [a,b] vrijedi g,(x) — Ojerje t(x) # 0,Vx € [a,b] \ A. Dakle, vrijedi
lim g, (x) = xa(x) Vx € [a, b]

n—o00

) = 1, xe A
A4 )0, x¢ A

gdje je x4 danas
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X 4 nazivamo karakteristicna funkcija skupa A. Po Lebesgueovom teoremu o do-
miniranoj konvergenciji slijedi

b
lxa —gnll3 = /a (xa(x) — gn(x))2dx — 0.

Buduéi da karakteristi¢cnu funkciju x 4 moZemo po volji dobro aproksimirati ne-
prekidnim funkcijama u normi || - ||, taj se postupak moZze primijeniti i za svaku
kona¢nu linearnu kombinaciju karakteristicnih funkcija zatvorenih skupova. Na-
dalje, ovaj zaklju¢ak moZemo prosiriti na sve jednostavne izmjerive funkcije. Na
kraju, svaku funkciju iz L?([a, b]) moZemo po volji dobro aproksimirati jednostav-
nom izmjerivom funkcijom u normi || - ||2.

Neka je f € L2([a,b]) pozitivna funkcija. Postoji rastuéi niz jednostavnih izmje-
rivih funkcija (s,) takav dajes, > 0,Yn € N is,(x) — f(x) s.s. Kako je
|f —sn|* < f2, teorem 0 dominiranoj konvergenciji povlaci

I ~sall = [ (Fx) = sa()2x = 0.

Dakle, pokazali smo da moZemo aproksimirati svaku funkciju iz L2([a, b]) jednos-
tavnim izmjerivim funkcijama, a time i funkcijama iz C([a, b]). To dokazuje da je
skup C([a, b]) gust u L2(][a, b]). O

Definicija 12. Ako je (xy) niz u normiranom prostoru X, uz njega moZemo vezati niz
(sn) parcijalnih suma s, = x1 + x2 + ... + xp, gdje jen = 1,2, ... Ako je (s, ) konvergen-
tan, odnosno s, — s tj. ||sy —s|| — 0, tada kaZemo da je red Y 3> | x; = x1 + x2 + ...
konvergentan. Sumu redova s, zapisujemo na nacin: s =y p° | X = X1 + X + ....

Ako ||x1]| + ||x2]| + ... konvergira, kaZemo da je red Y 32 | xy = x1 + x5 + ... apsolutno
konvergentan.

U normiranom prostoru X, apsolutna konvergencija podrazumijeva konver-
genciju ako i samo ako je X potpun.

Definicija 13. Ako normiran prostor X sadrzi niz (ey,) sa svojstvom da za¥Vx € X postoji
jedinstven niz skalara («,,) tako da

|lx — (a1e1 + ... + anen)|| — 0 (n — o0)

tada (e, ) nazivamo Schauderova baza od X. Red Y ;> | axey koji sadrZi sumu x nazivamo
razvoj od x u odnosu na (e,) i piSemo:

o0
X = Z K.
k=1

Primjer 12. [, ima Schauderovu bazu, naime (ey) gdje je en = (6n,), tako da (en) je niz
¢iji n-ti ¢lan 1, a svi ostali 0. Pisemo:

e1 = (1,0,0,0,...)

e» = (0,1,0,0,...)

es = (0,0,1,0,...)
itd.
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Normirani prostor X ima Schauderovu bazu ako se svaki element iz X moZze
izraziti kao konvergentan niz linearnih kombinacija elemenata iz baze.

Teorem 9. Ako normirani prostor X ima Schauderovu bazu, X je separabilan.

Dokaz. Korak 1: Konstrukcija brojevnog niza. Za svaki n € N, definirajmo bro-
jevni niz x, kao linearnu kombinaciju prvih n elemenata baze (e;);>_,

LI |

Korak 2: Dokaz gustoce. Pokazujemo da je niz x,, gustu X. Zasvakix € Xie >0
postoji N takav daje ||[x — xx|| < €. Neka je x proizvoljan element iz X i e > 0.
Bududi da x pripada X s Schauderovom bazom, moZemo napisati

n
x = lim ape
n—oo (k—z:l k k)

za neki niz a; realnih brojeva. Bududi da x konvergira prema tom redu, mozemo
pronadi N takav da za sve n > N vrijedi

(g

No, Y j_ axex je upravo xy za N = n, pa imamo

L E.

|x — xn|| <€,

Sto znaci da je niz x,, gust u X. U koracima 1 i 2 dokazali smo da za normirani
prostor X sa Schauderovom bazom, niz (x,) koji se sastoji od linearnih kombina-
cija elemenata baze ¢ini gusti podskup u X. To znaci da je X separabilan normirani
prostor. U

Nema svaki separabilan Banachov prostor Schauderovu bazu, ali pokazano je
da gotovo svi poznati Banachovi prostori imaju Schauderovu bazu.



3 | Linearni operatori

U analizi promatramo prostor realnih brojeva R i realne funkcije na R. Svaka takva
funkcija je preslikavanje svoje domene na R. U funkcionalnoj analizi promatramo
generalizirane prostore kao Sto su metricki i normirani prostori te preslikavanja
na tim prostorima.

Za vektorske prostore, posebno normirane prostore, takva preslikavanja nazi-
vamo operatorima. Od posebnog znacaja su operatori koji cuvaju dvije algebarske
operacije vektorskih prostora, u smislu definicije koja slijedi.

3.1 Uvod u linearne operatore

Definicija 14. (vidjeti [2], Definicija 2.6-1) Linearni operator T je preslikavanje iz
D(T) C X u vektorski prostor Y, gdje su X i Y vektorski prostori nad istim poljem T,
takvo da

i. Im(T) C Y
ii. Vx,y € D(T) i skalar a vrijedi
T(x+y)=Tx+Ty
Tlax) = aTx.

Im(T) iz definicije operatora je oznaka za sliku operatora T, a D(T) oznaka
za domenu operatora T. Nadalje, definiramo jezgru operatora T kao skup svih
x € D(T) takvih da je Tx = 0 u oznaci Ker(T).

Primjer 13. Operator identiteta Ix : X — X je dan s Ixx = x,Vx € X. Cesto pisemo I
umjesto Ix.

Primjer 14. Nul-operator 0 : X — Y jedan s Ox = 0,Vx € X.

Primjer 15. Neka je X wvektorski prostor svih polinoma na [a,b]. Definiramo linearni
operator T : X — X kao
Tx(t) = x'(t),Vx € X.

Tako definiran operator oznacava deriviranje obzirom na t.

Primjer 16. (vidjeti [2] Primjer 2.6-5) Definiramo linearni operator T : Cla,b] —
Cla, b] kao

Tx(t) = /atx(T)dT,t € [a,b].

Tako definirani operator oznacava integraciju.

18
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Primjer 17. Realna matrica A = (Dc]-k) s r redova i n stupaca definira operator T : R" —
R" kao
Y= A%,

gdje x = (¢;) ima n komponenti dok y = (1;) ima r komponenti. Oba vektora zapisujemo
u stupce obzirom na uobicajen nacin zapisivanja matricnog mnoZenja. Zapisimoy = Ax
u matricnom obliku

7kl X11 K12 ... Ky 1
/) K1 21 ... Kop| [C2
| Tr | | X1 X2 - Qyn _gn_

T je linearni operator jer je mnoZenje matricom linearna operacija. MoZemo definirati
operator nad C tako da je A kompleksna matrica.

Iduéi rezultat daje neka korisna svojstva za domenu, sliku i jezgru linearnog
operatora, a navodimo ga bez dokaza.

Teorem 10. (vidjeti [2], Teorem 2.6-9) Neka je T : X — Y linearan operator. Tada:
i. Akoje dimD(T) < oo, tada je dimD(T) < n.
ii. Jezgra Ker(T) je vektorski prostor.

Pokazat éemo kako je definiran inverz linearnog operatora i uz koje uvjete pos-
toji.

Preslikavanje T : D(T) — Y je injekcija ako razli¢ite tocke u domeni imaju
razlicite slike, tj. ako za neki x1,x, € D(T)

X1 75 Xy = Txq 75 Txy
ekvivalentno
Tx; = Txp = x1 = x. (3.1)

U ovom slucaju postoji preslikavanje
T-1: Im(T) — D(T) Yo — X (yo = Txp) (3.2)

koja preslikava svaki yo € Im(T) ixy € D(T) za koji je Txo = yo. Preslikavanje
T~ je inverz od T, prikazano na slici 3.1.
Iz 3.2 imamo
T 1Tx = x,¥x € D(T)

TT 'y =y, Vy € Im(T).

Inverz linearnog operatora postoji ako i samo ako jezgra operatora sadrZzi samo
nul vektor.

Teorem 11. (vidjeti [2], Teorem 2.6-10) Neka su X,Y vektorski prostori, oba realni ili
kompleksni. Neka je T : D(T) — Y linearni operator s domenom D(T) i kodomenom
Im(T) C Y. Tada:
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X Y

Slika 3.1: Inverzno preslikavanje

i. Inverz T~ : Im(T) — D(T) postoji ako i samo ako

Tx =0=x=0.

ii. Ako T~ postoji, onda je linearni operator.
iii. Ako dimD(T) = n < oo i T~ ! postoji, tada je dimIm(T) = dimD(T).

Dokaz.  i. Pretpostavimo da Tx = 0 povlaci x = 0. Neka je Tx; = Tx,. T je
linearan,
T(x14+x2) = Tx;+Txy; =0,

tako da x; — x, = 0 prema pretpostavci. Stoga, Tx; = Tx, povladi x; = xp
i T~! postoji. Obrnuto, ako T~ postoji vrijedi 3.1. [z3.1sx, = 0i TO = 0
dobivamo

T =T0=0= %1 =0.

ii. Pretpostavimo da T~! postoji i pokaZzemo da je T~! linearan. Domena od
T~ je Im(T) i to je vektorski prostor prema Teoremu 10 (i). Za bilo koji
x1, %2 € D(T) i njegovu sliku

1= TX1 i Yo = TXz.
Slijedi
x; =Ty i x =T ly,.
T je linearan pa za bilo koji skalar « i B vrijedi
ayy + By = aTxy + BTxy = T(axy + Bx2).

Stoga, xj = T~ 'y; povlaci

T Yy, + By2) = axy + Bxo = aT 'yy + BT 'y2
i dokazuje da je T~! linearan.

iii. ImamodimIm(T) < dimD(T) prema Teoremu 10 (ii) idimD(T) < dimIm(T)
primjenom istog teorema na T~ 1.
U
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Lema 7. (vidjeti [2], Lema 2.6-11) Neka su T : X — Y i S : Y — Z bijektivni
linearni operatori, gdje su X, Y, Z vektorski prostori. Inverz (ST)™! : Z — X produkta
(kompozicije) ST postoji i

(ST = g1,

Dokaz. Operator ST : X — Z je bijektivan pa (ST) ! postoji. Tada imamo
ST(ST) ! =1,
gdje je I identiteta na Z. Primjenom S~ i koriste¢i S™1S = Iy, dobivamo

SIS L =TT =5 =51

ST

(s7)™!

Slika 3.2: Oznake u lemi za inverz produkta

Primjenom T~ i koriste¢i T~!T = Iy, dobivamo traZeni rezultat

TnsT L= = T8,

3.2 Ograniceni linearni operatori

U prethodnom poglavlju nismo koristili nikakva svojstva norme. Uvest ¢emo
normu u linearne operatore pocevsi s definicijom ogranic¢enog linearnog opera-
tora.

Definicija 15. (vidjeti [2] Definicija 2.7-1) Neka su X i Y normirani prostori i T :
D(T) — Y linearni operator gdje je D(T) C X. Operator T je ogranicen ako postoji
realan broj ¢ takav da za ¥x € D(T)

ITx]| < cf|x]l- (3.3)
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U nejednakosti 3.3 norma s lijeve strane je na Y, a norma s desne strane je na X.
Radi jednostavnosti, obje norme ozna¢imoss || - |. Formula pokazuje da ograniceni
linearni operator preslikava ograni¢en skup u D(T) na ograni¢en skup u Y.

Pitamo se koji je najmanji mogudi c takav da 3.3 i dalje vrijedi za svaki ne-nul
x € D(T). Mozemo izbaciti x = 0 jer Tx = 0 za x = 0 prema svojstvu T0 = 0.
Dijeljenje

| Tx|
[Bdl

<c

pokazuje da ¢ mora biti veliko barem kao supremum izraza s lijeve strane nad
D(T) \ {0}. Odgovor na pitanje je da je najmanji mogucdi ¢ u 3.3 upravo taj supre-
mum. Taj supremum oznacimo s || T|| pa imamo

17|l = sup { 171 ¢ Dy {0}} | (3.4)

(Bdl

| T|| nazivamo normom operatora T. Ako je D(T) = 0, definiramo ||T|| = 0. U
ovom slucaju T = 0 jer je svojstvo TO = 0.
Primijetimo da 3.3 s ¢ = ||T|| daje

[Tl < [T ]]-

Kroz idué¢u lemu, pokazat éemo da je ovako definirano preslikavanje norma.
Lema 8. (vidjeti [2], Definicija 2.7-2) Neka je T ogranicen linearni operator. Tada:

i. Alternativna formula za normu od T je

Il = supyepiryegtI T2l
ii. Norma definirana s 3.4 u Definiciji 15 zadovoljava svojstva (i) — (iv) iz Definicije
d.

Dokaz.  i. PiSemo ||x| = aipostavljamoy = lx, gdjeje x # 0.1z [jy|| = @ =1

i linearnosti od T, dobivamo izraz

1
T—x|| = supxep(r),ly|=1 [ TYIl-

1
ITIl = supsenr) xro I T*| = subxen(r) a0
Pisanjem x umjesto y s desne strane, dobijemo
IT|| = suprep(r),|x=1 1 Tx|l-

ii. Svojstvo (i) iz Definicije 5. je o¢ito i tako je ||0|| = 0. Iz ||T|| = 0 imamo
Tx = 0zaVx € D(T), tako da T = 0. Stoga svojstvo (ii) iz Definicije 5.
vrijedi. Nadalje, svojstvo (iii) iz Definicije 5 je dobiveno iz

sup|y|=1 laTx[| = sup|g=1|a||| Tx|| = |a[sup|x=1l|Tx|,
gdje je x € D(T). Konacno, svojstvo (iv) iz Definicije 5. slijedi iz
sup|jx=1ll(T1 + T2)x[| = supjx=1/|T1x + Tox||
< supy =1l Toxl| + sup=1l| Tox|l,
gdjeje x € D(T).
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U svrhu $to boljeg razumijevanja ogranicenih operatora, pro¢i ¢emo kroz neko-
liko primjera. Provjerit éemo ogranicenost linearnih operatora uvedenih u pret-
hodnom potpoglavlju.

Primjer 18. Operator identiteta I : X — X na normiranom prostoru X # 0 je ogranicen
i ima normu ||I]| = 1.

Primjer 19. Nul operator 0 : X — Y na normiranom prostoru X je ogranicen i ima
normu ||0]| = 0.

Primjer 20. (vidjeti [2], Primjer 2.7-5) Neka je X normirani prostor polinoma na | =
[0,1] s normom ||x|| = max|x(t)|, t € J. Operator diferenciranja T je definiran na X s

Txlt) = u'(£).

Ouwaj operator je linearan, ali nije ogranic¢en. Neka je x,(t) = t", gdje je n € IN. Zatim
2n | =11
Ty (6] = xl (1) = mt™ 1

tako da || Txy|| = ni % = n. Kako je n € N proizvoljan, ovo pokazuje da nema
fiksnog broja ¢ takvog da “H];Cx”u” <c. Iztogai ||Tx|| < c||x|| moZemo zakljuciti da T nije

ogranicen.

Primjer 21. (vidjeti [2], Primjer 2.7-6) Definiramo integralni operator T : C[0,1] —
C[0,1] s

y = Tx,
gde je

1
y(H) = [ Kt

0
Ovdje je k poznata funkcija koju nazivamo jezgra operatora T i pretpostavljamo da je T
neprekidan na zatvorenom kvadratu G = | x | u tT-ravnini, gdje je | = [0, 1]. Operator
T je linearan. PokaZimo da je T ogranicen.

Da bi dokazali ovu tordnju primijetimo da neprekidnost od k na zatvorenom kvadratu
povlaci da je k ogranicen, |k(t,T)| < ko, V(t,T) € G, gdje je ko realan broj. Nadalje,

|x(T)| < maxecp|x(t)| = ||x]|.
Stoga,

/ ' k(t, D)x(r)d
0

Iyl = [ITx|| = maxe;

< MaXeey

[ KDl e

< ko|x]|.

Rezultat je || Tx|| < kol|x||. Za ¢ = ko imamo ||Tx|| < c||x||. Stoga je T ogranicen.
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Primjer 22. (vidjeti [2], Primjer 2.7-7) Neka je A realna r x n matrica. A definira
linearni operator s y = Ax kao Sto smo pokazali u Primjeru 17. Sada éemo pokazati da je
operator A ogranicen. Izraz y = Ax se moZe zapisati u obliku

= Y Blin) = Lywm (3.5)
k=1

Kao sto smo prethodno pokazali jedna norma na R" je dana s

I = (25) .

Sli¢no se moZe pokazati za y € R'. Iz 3.5 i Cauchy-Schwarz nejednakosti slijedi

¥

2
=Y =Y [zajkck}
=1 k=1

j=1

ron
= [lx]* 3 ) o

j=1k=1

Primijetimo da dvostruka suma u zadnjem retku ne ovisi o x, a rezultat moZemo zapisati
kao
2 & 242
IT[|* < 7[|x[|7,

gdje je

¥ n
2. 2
ct=) ) a.
j=lk=1
Ovo nam daje svojstvo iz definicije ograni¢enih operatora sto povlaci da je A ogranicen.

Sada ¢emo pokazati da u konacnodimenzionalnim prostorima svaki operator
ima ovo lijepo svojstvo.

Teorem 12. (vidjeti [2], Teorem 2.7-8) Ako je normirani prostor X konacnodimenziona-
lan, onda je svaki linearni operator na X ogranicen.

Dokaz. Neka je dimX =niey,..., e, baza od X. Uzmemo bilo koji x =} gjej ibilo
koji linearni operator T na X. Kako je T linearan,

n

) iTe

=1

ITx]| =

n n
< ¥, &) T = max | Tex]l Y 12;l.
j=1 =l
Na zadnju sumu primijenimo Lemu 2 s &; = {; i x; = ¢;. Zatim dobivamo

L 1& 1
) :|€j|§2 Y. &e :EHXH'
i i
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Zajedno imamo

ITx]| = %[l
gdje je
|
e Teg .
v = max | Te|
Iz ovogi || Tx|| < c||x|| vidimo da je T ogranicen. O

Sada ¢emo napraviti pregled vaznih svojstava ogranicenih linearnih operatora.
Operatori su preslikavanja pa se definicija za neprekidnost moZze primijeniti na
njih. Temeljna ¢injenica za linearne operatore je da su neprekidnost i ogranic¢enost
ekvivalentni koncepti.

Nekaje T : D(T) — Y bilo koji operator, ne nuzno linearan, gdje je D(T) C X
te su X i Y normirani prostori. Operator T je neprekidan u xo € D(T) ako za
Ve > 0 postoji 6 > 0 tako da

|Tx — Txo|| < €,Vx € D(T)

zadovoljava
||x — xo|| <.

T je neprekidan ako je T neprekidan u svakom x € D(T).

Teorem 13. (vidjeti [2], Teorem 2.7-9) Neka je T : D(T) — Y linearni operator, gdje je
D(T) C X tesu X i Y normirani prostori. Tada:

i. T je neprekidan ako i samo ako je ogranicen.
ii. Ako je T neprekidan u jednoj tocki onda je neprekidan.

Dokaz. i. Za T = 0 tvrdnja je trivijalna.
Neka je T # 0. Tada ||T|| # 0. Pretpostavimo da je T ograni¢en i uzmimo
bilo koji xy € D(T). Neka je dan bilo koji € > 0. Obzirom da je T linearan, za
Vx € D(T) takav da

|x — xo0|| <9,
gdje je
€
§ =
| T
Dobivamo
| Tx — Txol| = || T(x — x0)|| < (| T[/[|x — xol| < IT||6 =e.

Kako je xg € D(T) proizvoljan, to pokazuje da je T neprekidan. Pretposta-
vimo da je T neprekidan u proizvoljnom xo € D(T). Tada za bilo koji € > 0
postoji § > 0 tako da

|Tx — Txo|| <e€,Vx € D(T) zadovoljava ||x — x| < 6. (3.6)
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Uzmimo bilo koji y # 0 u D(T) i postavimo x = x¢ + !I}i_!ly' Tadaje x — xp =

W‘Hy. Stoga ||x — xo|| = ¢, tako da moZzemo koristiti 3.6. Kako je T linearan,
imamo

1) =1
Tx — Txpl| = | T(x — x =||T| — = —||T

i 3.6 povlaci
)

— Tyl <e.

i 1Tyl
Tadaje

€

1Tyl < <yl

MoZemo pisati || Ty|| < c|ly||, gdje je c = § iz Cega slijedi da je T ogranicen.

ii. Neprekidnost od T u tocki povlaci ograni¢enost od T prema drugom dijelu
dokaza (i). Zauzvrat slijedi neprekidnost od T po (i).
0

Korolar 1. (vidjeti [2], Korolar 2.7-10) Neka je T ogranicen linearan operator. Tada:
i. Xy — x (gdje su x,,x € D(T)) povlaci Tx, — Tx.

ii. Jezgra operatora Ker(T) je zatvorena.

Za operatore T; i T, kaZemo da su jednaki, u oznaci T} = T, ako imaju istu
domenu D(Tl) = D(Tz) i ako Tlx = sz zaVx € D(Tl) = D(Tz)

Restrikciju operatora T : D(T) — Y na podskup B C D(T) oznacavamo s T|p
ito je operator T|p : B — Y definiran s

T|gx = Tx,Vx € B.
Progirenje od T na skup M D D(T) je operator T : M — Y definiran s

Tlpr) =T.
Vrijedi da je Tx = Tx,Vx € D(T).

Ako je domena od T pravi podskup od M, onda dani T ima puno prosirenja.
Zanimaju nas prosirenja koja ¢uvaju neka osnovna svojstva kao $to su linearnost
i ogranicenost.

Teorem koji slijedi odnosi se na proSirenje ograni¢enog linearnog operatora T
na zatvorenost D(T) domene tako da je proSireni operator ponovno ogranicen i
linearan te ¢ak ima istu normu. Ovo ukljucuje slucaj prosirenja iz gustog skupa u
normiranom prostoru X na cijeli X. Takoder, ukljucuje slucaj prosirenja s normi-
ranog prostora X na zatvarac od X.

Teorem 14. (vidjeti [2], Teorem 2.7-11) Neka je T : D(T) — Y ogranicen linearni
operator, gdje D(T) leZi u normiranom prostoru X, a'Y je Banachov prostor. Tada T ima
prosirenje

T:D(T) =Y,
gdje je T ogranicen linearan operator norme

ITI = IT].
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Dokaz. Razmotrimo bilo koji x € D(T). Tada po (i) iz Leme 4. postoji niz (x,) €
D(T) takav da x, — x. Obzirom da je T linearan i ograni¢en, imamo

ITxn — Toxm|| = [|T(xn = xm) | < | T[l|20 — xm]l.

Ovo pokazuje da je (Tx,) Cauchyjev jer (x,) konvergira. Prema pretpostavci, Y je
potpun tako da (Tx,) konvergira. Pisemo

Txy— gy €Y.

Definiramo T po Tx = y.
Pokazujemo da je ova definicija nezavisna od izbora niza iz D(T) koji konvergira
u X. Pretpostavimo da x, — xiz, — x.
Tada v, — x gdje je (vy,) niz (x1,21, X2, 22, ...).
Stoga, (Tvy,) konvergira po Korolaru 1 (i) te oba podniza (Txy) i (Tz,) od (Tvm)
moraju imati isti limes. Ovo dokazuje da je T jedinstveno definiran na svakom
x € D(T).Jasno, T je linearani Tx = Tx za svaki x € D(T) tako daje T proSirenje
od T. Koristimo

1Tl < 1Tl

neka n — oo. Tada Tx, — y = Tx. Obzirom da x — ||x|| definira neprekidno
preslikavanje, dobivamo 3
T[] < [T l|x[l-

Stoga T je ograni¢en i ||T|| < ||T||. Naravno, ||T|| > | T|| jer se norma definirana
supremumom ne moZe smanjiti u prosirenju. Zajedno imamo ||T|| = ||T||. O

Slika Im(T) ogranic¢enog linearnog operatora T : X — Y ne mora biti zatvorena
uY.

Primjer 23. Neka je operator T : I° — [*® danosy = (17;) = Tx,17; = 7, x = ().
Vrijedi da je operator linearan i ograniCen, a pokazat éemo da Im(T) nije zatvorena ul®.
Da bismo pokazali da slika operatora T nije zatvoren skup u I, trebamo pronaéi niz (x(”))
u 1% ¢ija slika (Tx")) konvergira u 1°. Taj limes ne smije biti slika nekog elementa iz 1*°

preko operatora T. Proo, definiramo niz x(") = (g}’”) s

n E j<n
g]():{J j

0, j>n

Primijenimo sad operator T na x(1)

1, j<n
Tx™ — (g =47 1=
% (777) {0; j>n

Kako n teZi u beskonacnost niz y™) konvergira prema nizu y = ( 1) gdje je uj = 1za
svaki j € IN. Pokazemo sad da niz y ¢ Im(T), tj. da y ne moZemo dobiti djelovanjem
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operatora T na neki niz x € 1. Pretpostavimo suprotno, neka postoji niz z = ({;) € I*
takav da je Tz = y. Onda bi za svaki j € IN imali

& _
j

Medutim, ovaj niz ocito nije iz I*° pa imamo kontradikciju s naSom pretpostavkom. Dakle,
slika operatora T nije zatvoren skup u [,

1

Pokazimo sad koristedi isti operator kao u prethodnom primjeru da inverz
ogranicenog linearnog operatora ne mora biti ogranicen.

Primjer 24. Neka je T ogranicen linearni operator iz prethodnog primjera. Pokazat emo
da njegov inverz T~1 : Im(T) — 1 nije ogranicen linearni operator.

Da bismo pokazali da inverz operatora T, oznacimo ga sa T~!, nije ogranicen, moramo
pronaci niz (y(”)) € I takav da ne postoji M € IN za koji je | T~y || < M||y™|.

Razmotrimo niz y(") = (;7](")> u I definiran s

(n) _ 1, j=n
Tj {0; inace
gdje je jedinica na n-toj poziciji. Sve druge komponente su nule.
Za svako n € N, primjenjujemo operator T~ na y(")

T_ly(n) = (é])/

gdje je za svaki j
i =1j"]
Imamo
_n, j=mn
‘:] {O; inace
tako da
Cy = H.

Sve druge komponente su nule jer su 17; = 0 za j # n. Dakle
T y™ = (0,0,...,1,0,0,...).

Vrijedi ||y(”)\| = 1 za svaki n € IN. Medutim ||T_1y(”)|| =mnzan € N, Sto teZi u
beskonacno kad n tei u beskonacno. Ocito ne postoji M € IN da bi vrijedilo | T~ 1y™)|| <
M||y(”) ||, Vn € IN. Stoga, inverz operatora T nije ogranicen.

Skup svih ogranicenih linearnih operatora s normiranog prostora X na normi-
rani prostor Y, ozna¢avamo s B(X, Y). Skup B(X, Y) je vektorski prostor sa stan-
dardnim operacije. Za operatore A,B € B(X,Y) postoje brojevi M i N takvi da
vrijedi

| Ax[ < Ml|x[|1[[Bx| < N|lx[|, ¥x € X.
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Sada imamo
|(A + B)x|| = [|[Ax + Bx|| < [[Ax|| + || Bx|| < (M + N)||x]|.

Analogno, za skalar « € F i operator A € B(X,Y) vidimo da je i #A takoder
ogranicen operator.
Za A € B(X,Y) definiramo normu operatora kao

Al = sup{[|Ax]| : x € X, [|x|| <1}

Buducdi da je slika zatvorene jedini¢ne kugle ogranic¢en skup, ovo preslikavanje je
dobro definirano jer je A ogranicen operator.
ZaVx € X,x # 0, vrijedi

[Ax] < [[Allllx]| vVx € X.

Nadalje, || A|| je najmanji broj M za koji vrijedi || Ax|| < ||[M]|||x]|, Vx € X. Akoje M
neki takav broj, onda za Vx € X takav daje ||x|| < 1imamo ||Ax|| < M||x|]| < M
pa je po definiciji suprenuma || A|| < M.

Time smo pokazali da je formulom ||A| = sup{||Ax]| : x € X,||x| < 1}
uistinu definirana norma na prostoru B(X, Y). Tako definiranu normu nazivamo
operatorska norma.

Ovime smo pokazali da je za normirane prostore X i Y je i prostor B(X,Y) s
operatorskom normom normiran prostor. Iduéi teorem ée pokazati koji uvjeti su
potrebni da bi B(X, Y) bio Banachov.

Teorem 15. (vidjeti [2], Teorem 2.10-2) Prostor B(X,Y') ce biti Banachov ako je Y Ba-
nachov. Nadalje, ako je Y Banachov i ako je Xo < X gust potprostor od X tada za svaki ope-
rator Ag € B(X,Y) postoji jedinstven operator A € B(X,Y) za koji vrijedi A|x, = Ao
i [|A[l = [l Aol|

Dokaz. Neka je (An)n Cauchyjev niz u B(X,Y). Za proizvoljan € > 0 postoji 1
takav da za sve m, n > n vrijedi

Odavde slijedi i da za sve m,n > ngix € X imamo
| Awx — Anl] < | Aw — Au] < ellx].

Dakle, niz (A;), je Cauchyjev u Banachovom prostoru Y. Definiramo operator A
s
Ax = lim A,x, x € X.

n—oo

Ocito je da je A linearni operator s X na Y. Preostaje pokazati da je A ogranicen i
da A predstavlja limes niza (A, ), u operatorskoj normi.

Zbog razlike izmedu jake konvergencije i konvergencije u normi potrebno je doka-
zati da A, konvergira prema A u operatorskoj normi. Uzmimo proizvoljan x € X
takav da je ||x|| < 1. Za proizvoljan € > 0 postoji 1y tako da za sve m,n > ny
vrijedi 3.7. Uzmimo sad neki m > ng za odabrani € tako da vrijedi

|Ax — Amx|| < e.
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Sada za svaki n > ng imamo
| Ax — Anx] < || A% — Anx]| + | Amx — Aux]

< || Ax — Apx|| + || Am — Au|||x|
<e+elx] <2

Dokazali smo da vrijedi
|Ax — Apx|| < 2€,Vx € X, ||x]| <1,Vn > ny.

Uzmimo sad supremum po svim x takvim da je ||x|| < 1. Sada za sve n > ny.
dobijemo
|A — Axl|| < 2e.

Ovime pokazujemo da niz (A, ), konvergira prema A u operatorskoj normi jer je
A—A, € B(X,Y)pajeotitoi A= (A— Ay) + A, € B(X,Y).
Za dokaz druge tvrdnje, definiramo operator A na sljede¢inacin: za x € X nadimo
niz (x,), € Xo koji konvergira k x. Niz (x,), je Cauchyjev, ali iniz (Agx,), € Y je
Cauchyjev zbog

[ Aoxn — Agxm| < [|Ao][[|xn — 2]
Obzirom da je Y potpun staviti éemo Ax = lim;, . Apx,. Da bi pokazali da je ta
definicija dobra gledamo nizove x,, — xiy, — x, pri¢emujex € X,a x,, vy, € Xo.
Sada zbog neprekidnosti operatora Ay i zbog x, — y, — 0 moZemo zakljuciti

Ao(xn —yu) — 0.
Kako su nizovi (Agxy)x i (Aoyn)n konvergentni, slijedi
lim Apx, = lim Agyy,.
n—oo n—oo

Time je pokazano da je operator A dobro definiran.
Zbog neprekidnosti norme i linearnosti operatora A imamo

| Ax]| = lim [[Apxa] < lim || Aol lza ]l = [| Aol

Time smo pokazalidaje A € B(X,Y)i| Al < ||Agl|- Obzirom da je Ay restrikcija
od A, obratna nejednakost ||Ao|| < ||A|| je trivijalna jer supremum po manjem
skupu ne moZze biti vedi. O
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Sazetak

Normirani vektorski prostori su temelj funkcionalne analize, posebice Banachovi
prostori i teorija linearnih operatora unutar njih. Ovaj rad dublje istraZuje ove
klju¢ne pojmove.

Normirani prostori su vektorski prostori opremljeni metrikom koja proizlazi iz
norme, Sto generalizira pojam duljine vektora. Kada normirani prostor takoder
posjeduje potpunost kao metricki prostor, naziva se Banachov prostor. Vazno je
napomenuti da se svaki normirani prostor moze prosiriti kako bi postao Banac-
hov prostor. U matematickim operacijama unutar normiranih prostora, besko-
nacni nizovi postaju vrijedni alati. Operatori su preslikavanja izmedu normira-
nih prostora, oznacena kao X u Y. Ograniceni linearni operatori, koji osiguravaju
neprekidnost, posebno su znacajni, a temeljni teorem uspostavlja vezu izmedu
ogranicenosti i neprekidnosti. Prostori operatora su skupovi ograni¢enih linear-
nih operatora iz jednog normiranog prostora X u drugi Y, tvore¢i sami normirane
prostore B(X, Y).

U podrudju analize, beskona¢nodimenzionalni normirani prostori imaju veci
znacaj od kona¢nodimenzionalnih, koji su jednostavniji i omoguéuju matri¢ne pri-
kaze operatora.

Kljuéne rijeci
Normirani vektorski prostori, Banachovi prostori, Norma, Ogranicenost, Ne-

prekidnost, Ograniceni linearni operatori, Beskonacnodimenzionalni normirani
prostor, Kona¢nodimenzionalni normirani prostor.
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Normed and Banach Spaces

Summary

Normed vector spaces are fundamental in functional analysis, particularly Banach
spaces and the theory of linear operators within them. This paper delves into these
crucial concepts.

Normed spaces are vector spaces equipped with a metric derived from a norm,
which generalizes the concept of vector length. When a normed space also posse-
sses completeness as a metric space, it’s known as a Banach space. Importantly,
any normed space can be extended to form a Banach space. In mathematical ope-
rations within normed spaces, infinite series become valuable tools. Operators are
mappings between normed spaces, denoted as X to Y. Bounded linear operators,
which ensure continuity, are particularly significant, and a fundamental theorem
establishes the link between boundedness and continuity. The spaces of operators
are collections of bounded linear operators from one normed space X to another
Y, forming normed spaces themselves B(X, Y).

In the realm of analysis, infinite-dimensional normed spaces hold more pro-
minence than their finite-dimensional counterparts, which are simpler and allow
for matrix representations of operators. These concepts serve as the cornerstone
of functional analysis.

Keywords
Normed vector spaces, Banach spaces, Norm, Boundedness, Continuity, Bounded

linear operators, Infinite-dimensional normed space, Finite-dimensional normed
space
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