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1 | Uvod

Robotski su sustavi postali vrlo popularni te ih se moZze prepoznati u raznim pri-
mjenama, a najviSe u industrijskoj proizvodnji. Tu se najviSe misli na robotske
ruke koje se mogu gibati vrlo efikasno i precizno za obavljanje namijenjenih zada-
taka. UspjeSne se primjene mogu naciiu problemima istrazivanja raznih podrucja
(kao $to su planeti i ostala nepristupacna/tesko pristupac¢na podrucdja za ¢ovjeka),
autonomnim vozilima, komercijalnim primjenama (roboti za ¢iséenje). Veliki je
broj primjena robotskih sustava moguce ostvariti kada su robotski sustavi mobilni,
odnosno kada postoji moguénost kretanja (pomocu kotaca, robotskih nogu ili le-
tom). Dizajniranje mobilnih robota obuhvaca veliki raspon podrudja iz znanosti
te se time mobilnu robotiku ¢ini velikim interdisciplinarnim podrucjem. Tu je
potrebno razumjeti kinematiku, ponasanje dinamickih sustava i teoriju upravlja-
nja. Da bi se napravio robustan perceptivni sustav, potrebno je poznavati podru-
¢je obrade signala i ostala specijalizirana podrucja kao sto je u posljednje vrijeme
racunalni vid. Lokalizacija i navigacija zahtijevaju poznavanje specijaliziranih ra-
¢unalnih algoritama, algoritama umjetne inteligencije, ali i teoriju vjerojatnosti.
Teorija vjerojatnosti je vrlo bitna jer roboti moraju biti sposobni nadomjestiti ve-
like nepreciznosti i nesigurnosti koje postoje u fizickom svijetu. Primjerice, sen-
zori kojima se robot koristi podloZni su razli¢itim Sumovima pa mjerenja koja oni
vrate mogu biti nepredvidiva te se tako ogranicavaju informacije koje mogu biti
dobivene. Stoga ¢emo u ovom radu proci kroz te gradivne cjeline mobilnih robota
na kotace i pripadne tehnologije koje omoguéuju robusnu mobilnost robota. Tako
¢emo se u drugom poglavlju osvrnuti na kinematiku mobilnog robota te analizi-
rati razlicite konfiguracije mobilnog robota te dati primjer upravljackog sustava na
jednoj takvoj konfiguraciji. U treéem ¢emo poglavlju analizirati kako se mobilni
robot moZe lokalizirati, odnosno odrzavati znanje o svojoj poziciji u prostoru te
kako izgraditi mapu tog prostora. To ¢e nas dovesti do problema istovremenog
lokaliziranja i mapiranja (eng. SLAM) koji postavlja pitanje kako lokalizirati ro-
bota u nepoznatom prostoru te kako istovremeno izgradivati mapu tog prostora.
U cetvrtom ¢emo se poglavlju dotaknuti algoritma navigacije koji predstavlja kog-
nitivnhu razinu robota. U zadnjem ¢emo poglavlju napraviti simulaciju mobilnog
robota u kojem ¢éemo primijeniti obradene dijelove ovog rada te vidjeti kako se
mobilni robot ponaSa u veéinski nepoznatom prostoru ne znajuci gdje se inici-
jalno nalazi.



2 | Kinematika mobilnih robota

Kinematika se bavi proucavanjem ponasanja mehanickih sustava. Tako je u po-
drudju mobilnih robota potrebno poznavati mehanic¢ko ponasanje robota da bi se
moglo dizajnirati mobilne robote za pojedine zadatke i kreirati odgovarajuci sof-
tver. Stoga se postavljaju mnoga vazna pitanja vezana uz kinematiku. Tu je vrlo
bitno analizirati radno okruZenje (eng. workspace) mobilnog robota jer se time de-
finira raspon mogucih stanja koje robot mozZe postié¢i. Upravljivost mobilnog ro-
bota definira moguce putove i trajektorije u radnom okruzenju, dok dinamika mo-
bilnog robota dodatno postavlja ogranicenja na njegove trajektorije i radno okru-
Zenje zbog razmatranja mase i dodatnih sila koje djeluju na robota. Dodatno, bitno
je procijeniti stanje mobilnog robota bududi da se ono ne moze direktno izmjeriti
prilikom gibanja robota, a Sto se moZze posti¢i integracijom gibanja kroz vrijeme.
Zbog mogucih proklizavanja robota ili drugih razloga, u procesu procjene stanja
treba pripaziti na odredene nepreciznosti. Vidimo da sva ova pitanja kinematiku
mobilnih robota ¢ine izazovnim podrudjem.

2.1 Reprezentacija konfiguracije robota

Kako bismo izveli model za gibanje mobilnih robota, prvo je potrebno uvesti ter-
minologiju koju ¢emo cijelo vrijeme koristiti. Modelirat éemo mobilnog robota
kao kruto tijelo na kota¢ima na horizontalnoj ravnini te éemo uvesti globalni refe-
rentni okvir i lokalni referentni okvir robota. Globalni se referentni okvir odnosi
na koordinatni sustav koji ima fiksno inertno ishodiste koje odabiremo u ravnini
u kojoj se robot nalazi. Definirat éemo konfiguraciju robota kao njegovu poziciju
u ravnini zajedno s orijentacijom. Kako bismo odredili tu konfiguraciju, odredit
¢emo jednu tocku P na $asiji robota kao njegovu referentnu to¢ku poloZaja. Ta ce
tocka P ujedno biti ishodiste lokalnog koordinatnog sustava robota koje ¢ini lo-
kalni referentni okvir kao Sto je prikazano na slici 2.1. Vidimo da su koordinatne
osi referentnih okvira indeksirane s I (globalni) i s R (lokalni) tako da je jasno na
temelju tih indeksa o kojem se referentnom okviru radi. Tada tocku P u globalnom
referentnom okviru moZzemo definirati s koordinatama x i y te sa 6 $to predstavlja
kutni odmak lokalnog referentnog okvira od globalnog:

X

= |y
0
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Slika 2.1: Globalni i lokalni referentni okvir [6].

Definirat éemo ortogonalnu matricu rotacije koja ée preslikavati konfiguraciju ro-
bota iz globalnog referentnog okvira u lokalni referentni okvir:

cosf sinf O
R(f) = | —sinf cos6 0] . (2.1)
0 0 1

Oznacavat éemo ju s R(6) jer njezini elementi ovise samo o 6, a jer je matrica orto-
gonalna vrijedi R(6) ! = R(#)T. Tada konfiguracija i gibanje robota u lokalnom
referentom okviru mogu biti dobiveni sljede¢im preslikavanjima:

¢r = R(0)1
¢r = R(O)¢r.

2.2 Kinematika kotaca

Modeli gibanja mobilnih robota pocinju s razumijevanjem kako svaki pojedini ko-
ta¢ na mobilnom robotu doprinosi tom gibanju. Osim $to svaki kota¢ daje svoj
doprinos gibanju robota, on takoder postavlja odredena ogranicenja tom gibanju.
Tako svi kotaci koji su postavljeni na Sasiju robota formiraju skup ogranicenja koji
utje¢u na sveukupnu kretnju robota. Da bismo te doprinose i ograni¢enja mogli
izraziti potrebno je imati konzistentan i pregledan referentan okvir. Stoga je bilo
potrebno definirati referentne okvire koje smo uveli u prethodnom potpoglavlju
zajedno s preslikavanjem (2.1). Prije nego $to budemo prezentirali svaku vrstu
kotaca, napravit ¢emo neke pretpostavke koje ¢e pojednostaviti analizu utjecaja
svakog kotaca. Pretpostavit ¢emo da je ravnina kotaca uvijek vertikalna i da svaki
kotac ima jednu tocku dodira s ravninom podloge te da kotac¢ ne proklizuje u toj
tocki dodira. Uz te ée pretpostavke svaka vrsta kotaca pridonositi gibanju robota
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preko uvjeta vrtnje i lateralnom neproklizavanju preko uvjeta neproklizavanja.
Uvjet vrtnje govori da se kota¢ mora kotrljati na odgovarajuci nac¢in da bi uzro-
kovao gibanje robota. Drugi se uvjet odnosi na proklizavanje kotaca, odnosno da
kotac ne smije lateralno proklizavati, tj. ortogonalno u odnosu na njegovu ravninu

gibanja.

2.2.1 Fiksni standardni kotac

Fiksni standardni kota¢ nema vertikalnu os rotacije za upravljanje. On ima fiksnu
poziciju na Sasiji robota i ograni¢en je na gibanje naprijed-natrag duZ njegove rav-
nine. Na slici 2.2 moZemo vidjeti poloZaj kotaca u odnosu na lokalni referentni
okvir robota.

Tp

P \ Xp
Slika 2.2: Fiksni standardni kotac [6].

Pozicija je kotaca A izraZena pomocu polarnih koordinata s udaljenosti / i kutom a.
Kut izmedu ravnine kotaca i Sasije robota oznacen je s B te je u ovom slucaju fiksan
jer fiksni standardni kotac nije upravljiv. S r éemo oznaciti njegov radijus, a kutni
polozaj oko horizontalne osovine kao funkciju ¢(t). Uvjet vrinje za ovaj kota¢
govori da svako gibanje duZz ravnine kotaca mora biti poprac¢eno s odgovaraju¢om
koli¢inom vrtnje tako da se kotac kotrlja u tocki dodira:

[sin(«+pB) —cos(a+pB) (—I)cospB]R(0)¢ —rg =0. (2.2)

Da bismo dosli do ovog rezultata promotrimo ovu situaciju. Gibanje ¢e kotaca
prouzrokovati da se robot, odnosno 8asija robota, giba brzinom vy sa smjerom i
orijentacijom kao na slikama 2.3. Ta se brzina moZe rastaviti na horizontalnu br-
zinu robota Xy i vertikalnu brzinu yg u lokalnom referentom sustavu. Te brzine
dalje moZemo rastaviti na komponente koje odgovaraju smjeru putanje kotaca i
normale na tu putanju. Tada vidimo da komponenta od %X koja smjerom i orijen-
tacijom odgovara putanji kotaca iznosi cos (5 — (« 4 8))%r = sin (a + )i kao
Sto mozemo vidjeti na slici 2.3a. Sli¢no promatrajuci yg vidimo da komponenta
koja smjerom i orijentacijom odgovara putanji kotaca iznosi — cos (a + B)yr (slika
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Yz Yr

Robot chassis D~ T ox
e a P SR : y 75— @+p) ol SETRLIONE el

(a) (b)

Robot chassis Ol ---

(c)
Slika 2.3: Analiza fiksnog standardnog kotaca.

2.3b). Dodatno u to¢ki A imamo translacijsku brzinu zbog koje se Sasija robota ro-
tira kutnom brzinom 0. Pri tome [ promatramo kao polumjer kruZnice Cije je sre-
diste P u kojoj se dogada rotacija. I1znos te translacijske brzine ¢iji je smjer i orijen-
tacija prikazan na slici 2.3c iznosi —10, a nju isto moZemo rastaviti na komponente
koje odgovaraju smjeru putanje kotaca i normali na tu putanju. Komponenta koja
smjerom i orijentacijom odgovara putanji kotaca je dana s —Ifg cos . Suma ovih
komponenti gibanja promatrajudi iz sredista kotaca A mora biti jednaka gibanju
r@ koje uzrokuje vrtnja kotaca, sto nas dovodi do formule 2.2.

Analogno promatramo komponente koje smjerom i orijentacijom odgovaraju nor-
mali na ravninu gibanja kotaca te zbrajamo njihove doprinose (slike 2.3a, 2.3b i
2.3¢). Suma tih doprinosa mora biti jednaka 0 jer se tada onemogucuje da kotac

proklizuje $to se moze iskazati kao

[cos (x4 B) sin(a+B) Isinp]Eér =0.
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2.2.2 Usmjerljiv standardni kota¢

Jedina razlika u odnosu na fiksni standardni kotac jest ta da se usmjerljiv stan-
dardni kotac sa slike 2.4 moze rotirati oko vertikalne osi koja prolazi kroz srediste
kotaca i njegove dodirne tocke s podlogom. Zbog toga parametar f vise nije fik-
san, nego ga promatramo kao funkciju kroz vrijeme B(t). No istom analizom kao
u fiksnom standardnom kota¢u moZemo vidjeti da ée uvjeti vrtnje i neproklizava-
nja biti isti osim Sto parametar  promatramo kao funkciju:

[sin(«+p) —cos(a+pB) (—I)cospB] R(0)¢ —rp =0.
[cos («+ ) sin(a+p) Isinp] R(6)¢ =0.

Tz

A

P I ¥

Slika 2.4: Usmjerljiv standardni kotac [6].

2.2.3 Castor kotac

Castor kotaci mogu se rotirati oko vertikalne osi, ali ta vertikalna os ne prolazi kroz
tocku dodira s podlogom kao u slucaju usmjerljivog standardnog kotaca. Kao sto
je prikazano na slici 2.5, moZemo vidjeti da je toc¢ka B tocka dodira s podlogom
koja je povezana s tockom A s poveznicom fiksne duljine d. Uvjet vrtnje za ovaj
kotac isti je kao u usmjerljivom standardnom kotacu zato $to taj pomak vertikalne
osi oko koje se kotac rotira ne predstavlja nikakvu ulogu u analizi komponenti
gibanja robota koje smjerom odgovaraju putanji gibanja kotaca (vise u [6]):

[sin(« +p) —cos(a+pB) (—I)cospB]R(0)¢ —r¢g =0.

No geometrija castor kotaca ima utjecaja na uvjet neproklizavanja. Njezinom se
analizom (vidjeti [6]) moZe ustvrditi da svako okomito gibanje u odnosu na rav-
ninu kota¢a mora biti balansirano s ekvivalentnom i suprotnom koli¢inom gibanja
koje se generira njegovim zakretanjem:

[cos (a+ B) sin(a+B) d+Isinp] R(6)¢ = —dB.
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B(t) B |
\ ’, o
Robot chassis > i ~
%%%%% 1 (.P., r
A
! T
o : ||
- d
[ > Xp

Slika 2.5: Castor kotac [6].

Iz tih se dvaju uvjeta moZe zakljuciti da za bilo koje dano gibanje ¢; postoji kutna
brzina kota¢a ¢ i rotacijska brzina f tako da su dani uvjeti zadovoljeni. Stoga se
roboti s castor kota¢ima mogu gibati bilo kojom brzinom u bilo kojem smjeru, a
takve robote nazivamo svesmjernim robotima.

2.2.4 Svedski kota¢i

Svedski se kotaci takoder mogu gibati u bilo kojem smjeru kao castor kotaci. To
im omogucuje njihova konstrukcija koja se sastoji od fiksnog standardnog kotaca i
valjaka pri¢vrséenih na perimetar kotaca ¢ije su osi oko koje se oni vrte pomaknute
za 7y u odnosu na ravninu kotaca. Uvjeti vrinje i neproklizavanja glase (vidjeti

[6]):

Tp

A

/
p_ -
Y (B,
Robot chassis- e K;W§7
7 AY e
& \

> X

Slika 2.6: Svedski kotaé& [6].
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[sin(a+B+7) —cos(a+pB+7y) (—I)cos(B+7)] R(O)Er
—rpcosy =0

[cos (a4 B+7) sin(a+pB+7) Isin(B+7)] R(O)E
—r@siny — rsy@Psw = 0.

Upravo ta slobodna varijabla ¢, koja predstavlja kutnu brzinu pri¢vrséenih va-
ljaka omogucuje da uvjet neproklizavanja uvijek vrijedi.

2.2.5 Sferni kota¢é

Sferni kotac ne postavlja nikakve uvjete za gibanje i neproklizavanje zbog toga sto
sferni kota¢ nema principalnu os rotacije. Zbog toga mozZe se gibati u bilo kojem
smjeru kao castor i $vedski kotac.

[sin(a+B) —cos(a+pB) (—I)cospB] R(O)¢—r¢ =0.
[cos (+ ) sin(a+p) Isinp] R(6)¢ =0.

Gore dane jednadzbe, koje su identi¢ne kao za fiksni standardni kota¢, imaju dru-
gaciju interpretaciju. Prva jednadzba opisuje brzinu rotacije sfernog kotaca u tocki
A u smjeru putanje kotaca, dok druga jednadzba slijedi iz definicije neprokliza-
vanja u kojoj je B slobodna varijabla. Kut B predstavlja otklon normale na smjer
gibanja kotaca od Sasije robota te se moZze izra¢unati na temelju ostalih podataka
iz druge jednadZzbe, a onda iz prve se jednadzbe moze zakljuciti brzina rotacije
sfernog kotaca.

2.3 Kinematski uvjeti za robota

Svaki ¢e kota¢ davati odredeni broj uvjeta na kretnju robota te ¢e upravo ta kom-
binacija definirati kinematske uvjete za Sasiju robota. Primijetimo da castor kotag,
Svedski kotac i sferni kota¢ ne daju nikakve kinematske uvjete za Sasiju robota,
odnosno ne postoje nikakva ograni¢enja na ¢; zbog njihove geometrije koja daje
dodatan stupanj slobode u gibanju. Stoga jedino fiksni i usmjerljiv standardni
kota¢ imaju utjecaj na kinematiku Sasije robota. Pretpostavimo da robot ima N
standardnih kotaca, od toga N [ fiksnih, a N; usmjerljivih standardnih kotaca. S
Bs(t) oznacit éemo kutove zakrenutosti od N; usmjerljivih standardnih kotac¢a u
trenutku t, dok ¢emo s ¢ oznaciti orijentacije od N fiksnih standardnih kotaca.
S @¢(t) i @s(t) oznacit cemo kutne poloZaje s obzirom na osovinu fiksnih i usmjer-
ljivih standardnih kotaca te ¢emo ih skupiti u matricu ¢(f):

o= [0,

Tada se uvjeti vrtnje svih kotaca mogu zapisati kao:

J1(Bs)R(0)é1 — 29 = O, (2.3)
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pri ¢emu je | konstantna dijagonalna N x N matrica ¢iji su elementi na dijagonali
radijusi standardnih kotaca, a J1(Bs) N x 3 matrica ¢iji redci sadrze projekcije na
ravninu gibanja svakog kotaca. Tada J;(Bs) mozemo zapisati kao:

hilfe) = {hs](l/f%s)] ’

gdje je J1 konstantna Ny x 3 matrica s projekcijama za fiksne standardne kotace,
dok je J15(Bs) Ns x 3 matrica s projekcijama za usmjerljive standardne kotace koja
ovisi o parametru fs. Analogno moZemo zapisati uvjete neproklizavanja:

C1(Bs)R(8)¢1 = O, (2.4)

16 = |crth)

gdje su Cyf i Ci5(Bs) Ny x 31 N; x 3 matrice koje sadrze projekcije okomite na
ravninu gibanja kotaca za fiksne i usmjerljive standardne kotace redom.

2.3.1 Direktna kinematika za robota na diferencijalni pogon

Pogledajmo kako izvesti direktnu kinematiku na primjeru robota na diferencijalni
pogon 2.7. Pod pojmom direktne kinematike smatramo ovisnost izmedu kutnih
brzina kotaca i gibanja Sasije robota, odnosno kako kutne brzine kotaca utje¢u na
gibanje robota.

castor wheel
v(t)

(1)

- Y

Slika 2.7: Robot na diferencijabilni pogon kotac [6].

Taj robot sadrzi tri kotaca: dva fiksna standardna kotaca na pogon i jedan cas-
tor kota¢. Castor kota¢ nema pogon te se moZze gibati u bilo kojem smjeru, stoga
ne pridonosi nikakva ogranicenja na robota. Kako su oba kotaca fiksna stan-
dardna, to znacdi da se u uvjetima vrtnje robota (2.3) i uvjetima neproklizavanja
robota (2.4) matrice J;(fs) i C1(Bs) pojednostavljuju na J;¢ i Cif. Pretpostavimo
daje & = 7 odnosno da se robot giba u smjeru gg, tj. y; osi te da su standardni
kotaci udaljeni od sredista Sasije za I i da su jednakog polumjera r. Tada za desni
kota¢ imamo &« = —75,B = 7, a za lijevia = 7, = 0. Sada mozemo racunati
retke matrica [;7 i Cyf:
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Jr = sin(=%3+m) —cos(=5+m) (=l)cosm| _[1 0 I
U~ | sin(240) —cos(Z+0) (=I)cosO| —1
co_ cos (=5 +m) sin(—5 +m) Isinm| [0 1 0
U~ | cos(Z40) sin(£+0) Isin0| [0 1 0

Primijetimo da u matrici C; imamo dva zavisna (ista) retka, $to je posljedica toga
Sto se kotaci nalaze na istoj osovini, odnosno paralelni su. Svodenjem uvijeta (2.3)
i (2.4) ujednu matri¢nu jednadzbu dobijemo:

I 0 ¥ I’(Pl
1 0 —I|ROE = |rg,|,
01 0 0

te iz nje moZemo izvesti formulu za direktnu kinematiku robota pri ¢emu vidimo
kako upravljanjem kutnim brzinama kotaca moZemo mijenjati stanje robota:

10 17" [re
&r=R(0)! [(1) (1) Oz] {r(gr]. (2.5)

2.4 Manevrabilnost mobilnog robota

Mobilnost se robota odnosi na sposobnost kretanja u vlastitom okruzenju, a uvjeti
neproklizavanja kota¢a mogu ograniciniti tu mobilnost. Kotac¢i mogu utjecati na
kretanje robota njihovim okretanjem ¢ime se definira stupanj skretljivosti robota.
Kombinacijom stupnja mobilnosti robota na temelju uvjeta neproklizavanja i stup-
nja skretljivosti kotaca definirana je manevrabilnost mobilnog robota.

24.1 Stupanj mobilnosti

Iz jednadZbe (2.4) mozemo is¢itati da vektor gibanja R(6)¢; mora biti unutar nul-
prostora projekcijske matrice C;(Bs) da bi se izbjeglo proklizavanje. Kao $to smo
vidjeli u primjeru robota na diferencijalni pogon, moZze se dogoditi da kotaci daju
zavisne uvjete neproklizavanja. No to ne doprinosi kinematici robota te se zato
kinematika robota zasniva na skupu nezavisnih uvjeta neproklizavanja kotaca.
Broj nezavisnih uvjeta moZzemo is¢itati iz (2.4) tako da promatramo rang matrice
C1(Bs). Sto je vise nezavisnih uvjeta, to je mobilnost robota vise ograni¢ena. Pri-
mijetimo da za rang matrice C;(fs) vrijedi 0 < rang[C;(Bs)] < 3 jer je matrica
C1(Bs) dimenzija N x 3. Sada mozemo definirati stupanj mobilnosti robota d,,:

Om = dim[N(C1(Bs))] = 3 — rang[Cy(ps)].

Dimenzija nul-prostora matrice C;(s), odnosno stupanj mobilnosti pokazuje na
broj stupnjeva slobode robota koji se mogu direktno upravljati kroz promjene kut-
nih brzina kotaca. Za é,, = 0, tj. C1(Bs) = 3, robot je potpuno ogranicen te se ne
moze uopce gibati. U primjeru robota na diferencijalni pogon moZemo vidjeti da
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je 0m = 2 odnosno C;(Bs) = 1 jer robot uistinu moZe mijenjati svoju orijentaciju te
kretati se naprijed-nazad manipuliranjem kutnih brzina kotaca. Najbolji primjer
za 0, = 1 odnosno C;(Bs) = 2 nam daje bicikl koji se moZe kretati samo duz
ravne linije ili po nekom kruZznom luku. Kutnom se brzinom jedinog kotaca na
pogon bicikl mozZe kretati samo prema naprijed ili nazad (ako je nazad moguce).
Maksimalan stupanj mobilnosti odnosno é,, = 3 znaci da se robot moze gibati u
bilo kojem smjeru. To se dogada kod robota koji se sastoje samo od svesmjernih
kotaca kao $to su castor ili Svedski kotaci.

2.4.2 Stupanj skretljivosti

Kako promjene u kutnim brzinama kota¢a mogu utjecati na gibanje robota, tako
i zakretanje kotaca ima utjecaj na gibanje robota, iako je on indirektan iz razloga
Sto se on tek vidi kada se robot giba. Zato definiramo broj nezavisnih upravljivih
parametara za skretanje kao stupanj skretljivosti

ds = rang[Ci5(Bs)].

Mozemo definirati mogudi raspon od ds: 0 < és < 2. MoZemo primijetiti da
kako Cq (Bs) ukljucuje Cy5(Bs), to znaci da usmjerljiv standardni kotac istovremeno
moZe smanjivati stupanj mobilnosti i povecavati stupanj skretljivosti. Njegova tre-
nutna orijentacija moZze ograniciti kinematiku robota, ali njegova sposobnost mije-
njanja orijentacije moze omogucditi robotu gibanje novim trajektorijama. Degene-
rativni slucaj s = 3 ne¢emo promatrati jer je tada gibanje nemoguce. Kada robot
nema usmjerljivih standardnih kotaca tada je 6; = 0. Slucaj ds = 2 jedino je mogu¢
kada robot nema fiksne standardne kotace. Kada robot sadrzijedan ili viSe usmjer-
ljivih standardnih kotaca onda je najcesée d; = 1. To se moZe vidjeti na primjeru
automobila koji sadrzi dva fiksna standardna kotaca i dva usmjerljiva standardna
kotaca. Kako su dva fiksna kotaca na istoj osovini, tada je rang[C s] = 1. Ra¢unom
se moze se vidjeti da je rang[Cys(Bs)] = s = 1idaje o, = 1.

2.4.3 Manevrabilnost

Spremni smo definirati stupanj manevrabilnosti robota kao:

oM = Om + Js.

Vidimo da manevrabilnost uklju¢uje stupnjeve slobode kojima robot moZze direk-
tno upravljati samo kroz kutne brzine kotaca te stupnjeve slobode kojima moze
indirektno upravljati okretanjem kotaca i njthovim gibanjem. Na slici 2.8 mozemo
vidjeti razli¢ite primjere konfiguracija s tri kotaca pri ¢emu sferne kotace moZemo
zamijeniti castor ili Svedskim kotacima, a da stupnjevi ostanu nepromijenjeni.

2.5 Upravljanje mobilnog robota

Ovi teorijski rezultati kinematike samo su uvertira u slozenije podrucje. U stvar-
nim je primjerima potrebno osim ovih rezultata uklopiti i brojne druge dinamicke
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O—0O ) °

Omnidirectional | Differential Omni-Steer Tricycle Two-Steer
(51\[ =3 (51\[ =2 51\[ =3 (51\1 =2 51\[ =3
Om =3 Om =2 Om =2 Op =1 om =1
o, =0 o, =0 o, =1 8, =1 0y =2

Slika 2.8: Primjeri konfiguracije s 3 kotaca [6].

uvjete koji mogu utjecati na gibanje robota. Bitno pitanje koje se dodatno javlja je
pitanje upravljanja robota, odnosno na koji na¢in dovesti robota u Zeljenu konfigu-
raciju u nekom vremenu. Za to je potrebno i znanje iz podrucja teorije upravljanja.
Zato ¢emo pokazati pojednostavljeni primjer upravljanja robota na diferencijalni
pogon kojeg smo ve¢ uzimali u primjeru izvodenja njegove direktne kinematike.

2.5.1 Sustavi

Kada promatramo neki sustav mozemo ga generalno modelirati sljedec¢om dife-
rencijalnom jednadzbom:

2(#) = f(x(8), u(t)),
pri ¢emu je x(t) € R” stanje sustava, a u(t) € R™ upravljacki ulaz. Sustav moZze
davati izlazne signale koje moZemo opaZzati, a $to se modelira sljede¢om jednadz-
bom:

y(t) = h(x(t),u(t)),
pri ¢emu y(t) € RP. Pri tome poZeljno je da sustavi budu stabilni i upravljivi.
Upravljivost nam je bitna jer onda moZemo dizajnirati kontrolere/regulatore koji
¢e odredivati upravljanje u(t) u nekom vremenskom rasponu i dovoditi sustav u
Zeljeno stanje. Jedan takav regulator je i PID regulator.

2.5.2 PID regulator

PID regulator gleda pogreske sustava u odnosu na Zeljenu vrijednost. Tu pogre-
Sku iskazujemo u obliku funkcije e(t). Tada regulator definira upravljanje koje se
osniva na proporcionalnom, integralnom i derivacijskom izrazu (od ¢ega dolazi
kratica PID na engleskom jeziku). To se moZze iskazati sljede¢im izrazom:

de(t)
dt '

u(t) = Kpe(t) + K; /Ote(r) dt + Ky
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pri ¢emu su K, K; i K; proizvoljne konstante. Proporcionalni izraz uzima u obzir

trenutnu pogresku sustava e(t) s konstantom K. Integralni izraz K; fot e(t)dt

uzima u obzir i prethodne pogreske koje je sustav imao. Derivacijski izraz K; d‘;(tt)

"predvida" kako bi se funkcija e(t) trebala ponasati. Prilikom prakti¢ne primjene
za izracun integrala i derivacije koriste se numericke metode.

2.5.3 Upravljanje mobilnog robota na diferencijalni pogon

Pretpostavimo da se robot giba uvijek u +¢r smjeru nekom konstantnom brzinom
vg > 0 koju mi zadajemo. Pretpostavimo da je trenutna konfiguracija robota dana
s ¢1 te daje konac¢na konfiguracija dana s g; u globalnom referentnom okviru. Ono
Sto Zelimo postici jest da se robot giba prema cilju, odnosno da ima orijentaciju &7, .
Ta se Zeljena orijentacija postize:

1, — Gl
1, = arctan(L),
81— ¢,
s time da uvijek uzimamo ¢ € (-, |, a rubnu situaciju za ¢;. = ¢;. kada
] Iy ! 81y w
g1, # G1, posebno definiramo tako da stavimo da je ¢j = 7. Tada moZemo

definirati greSku sustava kao e(t) = ¢j — ¢j, za koju ¢emo takoder zahtijevati
e(t) € (—m, r]. Sada moZemo definirati upravljacki ulaz kao kutnu brzinu robota
wR jer je to jedino Sto je preostalo definirati u robotu kako bi se on mogao gibati.
Kutnu brzinu wgr moZemo dobiti preko PID regulatora:

de(t)

dt
No zbog fizickih ogranicenja kotaca nije uvijek moguce ocekivati brzine v, i w;,
na robotu. Zato ¢emo definirati izvedive brzine v,_ i w,_ odnosno one kojima
¢e se robot zapravo gibati. Pretpostavljaju¢i da su oba kotaca jednaka u smislu
maksimalne rotacijske brzine i polumjera i da se okre¢u u istom smjeru uvest éemo

t
wy = Kye(t) + K; / e(T) dT + Ky
0

qDLmnx = (PRmax = (Pmax
(PLmin = q)Rmin = (Pmin = 0

Promotrimo desni kota¢ na robotu. Kada se on vrti prema naprijed kutnom brzi-
nom @r, tada e se srediste Sasije P, koje se nalazi na polovici udaljenosti od oba

kotaca, gibati brzinom %, a analogno vrijedi i za lijevi kota¢. Ukupna ¢e brzina

u sredistu Sasije P iznositi “5* + . Kada se pokrede samo desni kotag, tada ce
se 3asija rotirati oko lijevog kota¢a kutnom brzinom wr = £ (obrnuto od smjera

kazaljke na satu). No to znaci da ¢e se i u tocki P takoder javljati ta kutna brzina.
Analogno vrijedi i za lijevi kota¢ samo Sto se tu rotacija dogada u smjeru kazaljke

na satu pa je ukupna kutna brzina Sasije u tocki P jednaka % — %.
Tada mozemo vidjeti da vrijedi:
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_ "®max _ TQmax
T T Y T T
Ot ax — r(Pmax/ Upir, = Tgi)min =0.

Iz formule da direktnu kinematiku (2.5) moZemo izvesti formulu za inverznu ki-
nematiku te onda napraviti preslikavanje (vy, wy) — (¢, Pr):

o1 Lo (1o 1] o
PR ==-11 0 —I éR:—lo—l 0f.
0 o1 0 o1 0] |w

No kako dobivene kutne brzine kota¢a ne moraju biti unutar [@in, Pmax], moZemo
definirati algoritam 1 koji ¢e napraviti potencijalnu korekciju kutnih brzina.

Algoritam 1

1: procedure CORRECTION (@1, PR, Pmin, Pmax)

2: PrLrMAX = max(¢r, Pr)

3: @LRMIN = min(¢r, Pr)

4: if PLRMAX > Pmax then

5 oL = 9L — (PLRMAX — Prmax)

b: PR = PR — (PLRMAX — Pmax)

7 else

8: if 9rrMIN < @iy then

9: ¢r = @L + (Pmin — PLRMIN)
10: PR = PR + (Pmin — PLRMIN)
11: (pL = max((Pmin/ min(q}L/ (pmax))

12: ®r = max(@in, Min(PR, Pmax))

Nakon korekcije mozemo se vratiti na formulu direktne kinematike (2.5) te dobiti
kona¢nu translacijsku v, i rotacijsku w;,_, brzinu kojima se robot giba. Tako se
postupak ponavlja sve dok ne dodemo do cilja.

' Ur,., 10 171 reL
éR = 0 = [1 0§ -l 1’([)1{ 5
Wy, 01 0 0



3 | Lokalizacija i mapiranje

Jedna je od izazovnih stvari na mobilnom robotu njegova navigacija. Da bi se ro-
bot uspjesno mogao voditi kroz prostor potrebno je prije toga savladati nekoliko
bitnih stavki. Prva od njih je percepcija, tj. robot mora znati interpretirati podatke
sa senzora da bi dobio smislene informacije o okolini. Zatim je bitna lokaliza-
cija, odnosno robot mora znati odrediti svoju poziciju u okolini u kojoj se nalazi.
Upravo se najviSe istraZivanja usmjerilo na tehnike lokalizacije. No i sam postu-
pak lokalizacije ukljucuje viSe ostalih procesa. Tako percepcija ima vaznu ulogu
u procesu lokalizacije, a fundamentalnu ulogu u percepciji imaju senzori. Sen-
zore moZemo svrstati u dvije kategorije, one koji promatraju interno stanje robota
(npr. odometrijski senzori) i one koji promatraju okolinu u kojoj se robot nalazi
(npr. ultrazvudni ili laserski senzori udaljenosti). Senzori nisu uvijek to¢ni i pre-
cizni zbog raznih fizickih svojstava, stoga se ne mozemo u potpunosti osloniti na
njih. Kada se te pogreske akumuliraju kroz odredeno vrijeme, to moZe biti losSe
za lokalizaciju.

Zato se u lokalizaciji razvijaju modeli koji stanje robota iskazuju u obliku vjerojat-
nosne distribucije. Tu se javljaju dva nac¢ina reprezentiranja mogucih konfiguracija
robota. Prvi se nacin zasniva na koriStenju samo jedne hipotetske pretpostavke o
stanju robota (eng. single-hypothesis belief system). Primjerice, stanje robota mo-
Zemo modelirati jednom Gaussovom distribucijom. U drugom se nacinu koristi
viSe (moguce i beskona¢no mnogo) hipotetskih pretpostavki o stanju robota (eng.
multiple-hypothesis belief system). Tada se konfiguracije robota mogu modelirati s
viSe Gaussovih distribucija ili mogu se diskretizirati stanja robota pa svakom sta-
nju dodijeliti vjerojatnost da je to pravo stanje robota. Glavna je prednost prvog
nacina ta da se olakSava donosenje odluka o budué¢im akcijama robota na njegovoj
kognitivnoj razini (npr. u procesu planiranja putanje) jer imamo samo jednu hi-
potetsku pretpostavku konfiguracije robota. No glavna je mana ta Sto se prilikom
azuriranja konfiguracije robota poslije upravljackih ulaza jako teSko moZe postici
zakljucak o sljede¢em stanju koje bi se temeljilo samo na jednoj hipotetskoj pret-
postavci zbog svih mogudih pogreSaka/nesigurnosti u senzorima koje se mogu
dogoditi. Glavna je prednost u drugom nacinu, u kojem robot prati odredeni skup
konfiguracija, sposobnost procjenjivanja nesigurnosti vlastitog stanja sto je vrlo
korisno kada se procjenjuje buduce stanje na temelju upravljackih ulaza. Ono sto
je nedostatak jest to da je problemati¢no donositi odluke o tome kako ¢ée se robot
gibati ako nije siguran gdje se nalazi. Tu se moZe doskociti da se uzima najvjero-
jatnija konfiguracija robota, ali to znaci da se mora za svaku moguéu konfiguraciju
racunati vjerojatnost, sto pridodaje racunskoj sloZenosti. Moguce je takoder pla-
nirati trajektorije koje e svesti tu nesigurnost na najmanju mogucu mjeru, no to

3
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opet pridodaje racunskoj sloZenosti.

3.1 Reprezentacija mape

Reprezentacija mape takoder ima veliku ulogu u lokalizaciji. Cesto odabir odre-
dene reprezentacije mape utjece na odabir reprezentacije konfiguracije robota, a
isto tako utjece na racunsku sloZenost procesa mapiranja, lokalizacije i navigacije.

3.1.1 Kontinuirana reprezentacija mape

Jedan od nacina reprezentacije mape je kontinuirani pristup pri ¢emu se na konti-
nuiran i precizan nacin prikazuju znacajke u okolini. Pod pojmom znacajke sma-
tramo sve prepoznatljive objekte u prostoru. Te se znacajke mogu prepoznati po-
sebnim algoritmima koji pokuSavaju na temelju podataka sa senzora izvuci smis-
lene informacije. Ovakav se pristup najcesce koristi u 2D reprezentacijama. Jedan
takav primjer je pojednostavljeno prikazivanje objekata linijama koje ne moraju
¢ak ni u potpunosti ocrtavati objekt nego samo one dijelove koje senzori mogu
ocitati. Velika prednost u ovakvom pristupu je visoka preciznost i izraZajnost koja
se moZe dobiti u razumnom vremenu. Mapu tada moZemo zapisati kao

m = {my,my,..., my},

gdje je N ukupan broj objekata u prostoru, a najcesée svaki m,,1 < n < N pred-
stavlja koordinate objekata.

3.1.2 Dekompozicija mape

Drugi pristup u reprezentiranju mape je diskretiziranje okoline, odnosno radi se
dekompozicija u kojoj se stvarna okolina podijeli na dijelove. Prednost u ovakvom
pristupu je ta da neke dekompozicije mogu odgovarati algoritmima navigacije pa
se tu mogu postiéi brze i bolje performanse. Ono Sto jest nedostatak Sto se prili-
kom dekompozicije moze izgubiti odredena tocnost i pouzdanost. Vrlo popularan
primjer u nacinu reprezentiranja okoline su mrezaste mape zauzetosti u kojima se
okolina prikazuje pomocu mreZe ¢elija, a obojenost tih ¢elija oznacava zauzetost.

3.2 Bayesovi filtri

U lokalizaciji vjerojatnost ima vrlo vaznu ulogu jer svi ulazni podaci sa senzora
bilo koje vrste sa sobom nose odredenu dozu pogreske kao i upravljacki ulaz koji
ne mora odgovarati stvarnom gibanju. Stoga je jako teSko deterministicki procje-
njivati konfiguracije robota na temelju senzora i upravljackog ulaza u stvarnim
uvjetima. Vjerojatnost ima fundamentalnu ulogu ovdje jer se sve te nesigurnosti
mogu vjerojatnosno modelirati, odnosno procjenjivanje se konfiguracije robota
mozZe modelirati pomocu vjerojatnosnih distribucija to je i dovelo do uspjeha mo-
bilnih robota.
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S & = {&o,¢1,...,{r} oznacimo put robota do trenutka T. S u; ¢emo oznaciti
upravljacki ulaz, no taj izraz moZze predstavljati podatke sa senzora (npr. odome-
trijskih senzora kotaca). Kao $to je ve¢ receno, senzori sa sobom nose odredene
nesigurnosti, odnosno sum koji nam onemogucéuje da zapravo samo iz upravljac-
kih ulaza Uy = {up, uy,...,ur} deterministicki odredimo konfiguraciju robota. S
zt ¢emo oznaciti mjerenje sa senzora (a moZze ukljucivati i podatke sa vise senzora)
u trenutku ¢, a tada niz mjerenja mozemo oznaciti s Z; = {zo, z1, . ..,z7} pri ¢emu
ta mjerenja mogu predstavljati koordinate tocaka, linija ili ravnina u referentom
okviru senzora. Kao $to smo rekli, konfiguraciju ¢emo robota morati procjen;ji-
vati na temelju podataka sa senzora, a najbolju éemo pretpostavku o stanju robota
nazivati uvjerenjem. Uvjerenje moZemo modelirati aposteriornom distribucijom
nad stanjima na temelju svih mjerenja i upravljackih ulaza do trenutka t:

bel(Gt) = p(Gtlz1—t, t1t).

No takoder nam je bitno uvjerenje prije ukljuc¢ivanja najnovijeg mjerenja z; odmah
poslije upravljackog ulaza u;:

bel (&) = p(Gtlza-se—1, t1t)-

Cesto se distribucija bel (&) naziva predikcija jer se konfiguracija robota predvida
na temelju upravljackog ulaza i prethodnih mjerenja ili akcija jer se tijekom ove
faze robot giba. Sli¢no se distribucija bel(;) naziva korekcija jer se na temelju
mjerenja stanje robota azurira. Algoritam 2 opisuje op¢eniti algoritam za racuna-
nje uvjerenja koji se jos naziva Bayesov filter.

Algoritam 2 Bayesov filter

procedure BavesFiuter (bel (C—1), tt, zt)
for V¢; do

1:
2
3: bel(Gt) = [ p(Gelur, Gi—1) bel (Gi—1) G
4 bel (Gt) = 1 p(z:|Ct) bel (Gt)

B return bel (¢t)

Primijetimo da u Bayesovom filteru nemamo konkretne informacije o prostoru,
odnosno mapi. On je rekurzivan, odnosno vidimo da se distribucija uvjerenja
bel(¢;) u trenutku ¢ ra¢una na temelju bel (§;_1 ) u trenutku t — 1 uz najnoviji uprav-
ljacki ulaz u; i mjerenje z;. On se sastoji od dva koraka: predikcije i korekcije. Pre-
dikcija se sastoji integralne sume umnoska dviju distribucija: apriorne distribucije
uvjerenja nad ¢;_; i vjerojatnosne distribucije gibanja (vjerojatnost da u; inducira
tranziciju iz stanja ;1 u ¢;). Korekcija se sastoji od ra¢unanja umnoska uvjerenja
bel (&+) s vjerojatnosnom distribucijom mjerenja (vjerojatnost da se dogodilo mje-
renje z; s obzirom na stanje ¢;). Taj umnoZak ne ¢ini vjerojatnosnu distribuciju jer
nije normaliziran, zbog ¢ega se pojavljuje normalizacijska konstanta 1. Kako se
distribucija uvjerenja ra¢una rekurzivno, tada je potrebno definirati pocetno uvje-
renje bel(p) gdje se najcesce javljaju dva slucaja. Prvi je slucaj kada to¢no znamo
gdje se robot nalazi. Tada distribuciju uvjerenja bel (&) modeliramo s J distribu-
cijom u tocki u kojoj se robot nalazi. Drugi je slucaj kada uopée ne znamo gdje se
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robot nalazi te tada moZemo koristiti uniformnu distribuciju. Moguce su i druge
varijante gdje imamo djelomi¢ne informacije o pocetnom stanju robota pa se tu
mogu koristiti i druge distribucije. Jedna od bitnih pretpostavki za ovaj algoritam
je Markovljeva pretpostavka koja govori da budude stanje ¢; ovisi samo o pret-
hodnom stanju ¢;_;, odnosno da su sve informacije o prethodnim mjerenjima i
upravljackim ulazima sadrZzane u ¢;_;. U stvarnim primjerima to nije istina jer za-
pravo trenutno stanje moZe ovisi o prethodnim stanjima, no pokazalo se da je ova
pretpostavka uspjeSna i robusna na situacije u kojem Markovljeva pretpostavka
ne vrijedi, a da pri tome ta pretpostavka smanjuje ra¢unalnu slozenost.
Pokazimo korektnost Bayesovog filtra, odnosno da se distribucija bel(¢;) =
p(Ct|z1-t,u1-5¢) dobije iz bel (1) = p(Et—1]z1-t—1, ¥1¢—1) pri ¢emu znamo po-
Cetnu distribuciju bel (). Koriste¢i Bayesovo pravilo imamo:

(2¢|Ct, z15t—1, U1t) P(Ct|Z15t—1, U15¢)
p(zt|Z151—1, U15¢)
=1 p(2¢|Ct, z155t—1, U1t) P(Ct|Z1—1, U1t)-

p(Celz1—t, 15t) _F

Uz Markovljevu pretpostavku (p(z¢|Ct, z1—¢—1, 15¢) = p(2¢|Ct)) dobijemo

p(Ctlz1oe u1—st) = 1 p(2¢|Ct) P(Ct|z106—1, U15t),

odnosno

bel(&t) = 1 p(zt|Ct) bel (G).

Koriste¢i teorem potpune vjerojatnosti za bel (¢;) dobijemo:

bel (&) =p(&t|z1st—1, U151)
= / p(Ct|Ce—1,21-t—1, U1¢) P(Ct—1|Z1—t—1, U15¢) ACt—1,

Primijetimo da u izrazu p(¢¢—1|z1—¢—1, 41—+ ) stanje ;1 ne ovisi o u;. Uz Markov-

ljevu pretpostavku za stanje ¢;_1 dobijemo:

p(Ct|Ct—1,215t—1, U1¢) = P(Ct|Cr—1, us),

Sto ¢e sveukupno dati predikciju algoritma:

bel (¢;) Z/P(Ct|§t—1,ut)P(Ct—1|21—>t—1lul—>t—1)dét—1
Z/P(Ct|€t_1,ut)bel(Ct_1)d<§t_1.

No ovakav se generalni oblik algoritma ne moZze implementirati pa se zbog toga
koriste aproksimacije i varijante koje se biraju s obzirom na efikasnost, to¢nost i
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prakti¢nost. Primjerice, Cesto se u 2D gibanju koristi dekompozicija prostora stanja
pomocu mreZe s fiksnom veli¢inom Celija (iako je moguce koristiti tzv. adaptivnu
dekompoziciju za bolju ra¢unalnu sloZenost) pa se time dobije trodimenzionalan
diskretan prostor stanja. U takvim je varijantama potrebno definirati poc¢etnu dis-
tribuciju uvjerenja bel (¢ ), distribuciju gibanja p(&¢|ut, &1 ) 1 distribuciju mjerenja
p(2tC).

Kao §to je receno na pocetku, mi smo ovdje modelirali distribuciju uvjerenja na
temelju najnovijeg upravljackog ulaza i podataka sa senzora, ali bez ikakvih saz-
nanja o okolini, tj. o mapi. Kada bismo ukljucivali informacije o prostoru, tada
bismo promatrali problem p(¢|z1-,t, u1-5t, m), a tada govorimo o problemu loka-
lizacije.

3.2.1 Vjerojatnosni modeli gibanja

Vjerojatnosni modeli gibanja opisuju aposteriornu distribuciju stanja robota na
temelju upravljackog ulaza u; (Sto ne mora nuzno oznacavati upravljanje nego i
mjerenje s odometrijskih senzora) i njegove trenutne konfiguracije ¢;_1:

p(Gtlue, &r—1).

Navest ¢emo dva modela gibanja za mobilne robote koji se gibaju u 2D prostoru.
Prvi se model zasniva na tome da u; predstavlja upravljacku naredbu za transla-
cijsku i kutnu brzinu robota (ili se pretpostavlja da ¢e se u najboljem slucaju robot
tako gibati). Drugi se model osniva na tome da u; predstavlja odometrijska mje-
renja. U praksi se pokazalo da su odometrijski modeli viSe precizniji nego modeli
osnovani na brzini jer se dani upravljacki ulaz aktualizira s manjom preciznos¢u
od odometrijskog mjerenja. No kako odometrijski model predstavlja naknadne
informacije, on se ne moZze koristiti za planiranje gibanja, nego se koristi samo za
procjenjivanje, dok se modeli zasnovani na brzini koriste u modelima planiranja.

Model zasnovan na brzini

U modelu zasnovanom na brzini upravljacki ulaz u; predstavlja translacijsku i
kutnu brzinu kojima se robot upravlja:

Ot
Uy = s

Stoga moZemo dati algoritam 3 u zatvorenoj formi za racunanje vjerojatnosti
p(&t|ut, 1) pri éemu ulazni parametri su inicijalna poza &1 = [x,y,0]T, uprav-
lia¢ki ulaz u; = [v,w]T i pretpostavljena konfiguracija & = [x/,y’,0']".

Ovaj model pretpostavlja da se robot giba konstantnom translacijskom i rota-
cijskom brzinom po kruznici sa srediStem u (x*,y*) i radijusa r* u intervalu
At = (t —1,t]. Ta ¢e pretpostavka biti dobra samo ako se uzimaju male vrijed-
nosti za At. Na temelju geometrijske analize (viSe u [8]) moZemo dobiti potreban
upravljacki ulaz i = [6, ®]T koji ée napraviti tranziciju iz [x, y]T u [x’,y']T. Takoder
treba uzeti u obzir i to da zbog Suma u gibanju i grube pretpostavke o gibanju po
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Algoritam 3 Model gibanja zasnovan na brzini

1: procedure MottoNMobpeLVELocrty (&1, Uy, Gt )
9. 1 (x—x")cos 0+ (y—y’) sin 6
: k=73 (y—y") cos—(x—x") sin 6

!/
3: x*z%ﬂt(y—y’)
& yr=5+p( —x)
N s e

Ik i

6 A = arctan =L — arctan =L
F: = i—fgf*
8: w = AL
9:  return NorMAL(v — 9, a1|v| + az|w]|) - NorMmAL(w — @, a3|v| + a4|w])) -

NORMAL(GIA—_tG — W, as5|v] + aslwl))

kruZnici konac¢na orijentacija nakon gibanja moZe biti drugacija u odnosu na oce-
kivanu. Uzimajuéi u obzir Sumove pri gibanju i promatrajuci greske translacijske
brzine, kutne brzine i konacne orijentacije (pri ¢emu je ocekivano da nema do-
datne orijentacije robota na kraju gibanja) te pod pretpostavkom da su te greske
nezavisne, moZemo racunati njihove vjerojatnosti pri ¢emu koristimo normalnu
distribuciju s o¢ekivanjem 0 i varijancom koja je proporcionalna upravljackim br-
zinama. Parametri a; > 0,7 = 1, ... 6 specifi¢ni su za svakog robota te ukoliko je
robot manje precizan, tada su ti parametri vedi.

Za pojedine ¢e algoritme procjenjivanja stanja (npr. cesti¢ni filter) biti potrebno
uzorkovati slu¢ajno stanje ¢; prema modelu gibanja p(&;|us, ¢;—1) na temelju ulaza
u; i proslog stanja ¢;_.

Algoritam 4 Uzorkovanje modela gibanja zasnovanog na brzini

1: procedure SampLEMorioNMobEeLVELocrTy (¢, Ct)
2: 0 =v+sampLE(aq|v| + az|w|)

@ = w + saMPLE (&3 |v| + a4 |w))

4 = sampLE(a5|0| 4 ag|w])

x' =x—LZsin0+ Zsin(6 + ©At)

¥y =y+Zcosh— 2 cos(6 + DAt

0 = 0+ WAt + qAt
return é; = [/, y/, 6

]T

MoZemo vidjeti da se ulazne brzine perturbiraju Sumom te se iz perturbiranih
brzina definira novo stane. Primijetimo da se pri tome uklju¢uje dodatna pertur-
bacija konacne orijentacije. Funkcija sampLE generira sluc¢ajan uzorak iz normalne
distribucije s o¢ekivanjem 0 i varijancom koja je proporcionalna upravljackim br-
zinama.

Model zasnovan na odometriji

Upravljacki ulaz odometrijskog modela sastoji se od mjerenja s odometrijskih sen-
zora. Informacije koje dobijemo od tih mjerenja predstavljaju relativni pomak s
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& 1= [%79,0Tuc = [¥,7,0". Upravo ée taj pomak biti dobar aproksimator
izmedu pravih stanja ¢;_1 i ¢ jer éemo koristiti svojstvo da izmedu svaka dva sta-
nja postoji jedinstven vektor [dyot,, Otrans, Orot, | T koji radi tranziciju iz jednog stanja
u drugo, odnosno iz prvog se stanja rotacijom i translatiranjem dovodi u drugo
stanje nakon ¢ega slijedi radi zavr$na rotacija zbog Sumova i grubih pretpostavki
gibanja.

Algoritam 5 Model zasnovan na odometriji

1: procedure MotioNMopeLODOMETRY (&t 1, Ut, Ct)
2 Orot; = -0

Stpans = /(X = %)+ (§ — ')

(Srotz - é/ - 6_ - (Srotl

broty = arctan £ y/_y —6

5trans = \/ x - x (y - ]//)2

(5r0t2 - 9/ B — (Srotl

P1 = NORMAL((Srotl (Srotlz 061(5rot1 I azétrans)
P2 = NORMAL((Stmns - (StrunSz “3(5trans + 0‘4((51’01‘1 + 5rot2))
10: p3 = NORMAL((SrotZ (Srotzz fxlfsrotz I azétmns)
11: return p; - p - p3

Algoritam 6 Uzorkovanje odometrijskog modela gibanja

1: procedure SAMPLEMOTIONMODELODOMETRY (¢, Ct—1)
2; 5r0t1 =
5trans—\/x_x 2+(y ]/)

{rotz — 9 9 (5r0t1

(irotl = (Srotl SAMPLE(‘lesrotl + “2(5trans)

5trans = Otrans — SAMPLE(“B&ranS I “4(5r0t1 + (Srotz))
5rot2 = (Srot2 SAMPLE(OCl(Sth + lxzfstrans)

1= g4 5tmns cos(0 + (Smtl)

]/ =y—+ 5trtms Sln(e + 5rot1)

10: 0 =0+ Srotl + grotz

11:  return¢; = [x/,y/,0']T

U algoritmu 5 moZemo vidjeti kako se vjerojatnosti greSke u rotacijama i trans-
laciji ra¢unaju. Usporeduje se vektor tranzicije na temelju mjerenja s odometrij-
skog senzora ¢; i ¢;_1 i vektor tranzicije na temelju predvidenog stanja ¢; i proglog
stanja ¢;_1. Tada racunamo vjerojatnosti razlike odgovaraju¢ih elemenata od tih
vektora, a te razlike predstavljaju pogreske u odometriji koje su modelirane nor-
malnom distribucijom jer uklju¢ujemo Sum. Konac¢nu vjerojatnost dobijemo tako
Sto pretpostavljamo da su pogreske pojedinacnih parametara nezavisne. Koefici-
jentiw;, i =1,...,4 specifi¢ni su za svakog robota.

Analogno kao u modelu gibanja zasnovanom na brzini moZemo definirati uzor-
kovanje u kojem ¢e se novo stanje slucajno generirati kao Sto je prikazano u al-
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goritmu 6. Ideja je ista kao u zatvorenoj formi, samo malo drugacije iskazana.
Dakle pretpostavljamo da odometrijska mjerenja sadrze Sumove modelirane nor-
malnom distribucijom te na temelju jednostavne geometrijske analize dobijemo
novo slucajno generirano stanje.

Modeli gibanja s informacijama iz mape

Postavlja se pitanje kako modelirati model gibanja poznavajuéi mapu m:

p(Celut, Gr—1,m). (3.1)

Ako mapa m sadrzi informacije koje su bitne za procjenu stanja (kao $to je u mre-
Zastim mapama zauzetosti gdje imamo informacije o tome gdje se objekti nalaze)
tada vrijedi:

p(Ctlut, &—1) # p(Celus, Cr—1,m).

Racunanje je tog modela kompleksno jer se mora uzeti u obzir vjerojatnost da pos-
toji neokupirani put izmedu ¢;_; i {; zajedno s vjerojatnosc¢u da ce taj put robot
uspjeti pratiti na temelju ulaza u; zbog nesigurnosti/Sumova. No pod pretpostav-
kama da su udaljenostiizmedu ¢;_; i {; dovoljno male i da se aZuriranja stanja rade
dovoljno cesto, tada model 3.1 moZemo aproksimirati koriste¢i Bayesovo pravilo:

p(Gelut, Gr—1,m) = ny p(m|&, ur, &—1) p(Gelut, Gr-1)
= 111 p(m|Gt) p(Gelut, Gr—1)
=1 % p(Ctlut, Gi—1)
= p(Gtlm) p(Gelut, §r—1)
p(Gt)
= 113 p(&tIm) p(Gelur, G1—1)

Cesto je p(&) uniformna pa se moZe takoder smatrati normalizacijskom konstan-
tom. U mreZastim mapama zauzetosti p(¢¢|m) moZemo racunati tako da je pos-
tavljamo na 0 kada je ¢elija u kojoj bi se robot mogao nalazi zauzeta. Sada mozemo
na temelju ove aproksimacije dati modele gibanja s informacijama iz mape u za-
tvorenoj formi 7 i u formi za uzorkovanje 8:

Algoritam 7

1: procedure MottoNMopeLWitHMAP(C; 1, Ut Ct, )
22 return p(Glur, Ge1) - p(Gilm)

Primijetimo da u formi za uzorkovanje imamo racunanje teZinskog koeficijenta
koji je proporcionalan p(¢¢|m).

3.2.2 Vjerojatnosni modeli mjerenja

Vjerojatnosni model mjerenja definiran je kao uvjetna distribucija p(z¢|C:, m).
Takvi modeli opisuju vjerojatnost da ée senzori dati mjerenje z; s obzirom na poz-
navanje mape m i stanja robota ;. Mjerenje z; moZe se sastojati od viSe mjerenja.
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Algoritam 8

1: procedure SaMPLEMoOTIONMODELWITHMAP (&)1, 1t, 1)
2: =0
while 77 ¥ 0 do
¢t = SamPLEMOTIONMODEL (144, {t 1)
= p(Ge|m)
return (¢, 77)

To se moze dogoditi kada imamo viSe senzora (bilo istih ili razli¢itih vrsta) ili
kada jedan senzor generira viSe mjerenja. Tada ¢emo broj mjerenja u trenutku ¢
oznaditi s K pa onda z; moZzemo zapisati kao z; = {z},...,zK}. Medu najpopu-
larnijim senzorima u robotici su senzori udaljenosti (laserski, ultrazvué¢ni) koji
mjere udaljenost do objekata. Stoga ¢emo upravo za tu vrstu senzora dati vjero-
jatnosni model mjerenja. Taj ¢e model sadrZavati tri vrste greSaka/nepouzdanosti
koje se mogu javljati prilikom mjerenja: Sum prilikom mjerenja, greska senzora i
slu¢ajnost mjerenja. Zeljeni se model tada definira kao mje$avina tih triju gresaka.

Sum prilikom mjerenja

U idealnom svijetu senzor udaljenosti uvijek bi vra¢ao to¢nu izmjerenu vrijednost
do najblizeg objekta u mapi. Tu tonu vrijednost moZzemo oznaciti s z&* prilikom
mjerenja zf. No kako su mjerenja sa senzora podloZni razli¢itim umovima tegko
éemo znati da je z¥ = zF*. Takav um moZemo modelirati Gaussovom distribu-
cijom. Pomocu koordinata objekta izmjerenih s zf i projiciranjem u globalni refe-
rentni sustav izra¢unat éemo udaljenost d,,s do najbliZzeg objekta na mapi m. Tada
vjerojatnost mjerenja mozemo oznaciti s py;; i definirati kao

phit(zlﬂgtrm) = sffhit(dobs)"c’(fhit ~ N(O’ Uﬁit)‘

Greska senzora

Moguce je da se dogodi da senzor ne uspije ocitati objekt. To je moguce iz vise
razloga, a tada ¢e senzor vratiti maksimalnu mogucéu vrijednost z,,,. Kako takvi
slucajevi nisu rijetki, tada bismo to trebali modelirati:

1 dkoz= Zuyy
0 inace

Pmax(Z]ﬂgt,m) — I(Z = Zmax) - {

Primijetimo da p..x ne predstavlja kontinuiranu distribuciju, nego diskretnu dis-
tribuciju.
Slucajnost mjerenja

Dogada se i to da senzori udaljenosti generiraju potpuno neobjasnjiva mjerenja.
Takva ¢emo mjerenja modelirati uniformnom distribucijom nad intervalom vri-
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jednosti mjerenja [0, Zyax]:

1

ako 0 < zF < z
pm”d(zlﬂétz m) — {Zmax . t max .
0 inace

Sada distribuciju p(z¥|&;, m) moZzemo zapisati kao:

T
L Zhit tht(zt |‘:tr m)
p(zt |Ctrm) = | Zrand prand(zt |€t1 ) ’
Zmax | | Pmax(2F]Gt,m)

pri ¢emu su zpjt, Zpand 1 Zmax teZine za koje vrijedi zpjt + Zpgng + Zmax = 1. One
(ukljuCujudi i 0y,;;) se mogu odrediti ru¢no, a mogu i pomocu algoritama poput
metode maksimalne vjerodostojnosti na temelju stvarnih mjerenja (vise u [8]).
Sada moZemo navesti algoritam koji ¢e obuhvatiti sve navedeno:

Algoritam 9 Polja izglednosti za senzore udaljenost

1: procedure LikeLiHooDFiELDSFORRANGEFINDERS (24, Cf, 1)
% g=1

3: fork=1,...,Kdo

4: if z’tc # Zmax then

5: Xk = X + X sens COS 0 — Yg sens SIN O + 2K cos (6 + O sons)

6: Yok =Y + Yk sens COS 0 + X sops SIN O + z’t‘ sin(0 + Ok sens)

7: dops = min{ (x 1 — x')? + (v, (= y')?|(x',y') occupied in m}
x/,y/

8: qg=q- (Zhit . N(dobs,o tht) + Z:Z;lf)

return g

Primijetimo da u linijama 5 i 6 projiciramo mjerenja u globalni referenti okvir na
temelju stanja robota i relativne pozicije senzora u odnosu na referentni okvir ro-
bota. Najskuplja operacija po pitanju racunske sloZenosti u ovom algoritmu je u
liniji 7 gdje se trazi najbliza zauzeta pozicija na mapi. Primijetimo da u liniji 8
implicitno koristimo sljede¢u aproksimaciju:

p(zt|Ce,m H P(Zlﬂgtr

Tu pretpostavljamo da su Sumovi mjerenja medusobno nezavisni. To i je istina
samo u idealnim slucajevima, ali generalno ta pretpostavka ne vrijedi iako i dalje
daje dobre rezultate.

3.2.3 Monte Carlo lokalizacija

Opisani Bayesov filter 2 daje opceniti oblik za ra¢unanje distribucije uvjerenja
bel(¢;) bez ikakvog saznanja o mapi. Kada uklju¢imo saznanja o mapi tada go-
vorimo o problemu lokalizacije. Monte Carlo lokalizacija je algoritam koji racuna
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Algoritam 10 Monte Carlo lokalizacija

1: procedure MCL(X;_1, ug, z¢, m)
2: X=Xy = &
3 fork=1,...,Mdo
4 dk] = samMPLEMOTIONMODEL (14, { t[lﬂl)
5 wlk] = MEASURMENTMODEL (¢, dk], m)

¥ 5 k k
6: g =X u{EM, oy
7 fork=1,...,Mdo '
8 draw i with probability co .’
9 A = A LJ {Ctm}

return X;

distribuciju uvjerenja bel({;) pomocu skupa Cestica Xy = {d”,. s C;M]}, | X =

M. Svaka cestica dk] predstavlja pretpostavku o stanju sustava te Sto se viSe Ces-
tica nalazi na nekom dijelu prostora stanja, to je viSe vjerojatno da je pravo stanje
robota u tom dijelu. Kada ovakve cestice koristimo u procjenjivanju distribucije
uvjerenja bez ukljucivanja informacija iz mape, tada govorimo o cesticnom filtru
koji je varijanta Bayesovog filtra. Cesti¢ni filter radi analognu stvar kao i MCL tako
da istovremeno moZzemo pratiti nac¢in funkcioniranja oba algoritma objasnjavajudi
samo jednog od njih. MoZemo primijetiti da MCL konstruira distribuciju uvjere-
nja bel(&;) rekurzivno od distribucije uvjerenja bel(¢;—1) iz prethodnog koraka.
To se radi tako da se skup cestica rekurzivno konstruira na temelju prethodnih

Cestica: Cestica dk] se kreira na temelju ¢ yc_]l i ulaza u; tako da se uzorkuje iz distri-
bucije p(&|ut, & _1). Kada se tako kreira M Cestica, one onda predstavljaju bel (&;).

[K]

Pri tome za svaku se esticu rac¢una tezinski koeficijent w;" s vjerojatnosnim mo-

delom mjerenja p(zt|Ct[k], m). Taj ée koeficijent imati vaznu ulogu u sljede¢em ko-
raku gdje se svaka Cestica ponovno uzorkuje iz novonastalog privremenog skupa
s vjerojatnoS¢u proporcionalnom tom koeficijentu. Tako ¢e nastati skup koji ¢e
aproksimirati distribuciju uvjerenja bel (). Primijetimo da smo u uzorkovanju
iz modela gibanja izostavili informacije iz mape m Sto nije problem kod ovakvog
pristupa kada radimo s velikim brojem cestica i kada ra¢unamo teZinske koefici-
jente koji nam govore koliko je releventna pojedina cestica. Moguce je definirati
koliko Cesto ¢e se ponovno uzorkovanje dogadati s glavnim ciljem da se ne izgubi
raznolikost uzoraka tako da se definira mjera rasprsenosti tezinskih koeficijenata.
Postoje i druge varijante ovog algoritma gdje se ne radi korak ponovnog uzorko-
vanja nego se za svaku Cesticu azurira tezinski koeficijent prema sljedecoj formuli
wi) = p(zi|g",m) - wl,.

Zbog rekurzivnog je uzorka potrebno definirati inicijalno uvjerenje bel (&o). To se
moZe napraviti tako da se nasumic¢no generiraju Cestice iz apriorne distribucije
p(&o) i onda im se dodijeli uniformni tezinski koeficijent M~!. Velika je prednost
MCL-a da moZe aproksimirati gotovo svaku prakti¢no vaznu distribuciju. No da
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bi se u tome uspjelo i izbjeglo moguce probleme u aproksimaciji, potrebno je iz-
bjegavati koristenje malog broja Cestica (viSe o tome u [8]).

3.3 Mapiranje

Mapiranje je proces u kojem mobilni robot izgraduje mapu okoline u kojoj se na-
lazi. Mapiranje je moguce napraviti tako da se ru¢no izgradena mapa preda ro-
botu, a moguce je i da robot autonomno izgraduje mapu. Izgradnja mapa moze
biti zahtjevan proces, a to ovisi o vise faktora. Ako je prostor ve¢i u odnosu na
perceptivni doseg robota, tada je teZe izgradivati mapu kao i onda kada je Sum
u percepciji i gibanju velik. Problemati¢no je i onda kada se javlja odredena dvo-
smislenost u percepciji, odnosno kada se ¢eS¢e dogada da razlic¢ita mjesta izgle-
daju slicno. U ovom ¢emo poglavlju predstaviti algoritam izgradnje jedne vrste
mreZastih mapa zauzetosti ¢ija je osnovna ideja prikazati mapu u mreZi jednako
rasporedenih slucajnih varijabli koje su binarne i koje reprezentiraju zauzetost.
MreZaste mape zauzetosti imaju vrlo vaznu ulogu u procesu planiranja putanje
jer svojim nac¢inom reprezentacije jako dobro odgovaraju vecini algoritama koji
postoje za pronalazak putova (npr. u teoriji grafova).

3.3.1 Mrezaste mape zauzetosti

Dakle u izgradnji mreZastih mapa zauzetosti treba odrediti aposteriornu distribu-
ciju mapa na temelju stanja robota i mjerenja:

p(m|zit, G1t)- (3.2

Mozemo primijetiti da upravljacki ulazi u;_,; nisu navedeni jer nam nisu potrebni
kada znamo trajektoriju robota. Raspodijelimo kontinuiran prostor kao:

M. = {mi}/

pri ¢emu je m; Celija s indeksom i koja moZe poprimiti samo dvije vrijednosti. Tako
¢emo definirati vjerojatnost zauzetosti éelije p(m; = 1) = p(m;) i vjerojatnost da
nije zauzeta p(m; = 0). U praksi se veliki broj ¢elija koristi za izgradnju mape, $to
znadi da kada imamo mapu od 10000 ¢elija, onda ukupan broj mapa iznosi 2100%,
Sto bi znacilo da bi bilo nemoguce rac¢unati aposteriornu distribuciju 3.2 za svaku
mapu m. Zato se u algoritmima za izgradnju mreZastih mapa zauzetosti problem
aposteriorne distribucije 3.2 aproksimira:

p(m|zit, C1oe) = H p(my|z1¢, C1-51).
i

Ta je aproksimacija pogodna jer se time svodi na ra¢unanje binarnog problema
p(m;|zq_¢, &1-¢), pri Cemu pretpostavljamo da se mapa tijekom vremena ne mije-
nja, iako tada nije moguce reprezentirati ovisnosti susjednih éelija.

Algoritam 11 reprezentira zauzetost ¢elija pomoc¢u omjera vjerojatnosti na koji dje-
luje logaritamska funkcija (eng. log odds representation):
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Algoritam 11

1: procedure occupaANCYGRIDMAPPING ({;_1;}, Ct, 2¢)
. for m; € m do
if m; in perception of z; then
ltj = ly_1,; + INVERSESENSORMODEL(m;, &z, z¢) — lp
else

i =11,
return {/;;}

p(my|zy s, G15t)
— p(my|z1-4, G151t)
Prednost je ovakve reprezentacije u tome da se moZe izbje¢i numericka nestabil-

nost za vjerojatnosti blizu 1ili 0. Vjerojatnost zauzetosti ¢elije tada moZemo dobiti
preko:

li; =log 1

1
1
Algoritam 11 prolazi kroz sve Celije te azurira samo one koje su u percepciji mjere-
nja z; sa senzora. To se aZuriranje radi preko inverznog modela senzora. Inverzni

model senzora implementira inverzni model mjerenja p(m;|z;, ;) u log odds repre-
zentaciji:

P(mi|zl—>t1 Cl—>t) =1

p(milze, &)

— p(mifzt, )

MoZemo navesti konkretan primjer inverznog modela senzora za senzore udalje-
nosti.

INVERSESENZORMODEL (m;, {t, z¢) = log 7

Algoritam 12 Inverzni model senzora udaljenosti

procedure INVERSERANGESENZORMoDEL (m;, & = [x,y,0]7, z)
x;,yi = center of m;

r=/(xi—x)+(yi—y)?
¢ = arctan(Z=%) — 0

Xi—X

1:
2
3
4
5: k= argmin]-|(p — 0 sens|
6
7
8
9

if 7 > min(zpgy, 25 + 2)of |¢p — O sons| > g then
return [,
if z't‘ < Zmay and |r — z’t‘| < 5 then
. return /¢
10: if r < zf then
i return [,

Ideja je algoritma da svim celijama koje se nalaze u rasponu senzora te ¢ija je uda-
ljenost od robota blizu vrijednosti mjerenja proglasi zauzetima. Preko parametra
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« definira se ta blizina, odnosno debljina prepreke, a preko parametra B definira
se kutni otvor zrake. Prvo se odreduje indeks najblize zrake k i udaljenost r od
sredista celije m;. Ako se Celija nalazi izvan zrake senzora ili se nalazi na udalje-
nosti ve¢oj od 5 od mjerenja zf tada ¢e se vratiti pocetna vrijednost éelije. Kada se
¢elija nalazi unutar otvorene okoline oko zf pri ¢emu je ta duljina okoline jednaka
o tada Ce se vratiti locc. Vrijednost [f,, vratit ce se kada je udaljenost r kraca od zZt
za vise od 5. Primijetimo da je [y pocetna distribucija zauzetosti ¢elije koja je dana
s:

p(m; =1) p(m;)
p(m; =0) OBy

o =log ()

Izgradnja mape s vise tipova senzora

Ukoliko se viSe tipova senzora nalazi na robotu, postavlja se pitanje kako najbolje
integrirati dobivene informacije s tih senzora u jednu mapu. Jedan popularan
nacin je za svaki tip senzora graditi posebnu mapu te onda te mape kombinirati
koriste¢i prikladnu funkciju. Na primjer, ako s m* = {m¥} ozna¢imo dobivenu
mapu s k-tog tipa senzora i ako su mjerenja sa senzora neovisna, tada ih mozemo
kombinirati koriste¢i De Morganov zakon:

k
p(m;) =1 =] J(1 = p(mj).
k
MoZzemo pristupiti i na drugi nacin, odnosno racunati maksimum od svih dobi-
venih mapa pa proglasiti neku ¢éelijom zauzetom ako barem jedan senzor tako
pretpostavi:

p(m;) = max p(my).

34 SLAM

Sada dolazimo do jednog od vrlo bitnih problema u mobilnoj robotici, a to je pro-
blem istovremene lokalizacije i mapiranja (eng. simultaneous localization and map-
ping, abbr. SLAM). Taj se problem javlja kada mobilni robot nema pristup mapi
okoline niti ne zna gdje se nalazi. Ono Sto mu je dostupno jesu mjerenja zq_¢ i
upravljacki ulazi u;_,;. Tada robot pokusSava izgraditi mapu prostora u kojem se
nalazi, a pri tome istovremeno se pokusava lokalizirati s obzirom na tu mapu.
SLAM je bitno teZi problem i od lokalizacije kada je mapa poznata i od mapira-
nja s poznatim stanjima robota. SLAM moZemo podijeliti na dvije forme: online
SLAM i full SLAM. Online SLAM problem sastoji se od procjenjivanja aposteriorne
distribucije trenutnog stanja i mape:

p(Ct, m|z15t, U1st).

Mnogi algoritmi za online SLAM problem zanemaruju prosla mjerenja i uprav-
ljacke ulaze jednom kada su procesirani. Full SLAM problem procjenjuje aposte-
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riornu distribuciju cijele trajektorije robota ¢;_,; zajedno s mapom m:

P(Cl—m m|Zl—>t/ ”1—>t)-

Upravo ta razlika tih dvaju problema ima odredene posljedice u algoritmima koji
se mogu primjenjivati za rjeSavanje. MoZemo vidjeti da je online SLAM problem
rezultat integracije svih proslih konfiguracija od full SLAM problema:

p(Ct,m|z1 54, U15e) = //"'/P(Cl—>t17ﬂ|21—>t,u1—>t)d§1 Ao - . At 1.

3.4.1 FastSLAM

Jedan je od nacina rjesavanja SLAM problema korisStenje cesticnog filtra s kojim
smo se susreli u lokalizaciji (algoritam 10). Tako ¢emo dobiti FastSLAM algori-
tam koji je efikasan, koji ima sposobnost modeliranja nelinearnog gibanja robota
te istovremenog rjeSavanja full SLAM i online SLAM problema. To je moguce jer je
FastSLAM formuliran da rac¢una aposteriornu distribuciju trajektorije, no kako u
svakom koraku Cestic¢ni filter procjenjuje jedno po jedno stanje, tada se time rjeSava
online SLAM problem. Mi ¢emo se u nastavku baviti primjenom FastSLAM algo-
ritma u kontekstu mreZastih mapa zauzetosti. Promotrimo sljede¢u faktorizaciju
uvjetne vjerojatnosti:

P(C1t, m|Z1 s, ur) = p(M|C1t, 21, Urt) P(G15¢| 21058 U15t)
= P(m|§1—>tz Zl—>t) P(€1—>t|zl—>t1 ”1—>t)-

Temeljem ove faktorizacije svaka ¢e generirana cestica dk] u trenutku t dati svoju
aproksimaciju stanja robota i pri tome sadrzavati svoju aproksimaciju mape mlk].
Za to ¢e nam biti potrebne iste funkcionalnosti kao u lokalizaciji gdje éemo uzor-
kovanje cestica raditi na temelju prethodnih cestica, a pomoc¢u modela mjerenja
racunat éemo tezinske koeficijente. Nova je funkcionalnost u odnosu na lokaliza-
ciju ta sto éemo dodatno aZurirati odgovaraju¢u mapu pomocu te nove Cestice i

najnovijeg mjerenja.
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Algoritam 13

i proc_edure FastSLAM (AX}_1, ut, z¢, m)
2: X=X =0

3 fork=1,...,Mdo

4 g’fgk] = saMPLEMoOTIONMODEL (14¢, dlﬂl

5 wlk] = MEASURMENTMODEL (z4, dk],myﬂl)
6: mgk] = OCCUPANCYGRID(zt,dk],myﬂl)

ro A= Bau{E el )

8 fork=1,...,Mdo

9 draw i with probability co wt[i]

10: X = A0 {(El, mlyy

return X}




4 | Navigacija mobilnog robota

Navigacija je sposobnost robota da na temelju informacija iz okoline i ostalih in-
formacija kojima moZe pristupiti postupa tako da efikasno i pouzdano dostigne
ciljeve. Navigacija sadrzi dva bitna pogleda koji ¢ine snaznu komplementarnost:
planiranje putanje i izbjegavanje prepreka, odnosno reakcija na prepreke. Algo-
ritmi planiranja putanje pronalaze trajektoriju od pocetne lokacije do ciljne loka-
cije na mapi. Algoritmi izbjegavanja prepreka odnosno reakcije pronalaze nacine
za prilagodavanje postojece trajektorije u sluc¢aju da robot naide na nekakvu pre-
preku koja se moZe ocitovati na senzorima.

Mnogo algoritama za planiranje putanje koriste diskretne/dekomponirane mape.
Ukoliko mape nisu dekomponirane postoje razni nacini kako ju dekomponirati.
Jedan je od nacina fiksna dekompozicija gdje unaprijed podijelimo mapu na fik-
san broj dijelova kao Sto je primjer s mreZastim mapama zauzetosti. Zato éemo
algoritme u nastavku promatrati s tom idejom.

4.1 A* algoritam

A* algoritam razvio se za potrebe projekta Shakey u kojem se Zeljelo omoguciti
mobilnom robotu optimalno planiranje njegove putanje. A* algoritam prezentirat
¢emo koristeéi notaciju grafova jer mnogi se problemi koji trebaju pronadi opti-
malne putove (npr. putove najkraée udaljenosti) mogu promatrati na grafovima.
Osnovni je princip algoritma u svakom trenutku otkrivati optimalni put koji do-
vodi do cilja minimiziranjem funkcije troska. U svakom trenutku planiranja pu-
tanje algoritam sadrzi potrebne informacije o do tada kreiranim putovima te se
korak po korak ti putovi prosiruju sve dok se ne dode do konacnog cilja. Neka je
S pocetni ¢vor u grafu i neka je f(n) stvarni troSak optimalnog puta ¢iji je izvor u
S i koji prolazi kroz ¢vor n. Tada vrijedi f(n) = f(S) za svaki n koji se nalazi na
optimalnom putu te f(n) > f(S) za svaki n koji se ne nalazi na optimalnom putu.
Funkciju f(n) moZemo raspisati na sljedec¢i nacin:

f(n) = g(n) +h(n),
pri ¢emu je ¢(n) stvarni trosak optimalnog puta od pocetnog ¢vora S do ¢vora n, a
h(n) stvarni tro$ak optimalnog puta od ¢vora n do ciljnog ¢vora. No kako mi tra-
7imo optimalan put, nama nije poznata f () te éemo stoga uvesti procjenu f(1).
Kako bismo to uveli, uvest ¢emo procjenu ¢(n) za g(n) koja predstavlja najmanji
troSak puta od pocetnog ¢vora S do ¢vora 7 $to je algoritam uspio pronaci. Pri-
mijetimo da tada vrijedi ¢(n) > g(n). Zatim ¢emo uvesti procjenu funkcije /(1)

<t
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heuristikom (). Taj odabir ovisi o problematici koju Zelimo rijesiti. Primjerice,
u slucaju kada Zelimo pronadi najkracu udaljenost izmedu 2 grada koja povezuju
ceste, zra¢na udaljenost tih dvaju gradova ¢ini se jako dobrim odabirom. U tom
slu¢aju primijetimo da vrijedi 1(rn) < h(n) $toje inate generalno poZeljno svojstvo
za algoritam. Dakle funkcija trogka f(1) definirana je kao:

f(n) = §(n) +h(n)
te moZemo prezentirati pseudokod algoritma.

Algoritam 14

1: procedure A*(S,G)
2: openSet = {S}

8 closedSet = &

4: while openSet not empty do

5: n = pick from openSet with lowest f()

6: if n = G then return True

7: closedSet = closedSet U {n}

8: for neighbour x of n that is not in closedSet do
9: if x in openSet then
10: if §(n) +d(n,x) < §(x) then update f(x)
11: else

12: openSet = openSet U {x}

return False

Dobar odabir funkcije /(1) tako da vrijedi fi(n) < h(n) rezultira time da ¢e A*
sigurno pronaci optimalan put u grafu ukoliko takav put postoji. Ukoliko vri-
jediih(m,n) + h(n) > h(m) za dva &vora m,n pri éemu je h(m, n) stvarni tro$ak
optimalnog puta izmedu ¢vorova m i n, onda znaci da vrijedi §(n) = g(n). To bi
znacilo da algoritam ne mora vracati ¢vor iz skupa istraZzenih ¢vorova (cLOSEDSET)
u skup neistraZzenih ¢vorova (openSEr) jer svaki put kada se ¢vor postavi u skup
istrazenih ¢vorova tada je optimalni put od pocetnog ¢vora S do tog ¢vora prona-
den. Uz ova dva svojstva te ukoliko vrijedi daje f(1) # f(m),Vm,n, tada se moze
pokazati da ée A* algoritam koristiti najmanji mogudi broj ¢vorova za istraZivanje.
Vide 0 ovim svojstvima moZe se naéi u [2]. Moguce je odabrati i heuristiku /()
za koju bi vrijedilo /i(n) > h(n). Tada A* ne bi viSe bio optimalan u smislu da ¢e
sigurno pronadi optimalan put u grafu. Stoga rjesenje koje bi se dobilo moZzda ne
bilo optimalno, ali bi zato moZda bilo puno brze. To nas dovodi do zakljucka da
se odabirom /(1) bira kompromis izmedu optimalnosti i efikasnosti rjesenja.
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U ovom ¢emo poglavlju pogledati kako su obradeni algoritmi implementirani tako
da simuliramo gibanje robota u prostoru u kojem jedino znamo gdje se odredeni
dio prepreka nalazi. Tako ¢e se robot kroz vrijeme trebati uspjeti lokalizirati i
izgraditi ¢itavu mapu prostora, a pri tome ¢e si samostalno izgradivati putanju po
unaprijed zadanim tockama prostora te odredivati kutnu i translacijsku brzinu da
bi se tom putanjom mogao gibati.

5.1 Glavna petlja

Prvo pogledajmo implementaciju glavne petlje 5.1. Na pocetku se svake iteracije
trazi novi upravljacki ulaz za robota. Zatim se taj upravljacki ulaz kroz kinema-
tiku robota primjenjuje na simuliranog "teorijskog" robota bez Suma. Nakon toga
simuliramo citanje s enkodera te dobivene brzine primjenjujemo na robota koji
nam predstavlja "stvarnog" robota. Namjerno prikazujemo robota bez Suma i ro-
bota sa Sumom, odnosno "stvarnog" robota da pokazemo koliko se stvarni robot
moze razlikovati u odnosu na ono $to mi Zelimo da bude. S enkodiranjem mi za-
drzavamo odredenu preciznost i sigurnost pozicije robota, stoga ¢emo na njemu
simulirati mjerenje na koje ¢emo se osvrnuti kasnije. Zatim graficki aZzuriramo pri-
kaz ultrazvucnih senzora na temelju simuliranih mjerenja zajedno s "teorijskog"
robota i "stvarnog" robota. Nakon toga, da bismo aZzurirali ¢estice s novim konfi-
guracijama, koristimo obradeni odometrijski model gibanja 6. Za te nove Cestice
potrebno je izracunati teZine pa se to odraduje preko modela mjerenja 9. Svaka
¢e Cestica izgradivati svoju mapu preko algoritma 11. Tu je dobro napomenuti da
smo stavili gornju i donju medu na vrijednosti koje ¢elija moze poprimiti u log
odds reprezentaciji radi onemogucavanja poprimanja vrlo velikih, odnosno malih
vrijednosti. Sada je potrebno ponovno uzorkovati ¢estice na temelju njihovih te-
Zina, no to ¢emo raditi svaku petu iteraciju ili ako su Cestice postale neefikasne u
reprezentaciji stvarnog stanja, odnosno kada je varijanca njihovih tezina postala
velika (viSe u [1]). To se mjeri tako da se koriste normalizirane teZine w:

1 = M
Y@ 2
Nakon toga najbolje ¢e Cestice procijeniti konfiguraciju robota i cjelokupnu mapu
prostora. Postoji opasnost da Cestice konvergiraju ujednu to¢ku i da ta konvergen-
cija bude kriva pa ¢emo to probati izbjeci tako da ¢emo na kraju glavne petlje sva-
kih 60 iteracija probati rasprsiti estice u okolinu trenutne procjene/konvergencije

33
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(u pocetku Ce ta okolina biti veca, a kasnije manja).

Implementacija 5.1: Glavna petlja

1 counter_resample = 0

2 def loop(i, robot, estimated_robot, enc_robot, particles,

3 estimated_map, shapes, full_known_lines_env, dt):

4 global counter_resample

5 R_xi_dot = path_planner(np.array([enc_robot.z_t[2]], dtype=float),
6 enc_robot.I_xi, Map())

7

8 phis_dot = robot.R_inverse_kinematics(R_xi_dot)

9 I_xi_dot = robot.forward_kinematics (phis_dot)

10 robot .update_state(I_xi_dot, dt)

1

12 deltas_c = enc_robot.read_encoders(phis_dot, dt)

13 phis_dot_enc = enc_robot.enc_deltas_to_phis_dot(deltas_c, dt)
14 I_xi_dot_enc = enc_robot.forward_kinematics(phis_dot_enc)

15

16 I_xi_prev = enc_robot.I_xi.copy()

17 enc_robot.update_state(I_xi_dot_enc, dt)

18 I_xi = enc_robot.I_xi.copy()

19

20 measurement = enc_robot.simulate_measurement (full_known_lines_env)
21 enc_robot.update_cones (measurement)

22

23 update_wedge (shapes[1], robot.I_xi)
24 update_wedge (shapes [3], enc_robot.I_xi)

25

26 particles.I_xis = sample_motion_model_odometry (

27 np.vstack ([I_xi_prev, I_xil), particles.I_xis)

28 particles.normalize_angles ()

29 particles.update_colors(full_known_lines_env)

30 shapes [4] .set_offsets(particles.I_xis[:, :2])

31 shapes [4] .set_color(particles.particle_colors)

32

33 particles.measurement_model (enc_robot)

34 particles.weights [

35 “inside_polygon(particles.I_xis, full_known_lines_env[0:4])
36 1 = 0.0

37 particles.normalize_weights ()

38

39 particles.occupancy_grid_mapping(enc_robot)

40

41 if (less_than(l / np.sum(particles.weights *x* 2), particles.M / 2) and i > 2) \
42 or counter_resample == 4:

43 random_resampling (particles)

44 counter_resample = 0

45 else:

46 counter_resample += 1

47

48 num_of_predictors = robot_settings["num_of_approximators"]

49 best_found = np.argpartition(

50 particles.weights, -num_of_predictors)[-num_of_predictors:]
51 mean = np.mean(particles.I_xis[best_found], axis=0)

52 mean [2] = normalize_angle (mean[2])

53 estimated_robot.I_xi = mean

54

55 estimated_map.log_odds_probabilities = np.zeros(

56 (estimated_map.num_of_rows, estimated_map.num_of_columns),
57 dtype=float)

58 for particle_map in particles.maps[best_found]:

59 estimated_map.log_odds_probabilities += particle_map.log_odds_probabilities
60 estimated_map.log_odds_probabilities /= num_of_predictors

61 estimated_map.synchronize_map ()

62

63 shapes [0].set_data(

64 np.vectorize(log_odds_to_prob) (estimated_map.log_odds_probabilities))

65 if i % 60 == 0 and i > O:
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n = int(particles.M * 0.6)

choice = np.random.choice(particles.M, n)
offset = 0.75
Tt 1 > 400%
offset = 0.35
particles.I_xis[choice, :2] = estimated_robot.I_xi[:2] \

+ np.random.uniform(-offset, offset, (n, 2))

5.2 Planiranje putanje

U pocetku robot ce se gibati prema naprijed dok to moZe. Kada bude vidio da
su mu prepreke preblizu, onda ¢e si kreirati novi put. Radi jednostavnosti cjelo-
kupnog planiranja, unaprijed smo zadali tocke na mapi pomoc¢u kojih robot treba
isplanirati kretanje. Put ¢e do svake tocke od trenutne pozicije racunati preko A*
algoritma 14. Taj ¢e put biti reprezentiran u obliku liste elija pa je jos potrebno
definirati kojom se translacijskom i kutnom brzinom gibati izmedu tih ¢éelija. To
se radi u linijama 26-48 s idejom da robot prolazi po 3 ¢elije u sekundi. Nakon tih
izra¢una on spremi te upravljacke ulaze tako da se pri svakom sljedecem pozivu
vrati prvi sljedeci upravljacki ulaz. Ukoliko se prepreka nade blizu ili su svi uprav-
ljacki ulazi za trenutnu tocku na mapi iskoriSteni, potrebno je ponovno isplanirati
putanju. Kada su sve tocke u prostoru prijedene, simulacija ¢e zavrsiti.

Implementacija 5.2: Planiranje putanje

target_cells = [(30, 50), (49, 52), (50, 30), (51, 15),
(12, 10), (8, 50), (30, 48), (30, 30)1]
going_forward = True
inputs = []
def path_planner(z_t, estimated_state, estimated_map):
global target_cells, going_forward, inputs

if len(target_cells) == 0 and len(inputs) == 0:
exit ()

if going_forward and obstacle_close(z_t, distance=0.75):
going_forward = False

elif going_forward:
# just keep going forward initially
return np.array([0.7, 0, 0], dtype=float)

if not obstacle_close(z_t, distance=0.15) and len(inputs) != O:
return inputs.pop(0)

elif obstacle_close(z_t, distance=0.15):
target_cell = target_cells[0]

else:
target_cell = target_cells.pop (0)

start_cell = estimated_map.coordinates_2_indices(*estimated_state[:2])
map_for_navigation = prepare_map(estimated_map)
path = A_star(start_cell, target_cell, map_for_navigation)

estimated_orientation = estimated_state [2]

target_cell_visited = False

pairs = []

k =3

previous_cell = start_cell

for index in range(k, len(path), k):
pairs.append ((previous_cell, path[index]))
previous_cell = path[index]
if path[index] == target_cell:
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target_cell_visited = True
if not target_cell_visited:
pairs.append ((previous_cell, target_cell))
for cellA, cellB in pairs:

cellA_x, cellA_y = estimated_map.indices_2_coordinates (*xcellA)
cellB_x, cellB_y = estimated_map.indices_2_coordinates (*cellB)
delta_theta = normalize_angle(
np.arctan2(cellB_y - cellA_y, cellB_x - cellA_x) - estimated_orientation)
estimated_orientation = normalize_angle(estimated_orientation + delta_theta)
# we want to travel through k cells in 0.5s, 1s = 30 frames => 0.5s = 15 frames

# 1 cell = 0.1 m, so we need to travel with 0.2m/s to pass 1 cell
for _ in range(15):
# do not normalize angle
inputs.append(np.array([k * 0.1 * 2, 0, delta_theta * 2], dtype=float))
return inputs.pop (0)

5.3 Algoritam za pronalazak sjeciSta i Bresenhamov
algoritam

Dobro je za izdvojiti jo$ dva algoritma koja smo koristili u ovoj simulaciji. Oba
su se koristila u simulaciji senzora, ali s razli¢itim namjerama. Ultrazvu¢ni sen-
zor u ovoj implementaciji aproksimirali smo s viSe laserskih zraka koje su jednako
razmaknute. Da bismo pronasli sjeciSta tih laserskih zraka s postavljenim pre-
prekama koristili smo formule za pronalazak sjeciSta dvaju pravaca poznavajudi
dvije tocke na svakom pravcu [10]. Tada bi minimalna pronadena udaljenost bila
definirana kao mjerenje od senzora. Bresenhamov smo algoritam [9] koristili u
izgradnji mreZaste mape zauzetosti 11 kada smo trebali definirati koje su celije u
percepciji nekog senzora. Bresenhamov algoritam je tada odredio ¢elije koje naj-
bolje aproksimiraju zraku senzora koja putuje od pozicije senzora do tocke sjecista.
Ostatak implementacije i ostali detalji mogu se naéi na [4].

5.4 Rezultati

Koristenjem 400 cestica s opisanim algoritmima na slikama 5.1 mozemo vidjeti
kako su jedne od najboljih 20 cestica izgradile prostor i procijenile gdje se robot
uistinu nalazi u odredenim trenucima. Zajedno s njima prikazana je izgradena
mapa i procijenjeno stanje aproksimiranog robota u istim trenucima (ljubicasti
robot predstavlja "stvarno" stanje robota).
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(c) Cestica 3, 7. sekunda

(b) Cestica 2, 7. sekunda

(d) Robot, 7. sekunda



5.4. REZULTATI

38

(g) Cestica 3, 14. sekunda

(h) Robot, 14. sekunda
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(k) Cestica 3, kraj (1) Robot, kraj

Slika 5.1: Proces izgradnje mape i lokalizacije
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5.5 Zakljucak

Citava simulacija implementirana prema ovome radu traje 20 sekundi i moZe se
pronadi u [4] u GIF datoteci. Robot se u toj simulaciji uspio lokalizirati i izgraditi
¢itavu mapu prostora kao sto smo mogli vidjeti u rezultatima. U toj simulaciji u
prvih nekoliko sekundi ¢esti¢ni filter nije mogao procijeniti to¢no stanje robota, ali
je ipak kasnije uspio. Ono sto je malo bunilo robota u pocetku u lokaliziranju jest
slicnost pojedinih mjesta na mapi, to je inace problem koji se javlja u lokalizaciji.
Kada se robot uspio lokalizirati, tada je uspjesno pratio svoju lokaciju sve do kraja
simulacije. Mapa u konac¢nici izgleda malo neprecizno na pojedinim podrucjima,
no to bi se moglo poboljsati tako da robot prode bar jos jedan krug. Za dodatnu
analizu napravili smo jo$ dvije simulacije s razli¢itim postavkama. Prvo smo pro-
bali izbaciti zavrsni korak u glavnoj petlji gdje smo konvergirane Cestice probali
malo rastrkati da robot ne bi konvergirao u krivo stanje. Tada se robot uspio lo-
kalizirati i izgraditi mapu prostora, ali s koriStenjem 700 ¢estica. U drugom smo
nacinu takoder izbacili taj korak, ali malo smo pomogli robotu tako da smo mu
rekli koja je njegova tocna pocetna orijentacija. Tada se robot uspije lokalizirati i
mapirati prostor s 300 cestica. Mozemo zakljuciti da FastSLAM u osnovnoj ver-
ziji radi, ali isto tako postoje poboljsane verzije algoritma koje uspiju lokalizirati
robota i mapirati prostor koriste¢i puno manje Cestica, a time i procesorske snage
(viseu [1]).
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Sazetak

U ovom ¢emo se radu upoznati s autonomnim mobilnim robotima. Krenut ¢emo
od kinematike mobilnih robota koja ¢e nam opisati kako pojedine vrste kotaca
mogu utjecati na gibanje samog robota. Tu ¢emo dati jednostavan primjer uprav-
ljanja robotom pomoc¢u PID regulatora koriste¢i dobivene kinematske uvjete. Za-
tim ¢emo se baviti lokalizacijom gdje ¢emo vidjeti kako se pozicija i orijentacija
mobilnog robota moZe vjerojatnosno modelirati u prostoru. Tu éemo se dotaknuti
razliCitih reprezentacija mape te opisati postupak mapiranja, odnosno izgradnje
mape za jednu vrstu dekomponiranih mapa. Zatim ¢emo se baviti problemom
istovremene lokalizacije i mapiranja gdje se robot u nepoznatom prostoru bavi
istovremeno izgradnjom mape i lokaliziranjem. Nakon toga obradit ¢emo navi-
gaciju gdje ¢emo prezentirati algoritam koji pronalazi najkraci put izmedu dvije
tocke na dekomponiranim mapama. Zadnja ¢e stavka ovog rada biti konkretna
implementacija navedenih algoritama gdje éemo omogu¢iti simuliranom robotu
da se potpuno lokalizira i kreira potpunu mapu prostora, pri tome ne poznava-
juéi u pocetku gdje se nalazi i djelomi¢no poznavajuéi objekte u tom prostoru u
pocetku. Kroz prostor ¢e se gibati koriste¢i obradeni algoritam navigacije po una-
prijed zadanim tockama prostora.

Kljuéne rijeci
autonomni mobilni roboti, kinematika, teorija upravljanja, lokalizacija, mapiranje,

navigacija, simulacija, vjerojatnosni model gibanja, vjerojatnosni model mjerenja,
mrezaste mape zauzetosti, SLAM, A*
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Autonomous mobile robots

Summary

In this paper we will introduce ourselves to autonomous mobile robots. We will
start with mobile robot kinematics, which will explain to us how different types
of wheels affect motion of a mobile robot. In this section we will give one simple
example of how to control a robot using PID regulator while incorporating obta-
ined kinematics constraints. Then we will deal with localization where we will see
how position and orientation of a mobile robot can be probabilistically modelled
in space. There we will see different map representations and describe mapping
process for one type of decomposed maps. After that, we will get into the si-
multaneous localization and mapping problem (SLAM) which happens when a
mobile robot finds himself in an unexplored area and needs to explore the area
while localizing in that area in parallel. Then we will see one navigation tech-
nique commonly used in decomposed types of maps. The last part of this paper
will contain the implementation of the processed algorithms, which will enable a
simulated mobile robot to successfully localize and build a map of an area with
partial knowledge of obstacles and unknown initial position. The robot will move
through the area using the obtained navigation technique which will build paths
through preset points.

Keywords
autonomous mobile robots, kinematics, control theory, localization, mapping,

navigation, simulation, probabilistic motion model, measurement model, occu-
pancy grid maps, SLAM, A*
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