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1 | Uvod

Algebarske strukture su skupovi elemenata na kojima je definirana barem jedna
operacija te su zadovoljena odredena svojstva. Kada spominjemo operacije na
skupovima, najprije se sjetimo operacije zbrajanja i mnozenja. Uzmemo li naiz-
gled jednostavnu kvadratnu jednadzbu

Y= x? + 1,
zanima nas kojem skupu pripadaju njena rjeSenja. Faktorizacija te jednadZzbe
y=@x+v-1x-v-1)

daje motivaciju za proucavanje polja algebarskih brojeva.

Na pocetku naSe razrade, objasnit ¢emo osnovne algebarske strukture: grupe, pr-
stene, ideale i polja. U tre¢em poglavlju definirat ¢emo proSirenje polja i ve¢u po-
zornost posvetiti kvadratnom prosirenju kao glavom cilju ovog rada. Kvadratno
prosirenje polja nastaje dodavanjem kvadratnog korijena nekog elementa polja.
Centar naseg istrazivanja bit ¢e kvadratno prosirenje polja racionalnih brojeva, to
jest Q(\/d).

Nakon toga definirat éemo algebarske brojeve i algebarske cijele brojeve. Pokazat
¢emo da se traZenje invertibilnih elemenata u realnim kvadratnim poljima svodi
na rjeSavanje Pellovih jednadZbi. Definirat ¢emo skalarne funkcije normu i trag
koje ¢e biti korisne u faktorizaciji algebarskih cijelih brojeva. Jedinstvenost fakto-
rizacije svest ¢e se na provedbu Euklidovog algoritma.






2 | Osnovne algebarske strukture

U ovom poglavlju definirat e se osnovni pojmovi potrebni za daljnju analizu. De-
finicije prstena, grupe, polja i ideala temelj su algebre, ali i ostalih grana matema-
tike.

2.1 Grupe

Grupe su jednostavne, ali mocne strukture koje omogucuju razumijevanje sloze-
nijih matematickih koncepata. Pojavljuju se u gotovo svim granama matematike,
a najznacajniji utjecaj imaju u podrudju algebre i teorije brojeva.

Definicija 1. Neka je V neprazan skup. Binarna operacija na V je funkcija koja svakom
uredenom paru elemenata iz V pridruzuje element iz 'V, to jest

(u,9) »uxv eV, zasveu,velV.

Kazemo da je V zatvoren s obzirom na operaciju x i uredeni par (V, ) nazivamo grupoid.

Primjer 1. Ureden par (IN, -) je grupoid uz binarnu operaciju standardnog mnoZenja.
(IN, —) nije grupoid jer razlika dva prirodna broja ne mora biti prirodan broj.

Definicija 2. Polugrupa je grupoid V u kome je zadana binarna operacija asocijativna.
Primjer 2. (N, +) je grupoid. (Z, —) je grupoid, ali nije polugrupa.

Lijeva jedinica u grupoidu V je svaki element u za koji vrijedi uc = ¢, zasvec € V.
Desna jedinica u grupoidu V je svaki element v takav da je cv = b, zasvec € V.

Propozicija 1 (vidjeti [9]). Neka je V grupoid. Oznacimo s L(V') skup svih lijevih
jedinica u'V te s R(V) skup svih desnih jedinica u V. Pretpostavimo da je L(V) # D i
R(V)# Q. Tadaje L(V) =R(V)i|L(V)| =1

Dokaz. Uzmimo dva elementa tako da vrijedi u € £(V)iv € R(V). Tada vrijedi
uv = uiuv = v $to implicira u = v, to jest L(V) = R(V). Dakle, svaka lijeva
ili desna jedinica istovremeno je i obostrana jedinica ili samo jedinica. Neka su
uy,uy € L(V). Tada vrijedi uquy = up i ugup, = uy iz Cega slijedi da je u; = u, pa
zaklju¢ujemo daje |L(V)| = 1.

Jedini element skupa £(V) = R(V) naziva se neutralni element, jedinica ili jedi-
nic¢ni element grupoida V. Oznacava se s 1,¢eli 0.

3



2.1. GRUPE 4

Definicija 3. Monoid je polugrupa V s jedinicom, to jest neutralnim elementom.

Ukoliko imamo multiplikaciju, inverz od u € V oznacavamo s u~! dok u slucaju
aditivne notacije inverz od u ozna¢avamo s —u.

Element u € V je invertibilan ukoliko ima inverz, to jest ako postoji u ! takav da
jeuul=u"lu=e.

Definicija 4. Grupa je monoid V u kojem je svaki element invertibilan.
Komutativnu grupu nazivamo i Abelova grupa.
Primjer 3. Promotrimo skup Q* = Q\{0}. Pokazat ¢emo da je (Q*, -) grupa.

1. Neka su u,v € Q*. Tada jeu-v € Q*. Buducidajeu # 0iv # 0, za njihov
produkt takoder vrijedi u - v # 0. Dakle, u -v € Q¥, 5to znaci da je skup Q* zatvoren
na standardnu operaciju mnoZenja.

2. Zasve u,v,w € Q* vrijedi
(u-v)-w=u-(v-w),
Sto znaci da je mnoZenje u skupu Q* asocijationo.
3. Neutralni element za mnoZenje u skupu Q* je 1 € Q* te vrijedi
l-u=u-1=u,
za svaki u € Q.

4. Za svaki element u € Q* postoji inverzni element takav da vrijedi
. |
u-—=—-u=1.
u u

Dakle, svaki element iz Q* ima svoj inverzni element iz Q*.

Ureden par (Q*,-) je grupa jer zadovoljava svojstva zatvorenosti, asocijativnosti te pos-
tojanja neutralnog i inverznog elementa. Kako za svaka dva elementa u,v € Q* vrijedi i
komutativnost, to jest

U-v=0-1u,

grupa (Q*, ) je i Abelova grupa.

Primjer 4. Pogledajmo sada cijeli skup racionalnih brojeva Q. Ureden par (Q, ) nije
grupa. Naime, svojstvo postojanja neutralnog elementa zahtijeva da svaki element u skupu
mora imati inverzni element koji je takoder iz toga skupa. U skupu racionalnih brojeva, 0
nema svoj inverzni element, to jest, multiplikationi inverz.
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2.2 Prsteni

Prsteni su matematicke strukture koje prosiruju koncept grupa tako sto sadrze do-
datne operacije koje omogucuju zbrajanje i mnoZenje elemenata unutar iste struk-
ture.

Definicija 5. Neprazan skup V na kojem su definirane binarne operacije zbrajanja
(u,v) eVXVi—u+v,

i mnoZenja
(u,v) € VXV — uv,

zovemo prsten ukoliko vrijede sljedeca svojstva:

1. u odnosu na zbrajanje, V je Abelova grupa. Neutralni element u odnosu na zbrajanje
oznacavamo s 0 i zovemo nula (ili nula prstena V');

2. u odnosu na mnoZenje, V je polugrupa (mnoZenje je asocijativno);

3. mnozZenje slijeva i zdesna je distributivno u odnosu na zbrajanje, dakle za sve
u,v,w € V vrijedi

u-(v+w)=u-v4+u-w, (U+v) - w=u-w+v-w.
KaZemo da je prsten komutativan ukoliko je mnoZenje u njemu komutativno.

V je prsten s jedinicom ukoliko je V u odnosu na mnoZenje monoid, to jest postoji
element1 € V takavdajeu-1=1-u, za svaki element u € V. Takav element je
jedinstven i nazivamo ga jedinica prstena V.

U prstenu V vrijedi 0 = 1 ako i samo ako je V = 0. Tada se V naziva trivijalni
prsten.

Primjer 5 (vidjeti [2, Zadatak 2.1.1.]). PokazZimo da je (Z,®, ®), uz binarne operacije
zbrajanja i mnoZenja definiranesu v = u+v+1iu ®v = u + v + uv, komutativan
prsten:

e zatvorenost vrijedi za obje operacije zbog zatvorenosti zbrajanja i mnoZenja cijelih
brojeva,

o zau,v,w € Zvrijedi (udv) Bw = ud (vGw), atomoZemo pokazati raspisujuci
najprije lijeou pa desnu stranu:

(udv)bw=u+v+)dw=ut+v+1l+w+l=ut+v+w+2,

udvow)=ud(v+w+l)=ut+v+w+l+l=ut+v+w+2.

Oba izraza daju isti rezultat u + v + w + 2, sto pokazuje da je zbrajanje asocijativno.

e za bilo koje elemente u,v € Z zadovoljena je komutativnost zbrajanja, to jest vrijedi

udbv=u+v+l=v4+u+l=9vdu,
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e kako bi bilo zadovoljeno postojanje neutralnog elementa, iz u ® e = u + e + 1 slijedi

da je e = —1 € Z desni neutralni element za zbrajanje. Zbog komutativnosti, e =
—1 € Z je ujedno i lijevi neutralni element za zbrajanje. Dakle, u e =e®u = u
pa jee = —1 € Z neutralni element za zbrajanje,

o iz—-1=ud®v=u+v+1slijedidajev = —u—2 € Z desni inverz od u. Kako

je zadovoljeno svojstvo komutativnosti, v = —u — 2 € Z takoder je i lijevi inverz
od u. Imamoe =u ®v =v®u, stoznacida jev = —u — 2 € Z inverzni element
odu € Z,

o zau,v,w € Zurijedi (u@v) @w = u® (v ®w), a to moZemo pokazati raspisujuci
izraze:

U (vw)=u® (v+w+ow) =u+v+w+ vw + uv + uw + uvw,

(uRv)@w=(u+v+uv) @w =u+v+ uv+ w + uw + vw + uow.

Oba izraza daju isti rezultat Sto znaci da je asocijativnost mnoZenja zadovoljena,

e za bilo koje elemente u,v € Z zadovoljena je komutationost mnoZenja, to jest vrijedi

uRXu=u+ov+uv=v+ut+uv=0vQQuU,

® zau,v,w € Z vrijedi distributivnost zdesna
(udr)@w=u+v+1)Qw=u+v+14+uw+ovw+w,

uwodvrew = (u+w+uw)d (v+w+ovw) =ut+w+uw+v+w+ovw+ 1.

Obzirom da je zadovoljena komutativnost mnoZenja, vrijedi i distributivnost slijeva.

Pokazali smo da su zadovoljena sva svojstva iz Definicije 5 te zakljucujemo da je (Z, &, ®)
komutativan prsten. Da bi e € Z bio jedinica prstena, mora vrijeditiu @ e = e @ u = u.
Lako zakljucimo da je e = 0 € Z jedinica prstena (Z,®, ®).

Primjer 6. PokaZimo da skup S = {m + nv2 +k\/3 : m,n,k € Z} nije prsten uz
standardne binarne operacije zbrajanja i mnoZenja realnih brojeva. Da bismo pokazali da
skup S nije zatvoren na binarnu operaciju mnozZenja, uzmimo neka dva elementa iz skupa

S
u=1+2,

v=1++3.

Pogledajmo njihov umnozak

uw-v=1+v2)(1+v3) =1+ vV2+V3+ V6.

Rezultat 1+ V2 + V3 + V6 nije oblika m + nv2 + k3 jer sadrzi broj V6 koji se ne
moZe zapisati kao linearna kombinacija brojeva /2 i \/3 sa cjelobrojnim koeficijentima.
Buduci da umnoZak dva elementa skupa S ne pripada skupu S, zakljucujemo da S nije
zatvoren na binarnu operaciju mnoZenja. Stoga, S ne moZe biti prsten.
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Definicija 6. Neka je V komutativan prsten s nulom Oy. Pretpostavimo da postoji pri-
rodan broj n takav da je nu = 0, za svaki element u € V. Najmanji takav prirodan
broj zovemo karakteristika prstena V i oznacavamo s char(V'). Ukoliko takav n ne postoji,
kazZemo da se radi o prstenu karakteristike nula, char(V')=0.

Primjer 7. Prsteni Z,Q, R, C imaju karakteristiku 0.

Primjer 8. Pogledajmo karakteristiku prstena (Zy,+4,-4) s elementima Z, =
{0,1,2,3}. Karakteristika prstena Z4 je 4 jer je to najmanji broj za koji vrijedi n - u = 0,
za svaki u € Z4. OpCenito, za svaki n > 2, vrijedi char(Z,) = n.

2.3 Ideali

Ideali su podskupovi prstena s posebnim svojstvima. Alat su za dublju analizu
strukture prstena te omogucuju konstrukciju novih prstenova povezanih s origi-
nalnim. U ovom dijelu pretpostavlja se da je svaki prsten komutativan prsten s
jedinicom.

Definicija 7. Aditivna podgrupa I prstena V je lijevi ideal u prstenu V ako za u € 1 i
v € V vrijedi vu € I dok za desni ideal vrijedi uv € 1. Ukoliko je I i lijevi i desni ideal u
prstenu V, kaZemo da je I obostrani ideal u V ili jednostavnije, samo ideal u V.

Cinjenicu da je I ideal u prstenu V oznaavamo s
I4V.

Primjer 9. Pokazat éemo da skup svih parnih brojeva 2Z. = {2k : k € Z} ¢ini obostrani
ideal u prstenu Z.. Nekajeu € Ziv € 2Z. Tada u - v pripada skupu 27 jer je umnoZak
cijelog broja i parnog broja ponovo paran broj. Na slican nacin moZemo zakljuciti da je i
v-u € 27. Dolazimo do zakljucka da je skup 27 obostrani ideal u Z.

Uvedimo pojam normalne podgrupe.

Definicija 8. Neka je | grupa. Podgrupa I C | naziva se normalna podgrupa ukoliko
vrijedi ul = Iu, za sve u € J.

Najjednostavniji primjeri normalnih podgrupa su trivijalna podgrupa {e} i cijela
grupa | jer ove dvije podgrupe automatski zadovoljavaju uvjet komutativnosti sa
svim elementima grupe.

U kontekstu prstena V, ideal I se moZe promatrati kao podgrupa aditivne grupe
(V,+). Po definiciji, ideal je zatvoren na zbrajanje i sadrzi aditivne inverze $to
znac¢i da zadovoljava uvjete podgrupe. Takoder, buduéi da ideal zadovoljava
uvijete za lijevi i desni ideal on je automatski i normalna podgrupa aditivne grupe
(V,+). Na primjer, u prstenu Z, ideal 2Z je normalna podgrupa aditivne grupe
(Z,+) jer je zatvoren na zbrajanje i sadrzi aditivne inverze, to jest negacije parnih
brojeva.

Uvedimo pojam lijeve i desne kongruencije modulo H, pri ¢emu je H podgrupa.
One nam omogucuju usporedivanje elemenata grupe na temelju njihovih odnosa
prema podgrupi H te ¢e nam biti klju¢ne za definiranje kvocijentnih grupa.
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Definicija 9. Neka je G grupa i H podgrupa grupe G. Neka su u,v € G. KaZemo da je
u desno kongruentan v modulo H ako je

v lu e H.
Pisemo u ~g v.

Definicija 10. Neka je G grupa i H podgrupa grupe G. Neka su u,v € G. KaZemo da je
u lijevo kongruentan v modulo H ako je

uv~! ¢ H.
Pisemo u g ~ v.

Sljedeci teorem povezuje gornje relacije kongruencije s pojmom ekvivalencije i
strukturom klase.

Teorem 1 (vidjeti [9, Normalne podgrupe i kvocijente grupe]). Neka je H podgrupa
grupe G.

1. "Biti desno kongruentan modulo H" je relacija ekvivalencije na G;
2. ako klasu ekvivalencije elemenata u € G oznacimo s [u|, tada je

[#] =4uhi he H =uH.

PokaZzimo da su zadovoljena svojstva klase ekvivalencije:
e simetri¢nost: akoje u ~y v, tadajeiu y ~ vjerv tu € H povladi u~1v € H;

o refleksivnost: svaki element u € G je desno kongruentan samom sebi jer je
u~lu = e € H, gdje je e neutralni element grupe;

e tranzitivnost: neka su u,v,w € G. Akojeu ~g viv ~g w, tadajeu ~g w
jer je
(o™ ) - (wlv) = (w tu) € H.

Analogno, relacija biti lijevo kongruentan modulo H takoder je relacija ekvivalencije
na G.

Klase ekvivalencije [u] = uH, za u € G, nazivaju se desne klase u G u odnosu
na podgrupu H ili skra¢eno desne H-klase u G. Grupa G jednaka je disjunktnoj
uniji svih svojih desnih H-klasa. Klase ekvivalencije elemenata u € G, [u] = Hu,
nazivaju se lijeve H-klase u G. Takoder, moZe se reéi da je grupa G disjunktna
unija svih svojih lijevih H-klasa.

Neka je G grupa i H normalna podgrupa od G, a G/ H skup svih H-klasa u G. Na
skupu G/ H definiramo binarnu operaciju kao

(uH)(vH) = uvH, uv € G. (2.1)

Da bismo pokazali da je ova binarna operacija dobro definirana, moramo doka-
zati da rezultat uvH ne ovisi o odabiru predstavnika H-klasa. Uzmimo po dva
predstavnika iz iste H-klase:

uH = uH,
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vH = v H.

Tada postoje iy, hy € H takvi daje u=tu; = hy i v to; = hy. Slijedi uy = uhy i
v1 = vhy. Provjerimo je li uvH = w01 H:

u v, = uhyvhy = uvv~ hyvh,.
H je normalna podgrupa od G pa slijedi v~ 'hjv € H te postoji h; € H takav da je
u o1 = uv(hzhy). (2.2)

Kako su hy, h3 iz H, njihov produkt takoder mora biti iz H. PomnoZimo li slijeva
jednakost (2.2) s (uv)~! dobivamo

(u0) M (ug01) = hshy,
to jest
(uv) Y (uyvy) € H.

Po Definiciji 9 slijedi u1v1 ~p uv pajeuvH = uqv1H Sto znaci da binarna operacija
ne ovisi o izboru predstavnika. Obzirom na ovakvo definiranu binarnu operaciju
(2.1), skup G/ H postaje grupa. Potrebno je jo$ pokazati da su zadovoljena svoj-
stva grupe:

e zatvorenost: za sve uH,vH € G/H vrijedi uvH € G/H.
e asocijativnost: za sve uH,vH, wH € G/H vrijedi

((uH)(vH))(wH) = (uvH)(wH)
= uowH
= (uH)(vwH)
— (uH)((0H)(wH)).

e postojanje neutralnog elementa: neutralni element u G/ H postojiitojeeH =

{eh:he H} ={h:h e H} = H takav da vrijedi

(eH)(uH) = (uH)(eH) = (uH)H = uH, zasvakiuH € G/H.

e postojanje inverznog elementa: za svaki uH € G/H postoji (uH)™ ! =
u~'H € G/H takav da vrijedi

(uH)(uH)™! = (uH) Y (uH) = eH.

Definicija 11. Grupa G/H naziva se kvocijentna grupa grupe G po normalnoj
podgrupi H.

Formirajmo kvocijentnu grupu V' /I ¢&iji su elementi skupovi oblika {u +1 =
u+v:v € I}. Zbrajanje se definirakao (u+ 1)+ (v+1I) =u+v+Luv eV,
a mnoZenje kao (u+ I)(v+ 1) = uv+ L,u,v € V. Tako definirano mnoZenje
posjeduje svojstvo asocijativnosti i distributivnosti u odnosu na zbrajanju. Prema
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tome, V' /I ¢ini prsten koji se naziva kvocijentni prsten prstena V po idealu I. Uko-
liko je V prsten s jedinicom 1, onda jei V /I prsten s jedinicom 1 + I. Kvocijentni
prsten V /I predstavlja novu strukturu koja zadrzava osnovne operacije i osobine
prstena, ali istovremeno smanjuje prsten V po idealu I. Ovakva struktura omogu-
¢uje rad s elementima prstena tako da uzima u obzir odredene izgubljene elemente
ili svojstva kroz ideal.

Primjer 10 (vidjeti [6, 3.7. Kvocijentna grupa]). Neka je G = Z i H = mZ, gdje je
m € IN. Koristeci Cinjenicu da je mZ normalna podgrupa od Z te da je Z. Abelova grupa,
moZemo definirati kvocijentnu grupu Z./ mZ. koja se naziva grupa klasa ostataka modulo
m. Elementi te grupe su klase oblika

rl={leZ:1=r (modm)}
= {l € Z:1—rdjeljivos m}
={leZ:l—-remZ}
={leZ:lcr+mZ}
=r+md,

pri Cemu je r € Z. Medu klasama ima samo m razlicitih

0] =mZ
1 =14+mZ

m—1] = (m—1) + mZ.
To moZemo objasniti na sljede¢i nacin
ml=m+mZ=m(1+2) =mZ = 0],
m+1ll=m+1)4+mZ=1+(m+mZ)=1+mZ = [1],
[-l]=—-14+mZ=(m—-1)—m+mZ = (m—1)+m(-1Z)
=(m—-1)+mZ=[m-1].

Ovim postupkom pokazuje se da svi cijeli brojevi pripadaju jednoj od m razlicitih klasa
[0],[1],..., [m — 1] jer se svi ostali brojevi svode na jedan od ovih ostataka modulo m.
Dakle, kvocijentna grupa je oblika

Z/mZ={mZ1+mZ,...,(im—1)+mZ} ={[0],[1],...,[m —1]}.
Binarna operacija zbrajanja definirana je s
(u+mZ)+ (v+mZ) =u+v+mZ, zasveu,v € Z.

Definicija 12. Neka je V prsten i I neki ideal. Skup G C 'V je skup generatora od I ako

je
I=(G)=(6):=1T

Jav
GCJ

odnosno I je najmanji ideal u V koji sadrZi skup G.
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Ukoliko gledamo skup generatora kao ideal, svaki element u tom idealu moZze se
izraziti kao linearna kombinacija elemenata iz tog skupa generatora, pomnoZenih
odgovarajué¢im elementima prstena. Skup definiran na ovakav nacin, omogucéuje
reprezentaciju ideala pomo¢u manjeg broja elemenata Sto pojednostavljuje ana-
lizu i manipulaciju idealima u prstenu.

Primjer 11. Primjer skupa generatora u prstenu moze se ilustrirati kroz ideal od parnih
brojeva unutar skupa cijelih brojeva. Nekaje V = Z il =2Z = {2k : k € Z}. S
G = {2} oznacimo skup generatora od 1. MoZemo zapisati

f =G = [C) =22,

Ideal I je najmanji ideal u 'V koji sadrZi G, jer se svaki parni broj moZe zapisati kao um-
nozak broja 2 i nekog cijelog broja k. Dakle, 2Z. je ideal generiran skupom G koji sadrZi
samo jedan element 2.

Definicija 13. Ideal I u prstenu V je prost ideal ako je I # V teizu - v € I slijediu € I
ilivel

U ovom svojstvu uocava se zatvorenost u odnosu na mnozenje. Ukoliko produkt
dva elementa prstena V pripada idealu I, tada barem jedan od tih elemenata pri-
padaidealu I. U daljnjem radu vidjet ¢e se da ovaj pojam dobro generalizira pojam
prostog broja.

Primjer 12. U prstenu cijelih brojeva V = Z, ideal 1 = 3Z je prost ideal. Pretpostavimo
da su u i v neki cijeli brojevi, te da je uv € 3Z. Kako ideal 3Z sadrZi sve visekratnike
broja 3, barem jedan od brojeva u i v mora biti djeljiv s 3.

Primjer 13. Neka je dan prsten cijelih brojeva, V = Z, i ideal koji se sastoji od svih
cijelih brojeva koji su djeljivi s 12, dakle I = 12Z. 1z 3 -8 = 24 € (12), slijedi 3 ¢ (12)
i8 ¢ (12). Zakljucujemo da 12Z nije prost ideal u prstenu Z.

Definicija 14. Ideal I u prstenu V je glavni ideal ako postoji u € V takav da je I = (u).

Sustinski, ako postoji element unutar prstena cija linearna kombinacija sa svim
elementima iz prstena gradi taj ideal, taj ideal se naziva glavnim idealom.

Primjer 14. Pogledajmo ideal generiran brojem 5 u prstenu Z.. On je oblika
(5) = {5l : { € Z}-

Ideal (5) je glavni ideal u prstenu cijelih brojeva jer se moZe generirati jednim elementom,
u ovom slucaju brojem 5. U prstenu Z svi ideali su glavni jer se svaki ideal moZe generirati
nekim brojem | € Z.

Sljedeca definicija govori o najveéem idealu u prstenu.

Definicija 15. Ideal I u prstenu V je maksimalan ako je I # V te ako ne postoji ideal | u
prstenu V takavdajel C | C V.

Jednostavnije re¢eno, maksimalan ideal najveci je mogudi ideal u odnosu na druge
ideale, osim samog prstena V.
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Primjer 15. Pogledajmo prsten (Zi2,+12,-12) s elementima Zi, =
{[0], [1], [2], [3], [4], [5], 6], [7], [8], [9], [10], [11]}. U prstenu Z,, maksimalni ide-

ali su:
e (2) ={[0], (2], [4], [e], [8], [10]},
e (3) ={[0], (3], 6], 91},
o (4) ={[0], [4], (8]}

Dakle, ideali (2), (3) i (4) su generirani brojevima 2, 3 i 4, koji su djelitelji broja 12. U
tom smislu, ne postoje drugi manji ideali koji ih mogu prosiriti osim cijelog prstena Z5.
Brojevi 5, 7 i 11 su relativno prosti s 12, $to znaci da je njihov najveci zajednicki djelitelj
s 12 jednak 1. Medutim, ovi brojevi ne mogu generirati ideale koji bi prosirili postojece
maksimalne ideale (2), (3) i (4) jer ne obuhvacaju elemente koje ti ideali sadrze. Tako, na
primjer, ideal (5) sadrZi samo elemente oblika {5 : | € Z} i ne moZe obuhvatiti elemente

ideala (2), (3) ili (4).

Propozicija 2 (vidjeti [7, Korolar 3.1.]). Svaki maksimalan ideal I u prstenu 'V je prost.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je I maksimalan ideal koji nije prost. Slijedi
da postoje u,v € V,u # I,v # I takvidajeuv € I. I + (u),I + (v) su takoder
idealiu V. Zax € Ivrijedix = x+0 € I+ (u) pajel C (u). Kakoje u =
O4+u € I+ (u),slijedidajeu € I+ (u),ali zbog u # Islijedi I C I+ (u). I
je maksimalan ideal pa imamo I 4 (u) = V. Analogno se zakljuci I + (v) = V.
Zbog komutativnostiiz V i uv € I slijedi

ury)(ury) 1 11,1 € V}
uv)riry i 11,1 € VH C{(uv)r:r e V}
uv) C I.

Kakojel € Vtezasvakir € Vvriedir =r-1 C {rirp :r,r, € V} =V.V,
dobivase V -V = V. Slijedi

V=V-V=>I+w)(I+(@)CI-I+u)-I+I1-(v)+(u)(v) CI+I+I4+1C1,
iz ¢ega je I = V, Sto nije moguce. Slijedi da je maksimalan ideal I prost. O

Obrat prethodne propozicije ne vrijedi. MoZemo uzeti (0) C Z $to je prost ideal
koji nije maksimalan.

24 Polja

Za pocetak ovog poglavlja podsjetimo se pojma invertibilnosti. Element u iz pr-
stena s jedinicom V je invertibilan ukoliko postojiv € V takavdajeu-v =0v-u =
1. V* oznacava grupu invertibilnih elemenata u V.

Definicija 16. Komutativan prsten s jedinicom V je polje ako je svaki njegov ne-nul ele-
ment invertibilan.
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Primjer 16. Primjeri polja jesu polje realnih brojeva R, polje kompleksnih brojeva C, polje
racionalnih brojeva Q, uz standardne operacije zbrajanja i mnoZenja, te polje algebarskih
brojeva s kojim éemo se susreti u daljnem radu. Skup Z nije polje. Polje zahtijeva da
za svaki element postoji inverz u odnosu na mnoZenje, sto znaci da svaki ne-nul element
ima multiplikationi inverz. Primjerice, broj 3 nema multiplikationi inverz u skupu cijelih
brojeva.

Definicija 17. Neka je V komutativan prsten s jedinicom 1, 1 # 0. Element u € V,
u # 0, je djelitelj nule ako postojiv € V, v # 0, takav da je u - v = 0.

Primjer 17. 2 i 5 su djelitelji nule u prstenu Zq jer je2 -195 = 0.

Definicija 18. Komutativan prsten s jedinicom 1, 1 # 0, u kojem ne postoje djelitelji
nule naziva se integralna domena.

Z.,, pri ¢emu je n sloZeni broj, nije integralna domena, a to je pokazano u Primjeru
17 za n = 10. Broj n moZe se zapisati u obliku n = k-g gdjeje 1 < k,q < n te
vrijedi k -, g = 0 pri ¢emu su k i g djelitelji nule u Z,,. Prsten cijelih brojeva Z
je integralna domena jer ukoliko za dva cijela broja u i v vrijedi u - v = 0 tada je
u=_0iliv=0.

Uocimo sada razlike izmedu prstena i integralne domene. U prstenu koji nije in-
tegralna domena ne mozemo zakljuciti da iz u - v = O slijedi u = 0iliv = 0.

Primjer 18. Pogledajmo prsten Z./6Z. Elementi prstena su {[0], [1], 2], [3], [4], [5]},
gdje je svaki element klasa ekvivalencije cijelih brojeva modulo 6. Uzmimo [2] i [3]:

2] - [3] = [6] = [0] € Z/6Z.
Imamo [2] - [3] = [0], ali ni 2] ni [3] nisu nul-elementi u Z./ 6Z.

Takoder, ne mozemo zakljuciti da iz u - v = uw,u # 0, slijedi v = w. Ovo se
dogada jer u prstenu koji nije integralna domena moZze postojati u koje dijeli oba
¢lana u - viu - w, ali v i w ne moraju biti jednaki.

Primjer 19. Elementi prstena Z./4Z su {[0], [1], [2], [3]}, pri Cemu svaki element pred-
stavlja klasu ekvivalencije cijelih brojeva modulo 4. Pogledajmo sljedece:

1) = 2],
3] = [2).

2]
2]

Iako smo mnoZenjem dobili isti rezultat, klase ekvivalencije [1] i [3] nisu jednake.

Neka su sada u, v, w elementi neke integralne domene, u # 0, takvidajeu-v =
u-w. Slijedi u - v — u - w = 0 pa jedino moZze biti v — w = 0, to jest v = w. Ovime
se pokazalo da u integralnoj domeni moZemo skradivati.

Teorem 2 (vidjeti [9]). Svaka konacna integralna domena je polje.
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Dokaz. Dokazat ¢emo da svaki ne-nul element iz V' ima multiplikativni inverz,
a to povlaci da je V polje. Neka je V neka konac¢na integralna domena i neka
su uy,uy,..., U, elementi iz V. Za fiksni u € V,u # 0, promotrimo produkte
uuy, Uy, . .., uuy. Kako je u # 0, slijedi da je u; —u; = 0, to jest u; = u;. Zaklju-
¢ujemo da je svaki element u V oblika uu; pajetadail = uu;, zanekil <i <mn,
gdje 1 predstavlja jedinicu u V. Po definiciji, mnoZzenje u integralnoj domeni je ko-
mutativno pa vrijedi u;u = 1, $to znaci da je u; multiplikativni inverz od u. Slijedi
da elementi prstena V ¢ine Abelovu grupu obzirom na mnoZenje te zaklju¢ujemo
daje V polje. O

2.5 Faktorizacija u komutativnim prstenovima

Istrazit ¢emo moguénosti rastavljanja elemenata prstena na jednostavnije kompo-
nente. U tom kontekstu, ireducibilni elementi zauzimaju znac¢ajno mjesto, buduéi
da predstavljaju one elemente koji se ne mogu dodatno faktorizirati.

Definicija 19. Neka je V komutativan prsten te u,v € V,u # 0. KaZe se da u dijeli
v i pise u|v ako postoji x € V takav da je v = ux. Ukoliko vrijedi da u|v i v|u tada su
elementi u,v € V asocirani.

Primjer 20. Uzmimo komutativan prsten V. = Z. Neka jeu = 4iv = 12. Da bi
provjerili dijeli li 4 broj 12, traZimo x € Z takav da je 12 = 4 - x. Ocito je x = 3 pa slijedi
da 4 dijeli 12. Da bi 12 bio djeljiv s 4, treba vrijediti 4 = 12 -y, za neki y € Z. U skupu
cijelih brojeva, ne postoji broj y koji bi zadovoljavao tu jednadzbu. Dakle, 12 ne dijeli 4.
Zakljucujemo da brojevi u = 4 i v = 12 nisu asocirani.

Definicija 20. Neka je V komutativan prsten s jedinicom 1, 1 # 0. Element w € V je
ireducibilan ako vrijedi:

o w je razlicit od nule i w nije invertibilan,
e ako je w = uv za neke u,v € V, tada je ili u invertibilan ili v invertibilan.

Ova definicija naglasava da se ireducibilni elementi ne mogu dalje rastaviti u fak-
tore unutar prstena osim u slucajevima kada su ti faktori invertibilni. Za element
koji nije ireducibilan kaZe se da je reducibilan, $to implicira da se moZe rastaviti
na manje faktore. Drugim rije¢ima, element iz prstena je ireducibilan ako nema
faktorizaciju.

Primjer 21. U polju cijelih brojeva Z. izaberimo broj w = 2. Vrijedi 2 # 0 te ne postoji
x € Ztakavdaje2 -x = 1. Akoje2 = uv,u,v € Z, treba pokazati da je ili u ili v
invertibilan. Moguce dekompozicije broja 2 u skupu Z. su

e 2=2-1 (1jeinvertibilan),
e 2=(-1)-(=2) (-1jeinvertibilan),

e 2=1-2 (1jeinvertibilan).
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Buduci da se 2 moZe izraziti kao umnoZak u i v gdje je barem jedan od njih invertibilan,
zakljucujemo da je 2 ireducibilan element u Z.. Opcenito, u prstenu cijelih brojeva, iredu-
cibilni elementi su prosti brojevi, buduéi da se oni ne mogu rastaviti na manje faktore. Broj
6 je reducibilan u prstenu cijelih brojeva Z jer ga mozemo faktorizirati u obliku 6 =2 -3,
pri Cemu niti jedan od faktora nije invertibilan u skupu Z.

Definicija 21. Neka su uq,uy,...,u, € V takvi da je u; # 0 barem za jedan i €
1,2,...,n. Najveéi zajednicki djelitelj elemenata uq, uy, ..., uy, je element c € V za koji
vrijedi:

o cdijeliu;, zasvei € {1,2,...,n},
e akojed € V takav da d dijeli u; za svei € {1,2,...,n}, tada d dijeli c.

U daljnjem radu, najveéi zajednicki djelitelj brojeva oznacavat ¢emo s
(B B o g i) s

Primjer 22. Najveci zajednicki djelitelji brojeva 5, 10 i 15 u prstenu Z. je 5, sto moZemo
zapisati kao (5,10,15) = 5. Opcenito, najveci zajednicki djelitelj elemenata koji nisu svi
jednaki nuli jedinstven je do na mnoZenje invertibilnim elementima, Sto znaci da predstav-
lja klasu asociranosti. Ova klasa asociranosti za neki element ¢ ukljucuje sve elemente koji
su asocirani s ¢ i oznacava se kao {uc : u € V*}. Dakle, za nas konkretan slucaj moZemo
pisati (5,10,15) = 5, uz napomenu da je broj —5 asociran s brojem 5. Standardno se
uzima samo pozitivni broj kao reprezentationi najveci zajednicki djelitelj.

Definirajmo sada prosti element, jednu od klju¢nih osobina u teoriji brojeva i al-
gebri.

Definicija 22. Neka je V komutativan prsten s jedinicom 1, 1 # 0. Element p € V je
prost ako vrijedi:

e p je razlicit od nule i p nije invertibilan,
e ako p|uv za neke u,v € V, tada p|u ili p|v.

Primjer 23. Ukoliko imamo prost broj p, p € Z, tada su p i —p ireducibilni i prosti
elementi u tom prstenu. U prstenu Zo orijedi 5 =19 3 - 5. 5 je prost broj, ali niti 5 niti 3
nisu invertibilni u Z..

Sljedeci teorem opisuje odnos izmedu prostih i ireducibilnih elemenata u integral-
noj domeni kao i njihovu povezanost s idealima.

Teorem 3 (vidjeti [9]). Neka su p i c ne-nul elementi u integralnoj domeni V. Tada
vrijedi:

1. element p je prost ako i samo ako je (p) prost ideal, pri cemu je (p) glavni ideal
generiran elementom p, to jest (p) = {p-v:v € V},

2. element c je ireducibilan ako i samo ako je ideal (c) maksimalan u skupu glavnih
ideala u V,

3. svaki prost element u V je ireducibilan,
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4. ako je V domena glavnih ideala, element p je prost ako i samo ako je reducibilan.

Dokaz. 1. Pretpostavimo da je p prost broj te neka su u i v iz V takvi da vrijedi
uv € (p). To znadi da mozemo zapisati uv = px, zanekix € V, tojestda p
dijeli uv. Bududi da je p prost, slijedi da p dijeli u ili p dijeli v. Pretpostavimo
sada da je ideal (p) prost. Ako p dijeli uv, tada vrijedi uv € (p). Bududi da je
(p) prost ideal, slijedi daje u € (p)iliv € (p), to jest da p dijeli u ili p dijeli
v. Slijedi da je element p prost.

2. Neka je c ireducibilan element, a J glavni ideal koji sadrZzi (c). Potrebno je

dokazati da vrijediili ] = (c) ili ] = V. Bududi je J glavni ideal, postoji ele-
mentd € V takavdaje ] = (d). Iz (c) C (d) slijedi c € (d) pa mozemo pisati
c = dx, zaneki x € V. Kako je c ireducibilan, to povlaci da je ili d invertibi-
lan ili x invertibilan. Ako je d invertibilan, slijedi I = (d) = V. Ukoliko je x
invertibilan, tada je d = cx™!, §to znaci da su elementi c i d asocirani. Dakle,
(c) = (d) = J.
Sada pokazimo obrnutu tvrdnju. Pretpostavimo da je ideal (c) maksimalan
ideal u skupu glavnih ideala u V i neka vrijedi ¢ = uv. Tadaje ¢ € (u) i
c € (v) paiz toga slijedi (c) C (u)i(c) C (v). Ako u nije invertibilan, tada je
(u) # V,8to znadi (c) = (1) iu € (c). Dakle, postoji element x € V takav da
je u = cx. Uvrstimo li ovaj izraz u ¢ = uv, dobivamo c = cxv, sto dalje impli-
cira da je xv = 1 (V integralna domena). 1z toga slijedi da je v invertibilan,
Sto znadi da je c ireducibilan.

3. Neka je p prost element i neka vrijedi p = uv. Kako je uv = p - 1 slijedi da p
dijeli uv. Po definiciji prostog elementa, p dijeli u ili p dijeli v. Pretpostavimo
da p dijeli u. To znaci da postoji je x € V takav da je u = px. Zamjenom
u jednadzbu p = uv, dobivamo p = pxv, sto dalje implicira da je xv = 1.
Dakle, v je invertibilan, sto pokazuje da je p ireducibilan.

4. Bududi da je domena glavnih ideala integralna domena, prvi smjer je ve¢ do-
kazan u dijelu 3.
Dokazimo sada suprotni smjer. Pretpostavimo da je p ireducibilan element.
Kako je V domena glavnih ideala, iz tocke 2. slijedi da je ideal (p) maksima-
lan. Kao maksimalan ideal, (p) je ujedno i prost. Po tocki 1., zaklju¢ujemo da
je i element p prost.
0

Teorem 3 uspostavlja klju¢ne veze izmedu prostih i ireducibilnih elemenata u in-
tegralnim domenama, posebno u domenama glavnih ideala, gdje se pokazuje da
su prosti elementi ekvivalentni ireducibilnim. VaZnost Teorema 3 nadopunjuje
sljedeca definicija koja uspostavlja jedinstvenost faktorizacije u integralnim dome-
nama. Ova definicija naglasava da svaki neinvertibilni element moZze biti razloZen
na proizvode ireducibilnih elemenata, a ta razgradnja je jedinstvena, osim do per-
mutacija i mnoZenja invertibilnim elementima.

Definicija 23. Integralna domena V je faktorijalan prsten ili domena jedinstvene faktori-
zacije ako vrijede sljedeca dva svojstva:
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e suaki neinvertibilni element u € V,u # 0, moZe se prikazati u obliku u =
C1Cp -+ - Cp, gdje su cq, ¢y, . . ., Cy ireducibilni,

e gornja faktorizacija jedinstvena je do na mnoZenje pojedinih faktora invertibilnim
elementima.

Prvi dio prethodne definicije podrazumijeva da svaki ne-nul neinvertibilni ele-
ment moZemo prikazati u obliku produkta ireducibilnih elemenata. U prstenu Z
rastavimo broj 15:

15=3-5=5-3=(=3)-(=5) = (=5) - (-3).

Zbog permutacije iz definicije omoguéena nam je zamjena poretka elemenata dok
je veza pojedinih faktora ostvarena mnoZenjem invertibilnim elementima.

Drugi dio Definicije 23 daje jedinstvenost takvog prikaza. Naime, ukoliko je u =
c16p -+ cpiu = dydy - - - dm, gdje su svi ¢;, d; ireducibilni, tada je n = m te postoji
permutacija ¢ € S, takvadasuc; i da(i) asocirani zasvei=1,2,...,n.

2.6 Faktorizacija u prstenima polinoma

Elementi prstena polinoma su polinomi i promatrat ¢emo njihovu faktorizaciju.
Prsten polinoma, poput V[x], gdje je V komutativni prsten, omogucuje nam ana-
lizu i razlaganje polinoma na proste faktore, sto igra klju¢nu ulogu u rjeSavanju
algebarskih jednadzbi.

Neka je V proizvoljni komutativni prsten s jedinicom. Skup svih nizova a =
(ap,a1,...) uV takvih da postoji 1y pri ¢emu je a, = 0, za sve n > ny ozna¢imo s
P. Zbrajanje i mnoZenje na P definiramo kao

(ap,a1,8,...) + (bo,b1,by,...) = (ag+ by, a1 + by, a2 + by, ...),
(at?lal/az/ .. ) : (bOIblleI s ) - (C0/C1/C21 oo )/
gdje je
n
Cn = Agby + a1by_1 4 -+ -+ ay_1by +anbo = ) _ aib,_;.
i=0

Ukoliko sa x ozna¢imoniz (0,1,0,0, ... ), tada x nazivamo varijablom nad V. Neka
jesada a € P te uzmimo n € IN tako daje ay = 0za k > n. Tadaje

n
a = (ag,ay,...,a,0,0,...) = (ag,41,...,8,-1,0,0,...) + anx
=...=ggtmx+-F a1 Fagx”

Gornji prikaz elementa 4 je jedinstven. Naime, ukoliko imamo a = by + bix +
oo+ byx™, tadaje aq; = b; = 0akojei > min(n,m)ia = bjzai =
0,1,...,min(n,m), gdje su n i m stupnjevi polinoma 4, to jest b.

Prsten P nazivamo prsten polinoma nad V u jednoj varijabli i oznacavamo ga s
V[x]. Elemente prstena V|[x] nazivamo polinomima. Nula u prstenu V[x] je nul-
polinom 0 = (0,0,...), a jedinicaje 1 = (1,0,0,...). Nadalje, V ¢e oznacavati
faktorijalan prsten.



2.6. FAKTORIZACIJA U PRSTENIMA POLINOMA 18

Napomena 1. Prsten polinoma u vise varijabli definira se induktivno. V[x1,x] =
(V[x1])[x2] je prsten polinoma u dvije varijable. MoZe se promatrati kao polinom u vari-
jabli x, Ciji su koeficijenti polinomi u varijabli x;.

Svojstva kao Sto su djeljivost i invertibilnost u prstenima polinoma zapravo su di-
rektno povezana s osobinama elemenata u komutativnom prstenu iz kojeg su po-
linomi sastavljeni. MoZemo reéi da se ova svojstva nasljeduju kroz strukturu poli-
noma.

Definicija 24. Polinom g € V dijeli polinom a € Vx|, ako postoji polinom h € V|x]
takav da je a = gh.

KaZemo da je g djelitelj od a, a a da je viSekratnik od g.

Primjer 24. Neka je V = Z[x] te neka su g(x) = x —3ia(x) = x* —9 iz Z[x].
Polinom a moZemo zapisati u obliku a(x) = x> —9 = (x — 3)(x + 3). Uoavamo da
postoji polinom h(x) = (x +3) € Z[x] takav da vrijedi a = g - h. Dakle, polinom g
dijeli polinom a.

Definicija 25. Polinom p je invertibilan u prstenu V ako postoji polinom q takav da je
p-g=1

Primjer 25. Prsten Zs|x]| je prsten polinoma s koeficijentima iz Zs Sto znaci da su svi

koeficijenti polinoma elementi ostataka modulo 5. Polinom p(x) = 2 je invertibilan jer
postoji polinom q(x) = 3 takav da vrijedi

p(x)-g(x)=2-3=6=1 (mod 5).

Sada ¢emo bez dokaza navesti dva vazna teorema u kojima su navedena neka
svojstva prstena polinoma V|x].

Teorem 4. (Teorem o dijeljenju s ostatkom) [vidjeti [5, Teorem 11.1.]]
Neka je V proizvoljno polje te neka su a i g # 0 polinomi iz V[x|. Tada postoje jedinstveni
polinomi q,r € Vx| takvi da je

a=g-q+r

degr < deg g.

Primjer 26. PokaZimo Teorem o dijeljenju s ostatkom na konkretnom primjeru. Neka je
a(x) = 2x?> — 5x — 1i g(x) = x — 3. Podijelimo ova dva polinoma:

2x2 —5x—1) + (x—3) :2x—l—1+i

— 2x% 4 6x x—3
x—1
—x+3

2

Iz gornjeg racuna moZe se isCitati da je q(x) = 2x + 1ir(x) = 2. Vrijedidegr = 0 <
1 = deg g sto potvrduje Teorem o dijeljenju s ostatkom.
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Teorem 5 (vidjeti [5, Teorem 11.3.]). Neka je V polje i ay,ay € V[x|. Tada postoje
by, by € Vx| takvi da je
b= bltll + b2a2

jedinstveni normirani najveci zajednicki djelitelj od aq i aj.

Najvecdi zajednicki djelitelj dvaju polinoma mozemo pronaci uzastopnom primje-
nom Teorema o dijeljenju s ostatkom za polinome (vidi Teorem 4). Dobiva se niz
ostataka koji su polinomi sa sve manjim stupnjevima, a nakon kona¢nog broja ko-
raka dolazimo do ostatka koji je nul-polinom. Tada se, sli¢no kao u slucaju cijelih
brojeva, moZe pokazati da je najveci zajednicki djelitelj posljednji ostatak koji nije
nul-polinom.

Primjer 27. Zelimo naéi najveéi zajednicki djelitelj polinoma a;(x) = x> —2x+ 11
ay(x) = x? — 1. Prvi korak je podijeliti a; (x) sa a(x). Dobivamo:

—x 41

3_ox 1)+ (1) =xt+ 20

(_; = )+ (¥ -1) =1+ 5
—x 41

Dakle, prvi ostatak je r1(x) = —x + 1. U drugom koraku dijelimo ay(x) s r1(x):

( «? —1f 2] —#FHl)= —2—1L
— 2
x—1
—x+1
0

Drugi ostatak je ro(x) = 0 i tu nas algoritam staje. Najveci zajednicki djelitelj polinoma
ay i ap je polinom —x + 1, to jest (a1(x),a2(x)) = x — 1.

n .
Definicija 26. Neka jea € V[x], a = Y uyx'. Sadrzaj polinoma a je najveci zajednicki
i=0
djelitelj koeficijenata ug, u, . . ., . Oznacavamo ga s C(a).

Primjer 28. Neka je dan polinom a(x) = 12x° + 4x — 8 € Z|x]. Sadrzaj polinoma je
C(a) =4iliC(a) = —4.

Ukoliko koeficijenti polinoma nemaju pravog zajednickog djelitelja, to jest ako su
relativno prosti, kaze se da je polinom primitivan.

Primjer 29. Polinom b(x) = x* — 2x3 + 3x — 5 € Z|x]| je primitivan polinom jer su
koeficijenti polinoma relativno prosti.

Sljedeci teorem opisuje vezu izmedu polinoma, kao prstena glavnih ideala, i fak-
torizacije.

Teorem 6 (vidjeti [9]). Ako je V polje, onda je prsten polinoma V[x| prsten glavnih
ideala.
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Dokaz. Najprije éemo pokazati da se svaki element iz Vx| moze prikazati u obliku
produkta ireducibilnih elemenata. Neka je f € V[x]. Ukoliko je f polinom stup-
nja nula, onda ova tvrdnja odmah slijedi jer je V faktorijalan prsten.
Uzmimo sada da je f polinom pozitivnog stupnja. MoZemo ga prikazati kao
f = C(f)f1, gdjeje f1 € V[x] primitivan polinom. Kako je V faktorijalan prsten,
tadajeili C(f) invertibilanilije C(f;) = cic2 - - - cm, gdje susvielementicicy - - - ¢y
ireducibilni u V. Tada su svi ti elementi ireducibilni i u V[x] jer ¢; mozemo pri-
kazati u obliku a - b,a,b € V[x] pa a i b moraju biti polinomi stupnja nula. Dakle,
a,b € V pajedan od njih mora biti invertibilan.
Neka je K polje kvocijenata od V. Tada je K[x| faktorijalan prsten i postoje ire-
ducibilni elementi p},ps,...,p; € K[x| takvi da je f1 = pips---p;. Svaki
p;,i=1,2,...,n,moZe se prikazati u obliku

a;

pi =3 Pir

1
gdjesua;, b; € V,b; # 0, a p; je primitivan polinom iz V[x|. Pokazimo sada da je
polinom p; ireducibilan u K[x]. Pretpostavimo suprotno, neka p; nije ireducibilan.
Tada postoje g, € K[x] koji nisu invertibilni takvi da je p; = ¢-h,g,h € V|[x].
Oba polinom g i i su stupnja barem 1 iz ¢ega slijedi p; = % gh, §to nije moguce
1

jer je p; ireducibilan, a % ¢ 1 h su polinomi pozitivnog stupnja iz K|[x] koji nisu
invertibilni. 1 O

Kako je V[x]| prsten glavnih ideala, svaki ideal moze biti rastavljen na temelju
polinoma koji ga generira Sto nam omogucava faktorizaciju polinoma na proste
faktore. Faktorizacija osigurava da se svaka komponenta, to jest faktor, moze
analizirati kao ideal ¢ime se stvara izravna veza izmedu razlaganja polinoma i
strukture ideala.

Sljedeci teorem omogucuje da se svojstva sadrzaja polinoma o¢uvaju tijekom mno-
Zenja.

Teorem 7 (Gaussova lema za polinome). [vidjeti [5, Teorem 11.4]]

Ako su u,v € Vx|, tada je C(u - v) = C(u)C(v). Posebno, produkt primitivnih poli-
noma je primitivan.

Dokaz. ZapiS$emo polinome u i v u obliku u = C(u)uy,v = C(v)vy, pri ¢emu su
uy,v; € V|[x] primitivni polinomi. Tada vrijedi
C(u-v) = C(C(u)C(v)uvy) = C(u)C(v)C(u1v7),

Sto znaci da je za dokaz dovoljno dokazati C(u1v1) = 1, to jest da je polinom 1774
primitivan. Neka je

n m
i = Za,-x’, By = Zb]-x].
i=0 j=0

m-+n

Tada je u1v; = E ckxk, pri ¢emu je ¢ = ugvx + U Vk_1 + - - - + Uvp. Pretpos-
k=0

tavimo da u7v; nije primitivan polinom. Tada C(u;v;) nije invertibilan te se u



2.6. FAKTORIZACIJA U PRSTENIMA POLINOMA 21

faktorijalnoj domeni V moze prikazati kao produkt ireducibilnih elemenata koji
su takoder i prosti elementi. Za C(u7v;) odaberemo jednog predstavnika klase
asociranosti najvece zajednicke mjere koeficijenata od u;v;. To znaci da postoji
ireducibilan element p € V takav da p|cx zasve k = 0,1,2,...,m + n. uy je pri-
mitivan pa p { C(uy) i postojii € {0,1,...,n} takav da p 1 a;. Neka je s najmanji
takav broj za koji vrijedi p 1 as. Dakle, p|ag,ay,...,a5_11p 1t as. Istim razmislja-
njem dolazimo do zakljuc¢ka da postoji t € {0,1,...,m} takav da p|by, by, ..., bs_1
i p 1 by. Primijetimo sljedece:

Cs+t = Agbsyt + -+« +as_1bpyq + ashy + asy1by_q + - - - + asi4bo.

Iz ¢injenice p|ay, . . ., as—1, slijedi da p|agbs+¢, . .., as_1bs11. Kako p|by, ..., b1, sli-
jedida plasi1bi—1, ..., as+¢by. ZakljuCujemo da p|cs++ Sto znaci da p mora dijeliti i
asb;. Kako je p prost, mora vrijediti da p|as ili p| by, $to nije moguce te zaklju¢ujemo
da je polinom u4v; primitivan. O

Primjer 30. Uzmimo polinome u(x) = 2x +4iv(x) = 3x + 6 iz prstena Z[x]. Odre-
dimo sadrZaj oba polinoma:

Cle) =2, Cle)=23
Dakle, ni u ni v nisu primitioni jer im sadrZaji nisu jednaki 1. PomnoZimo polinome u i
v

w(x) = u(x)-v(x) = (2x +4)(3x + 6) = 6x> +24x +24.

Sadrzaj produkta je C(w) = 6 Sto znaci da produkt takoder nije primitivan, ali je ispu-
njeno C(uv) = C(u)C(v).

Uvedimo sada definiciju ireducibilnosti za polinome.

Definicija 27. Neka je V integralna domena. Za polinom a € Vx| kaZemo da je redu-
cibilan nad V ako se moZe prikazati u obliku a = gh, gdje su g,h € V[x]\V. Ukoliko
nekonstantan polinom nije reducibilan, kaZemo da je ireducibilan nad V.

Primjer 31. Polinom a(x) = x* — 3 ireducibilan je nad poljem Q jer se ne moZe faktori-
zirati u produkt polinoma nizeg stupnja s koeficijentima iz Q. S druge strane, polinom je
reducibilan nad polje R jer ga moZemo zapisati kao a(x) = (x — v/3)(x + /3). U ovom
rastavu, \/3 i —+/3 su realni brojevi pa je faktorizacija moguéa unutar polja R.

Definicija 28. Neka je V integralna domena. Za x € V kazemo da je korijen ili nul-tocka
polinoma a € V|x] ako je a(x) = 0.

Ukoliko ovu definiciju poveZemo s Teoremom o dijeljenju s ostatkom za polinome
(vidi Teorem 4), slijedi da je « korijen od a ako i samo ako (x — «) dijeli a(x).

Primjer 32. Uzmimo polinom a(x) = x?> — 5x + 6 iz Z|[x]. Faktorizacijom pronadimo
nultocke polinoma a(x):

a(x) = x> —5x+6 = (x —2)(x — 3).



2.6. FAKTORIZACIJA U PRSTENIMA POLINOMA 22

Prema Teoremu o dijeljenju s ostatkom za polinome moZemo zakljucitida (x —2) i (x — 3)
dijele polinom a. Zaista, podijelimo li polinom a s polinomima (x —2) i (x —3), u oba
slucaja dobivamo ostatak 0:

( x2-5x+6)+(x—2)=x-3,

— %2 4 2x
—3x+6
3x —6
0
x2—5x+6)+ (x—3) =x—2.
— & 4Bz
—2x+6
2x — 6

0

Definicija 29. Neka je a € V[x|. KaZemo da je « € V korijen kratnosti k > 1 od a ako
(x — &)* dijeli a u V[x], ali (x — &) +! ne dijeli a u V[x].

Primjer 33. Neka je a(x) = x* — 14x3 + 60x? — 104x + 64 iz Z[x|. Faktorizirajmo
polinom

a(x) = x* — 1423 +60x% — 104x + 64 = (x —2)3(x — 8)
= (x—2)(x—2)(x —2)(x — 8).

Broja = 2 je korijen polinoma a te pokaZimo da mu je kratnost jednaka 3. Treba pokazatida
(x —2)3 dijeli a, ali (x — 2)* ne dijeli a. Polinom a sadrZi faktor (x — 2)3 pa zakljucujemo
da (x — 2)3 dijeli a. S druge strane, polinom a ne sadrZi faktor (x — 2)* jer postoje samo
tri faktora (x — 2) pa (x — 2)* ne dijeli a.

Ekvivalent prostih brojeva u prstenima polinoma jesu ireducibilni polinomi.
Svaki polinom pozitivnog stupnja a € V[x] mozemo prikazati kao

a(x) =clx—ay)™-...-(x — o)™, (2.3)

gdjesuny, ..., ayrazliciti korijeni, a n4, . . ., 1 njihove kratnosti. c predstavlja kons-
tantni koeficijent iz polja V kojeg zovemo vode¢i koeficijent.

Definicija 30. Polje V je algebarski zatvoreno ukoliko svaki polinom u Vx| pozitivnog
stupnja ima barem jednu nultocku u polju V.

Iz Definicije 30 slijedi da je V' algebarski zatvoreno polje ako i samo ako su iredu-
cibilni polinomi u V[x] upravo polinomi stupnja 1. Tada polinom a4 € V[x| ima
to¢no nq + ... + n, = deg a korijena, uz uvjet da svaki korijen brojimo onoliko
puta kolika mu je kratnost. Rastav (2.3) naziva se kanonski rastav polinoma a u
prstenu V[x].

Primjer 34. Polje R nije algebarski zatvoreno. Primjerice, polinom a(x) = x* + 3 nema
korijen u R.
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Definirajmo sada polje ostataka modulo p.

Neka je p prost broj. SF, = {0,1,...,p — 1} definira se polje ostataka modulo p
uz operacije zbrajanja i mnozenja modulo p. Za u € V definira se u € IF, takav
daje u = u (mod p). Nekaje a(x) = ug+ uix +--- + u,x" € Vix] te neka
je a redukcija od 4 modulo p, to jest polinom a(x) = Uy + Uyx + - - - + Upx" €
Fp[x]. Redukcijom polinoma a smanjuju se koeficijenti polinoma a na elemente
polja ostataka modulo p.

Ova konstatacija potrebna nam je za sljede¢i teorem koji govori o odredenim svoj-
stvima ireducibilnosti polinoma i vezi izmedu ostataka pri dijeljenju polinoma s
prostim brojevima.

Teorem 8 (Schonemann). [vidjeti [5, Teorem 11.14.]]

Neka je a = g" + ph € Z[x] normirani polinom gdje je n prirodan broj, p prost broj te
g, h € Z|[x]. Pretpostavimo da je § ireducibilan u F,,[x] te da § ne dijeli h u F,[x]. Tada
je polinom a ireducibilan u Z|x].

Dokaz. Pretpostavimo da je a = a1a, netrivijalna faktorizacija od a4 u Z[x]. Neka
su polinomi a;,a, normirani. Tadajea = @y -a; € FFy[x]. Polinomia = g"ig
ireducibilni su u IFp[x] pa postoje u,v € IN takvi da je u +v = n te polinomi
hy, hy € Z[x] tako da vrijedi

ay =g"+phy, ay=g"+ phs.
Iza = g"+ ph = (g" + phy)(g° + phy) slijedi da je
h = g"hy + §°hy + phyhs. (2.4)
Pretpostavimo da je # < v. Tada izraz (2.4) postaje
h = g"h3 + phihy, (2.5)

pri ¢emu je hy = hy + g° "“hy € Z[x]. Promotrimo sada redukciju izraza (2.5)
modulo p, B o
]’l - gu 8 I’l3.

Zaklju¢ujemo da g dijeli & u F, [x] $to je u suprotnosti sa pretpostavkom teorema.
U

Schénemannov teorem daje uvid u to kako transformacije na polinomima mogu
ocuvati svojstva ireducibilnosti. Vazno je naglasiti da teorem vrijedi za prstene
polinoma koji su nad poljem karakteristike 0.

Primjer 35. Neka je dan polinom a(x) = (x*> +1)% + 3(x +2) € Z|[x] koji odgovara
obliku polinoma iz Schénemannovog teorema. Pogledajmo kako se polinom ¢(x) = x> +1
ponasa u polju Z3[x]. U polju Z3|x] imamog(x) = x> +1jerjel =1 mod 3. Polinom
g je ireducibilan u polju Zs[x| jer se ne moZe faktorizirati u polinome niZeg stupnja iz
Z3|x]. Dalje, u polju Z3[x] imamo h(x) = x + 2. Polinom g ne dijeli polinom h u
Z3[x] jer je degh < degg. Prema postavljenim uvjetima, zakljucujemo da je polinom
a(x) = (x2 +1)% 4+ 3(x + 2) € Z|x] ireducibilan u Z[x].
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Sljede¢i kriterij jedan je od najpoznatijih i najkorisnijih kriterija za identifikaciju
ireducibilnosti polinoma sa cjelobrojnim koeficijentima.

Teorem 9 (Eisensteinov kriterij). [vidjeti [5, Teorem 11.15]]
Neka je
a(x) = x" +up,_ x4 x4y
normirani polinom s koeficijentima iz skupa Z. te neka je p prost broj za koji vrijedi da p
dijeli ug, uq, ..., u,_1, ali p* ne dijeli uy. Tada je a ireducibilan polinom u Z.[x|.

Dokaz. Polinom a moZemo zapisati koriste¢i Schonemannov teorem (vidi Teorem
8) na sljedeéi nacin
a=g"+ph,
gdje je
1
g(x)=x h(x)= E(un—ﬂ”_l + ...+ uyx 4 ug).

Time su zadovoljene pretpostavke Schonemannovog teorema, to jest % = 0
(mod p) i g(x) = x ne dijeli h(x). Zaklju¢ujemo da je a ireducibilan u Z[x]. [

Primjer 36. PokaZimo da polinom a(x) = x° + 6x% 4+ 9x + 12 zadovoljava Eisensteinov
kriterij. Prost broj p = 3 dijeli koeficijente 6,9 i 12, to jest dijeli sve koeficijente osim
vodeceg. Kvadrat broja p, p* = 9, ne dijeli 12, to jest koeficijent uz slobodan ¢lan. Zaklju-
¢ujemo da je polinom a ireducibilan u Z[x|. Zaista, prisjetimo li se definicije ireducibilnog
polinoma, vidimo da se polinom a ne moZe faktorizirati u produkt polinoma nizeg stupnja
s koeficijentima iz Z[x). To znaci da je a, po Definiciji 27, ireducibilan u Z|x].



3 | ProSirenja polja

U Poglavlju 2 definiran je pojam polja kao jedno od najznacajnijih objekata u alge-
bri. Ovo poglavlje objasnit ¢e prosirenje polja te na posljetku definirati kvadratno
prosirenje. Prosirenje polja je koncept u algebri koji se odnosi na stvaranje veéeg
polja tako Sto se postoje¢em polju dodaju novi elementi. Ono omogucava rjesava-
nje odredenih problema cije rjeSenje nije bilo moguce unutar pocetnog polja.

3.1 Opéenito o prosirenjima polja

Definicija 31. Neka su Vi L polja, V C L, uz iste operacije. Tada je polje L prosirenje
polja V te je V potpolje od L. Ukoliko su V, L i M polja, V. C L C M, uz iste operacije,
kaze se da je L medupolje.

Prosirenja polja mogu se klasificirati prema razli¢itim kriterijima, kao $to su stu-
panj prosirenja, algebarska i transcendentalna prosirenja, te kona¢na i beskonac¢na
prosirenja. Ako je L proSirenje polja V, tada L moZemo promatrati kao vektorski
prostor nad poljem V. Elementi polja L (vektori) ¢ine Abelovu grupu obzirom na
zbrajanje. Svaki vektor 2 € L moZemo pomnoZiti sa skalarom « € V pri ¢emu je
aa € L.

Algebarska prosirenja nastaju dodavanjem korijena polinoma sa koeficijentima iz
V, dok transcendentalna prosirenja uklju¢uju elemente koji nisu korijeni niti jed-
nog polinoma iz V.

Definicija 32. Neka je L prosirenje polja V. Ukoliko je L konacnodimenzionalan vektorski
prostor nad V, L je konacno proSirenje polja V. Dimenzija tog vektorskog prostora naziva
se stupanj proSirenja i oznacava s [L : V). Ukoliko L nije konacno prosirenje polja V, pise
se[L:V]=oo.

Primjer 37. Polje kompleksnih brojeva C je prosirenje polja R te je [C : R] = 2 buduci
da skup {1,i} tvori jednu bazu od C nad R. S druge strane, prosirenje polja realnih
brojeva nad racionalnim brojevima je beskonacno, to jest [R : Q] = oo. Polje R sadrzi
beskonacno mnogo elemenata koji se ne mogu izraziti kao linearne kombinacije racionalnih
brojeva, primjerice brojevi 1t,e,+/3,.... Dakle, ne postoji konacan skup elemenata iz R
koji bi mogao tvoriti bazu za R nad Q.

Teorem 10 (vidjeti [7, Teorem 4.4.]). Ako je L konacno prosirenje polja V i M konacno
prosirenje polja L, tada je M konacno prosirenje polja V i vrijedi

[M s V] = [M g L][E 2 V],

25
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Dokaz. Neka je {u; : i € I} bazaza L/Mi{v; : i € J} baza za M/L. Treba
pokazati da skup {u;v; : i € I,j € J} ¢ini bazu proSirenja za M/ V. Neka je

X = ZD(]'U]',
j

pri ¢emu je a; € L i postoji konaéno mnogo elemenata v; razli¢itih od nule. Mo-
Zemo pisati
&j= Z%’jui,
i

za neke ne-nul elemente ;; € V. Kombiniranjem ova dva izraza dobivamo

x=), (Z %'j“i> v = ) ) ijhivj.

P % i

Sto znaci da se x € M mozZe izraziti kao linearna kombinacija vektora iz baze

{a;b;}, a to povlaci da skup {a;b;} pokriva M nad V.

Pretpostavimo sada da je ) v;ju;v; = 0, 7;j € V. Kako je {v;} baza za K/L, a
0]

time i linearno nezavisna nad L, slijedi da je ) _7;;u; = 0, za svaki fiksni j. Tada

1
koeficijent &;; mora biti jednak nuli za sve i i j. Zbog nezavisnosti u;v; nad V, oni
kreiraju bazu za K/L. Imamo

M:V]={abj:icLje]}={w:icl}-{vi:i€J} =[M:L]-[L:V]
U

Za specijalni slucaj [L : V| = 2 kaZe se da je to kvadratno prosirenje. Ukoliko je
[L : V] = 3 imamo kubno prosirenje i tako dalje.

Kvadratno prosirenje polja je prosirenje polja koje nastaje dodavanjem kvadrat-
nog korijena nekog elementa polja. Formalno, ako je V polje, i 4 element koji nije
kvadrat u V, kvadratno progirenje dobije se tako da dodamo element v/d u polje V.

Progirenje polja V koje je nastalo dodavanjem +/d u polje V, oznacava se s V(1/d)
te se sastoji od elemenata koji su oblika

V(Vd) = {u+ovVd:uoveV} (3.1}

Primjer 38. Polje Q(~\/2,+/3) je prosirenje polja Q nastalo dodavanjem elemenata /2
i \/3. Zanima nas kako izgledaju elementi tog polja te koliko iznos stupanj prosirenja.
MozZemo pisati

Q(v2,v3) ={a+bV3:abecQ(V2)} (32)
Kako sua,b € Q(\/z), oni suoblikna =c+dv2,b=e +f\/§ Uvrstimo a i b u izraz
(3.2):

a+bV3=c+dV2+(e+fV2)V3=c+dvV2+eV3+ V6.
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Dakle, elementi polja Q(~/2,/3) su oblika
Q(v2,V3) = {c+dV2+eV3+ fV6:a,b,c,d c Q).

Stupanj prosirenja je [Q(v/2,v/3) : Q] = 4 jer je baza od Q(\/2,+/3) nad Q
{1,v2,/3,V6}.

Sljedeca definicija opisuje klasu kvadratnog prosirenja polja koja zauzima glavni
interes u algebarskoj teoriji brojeva.

Definicija 33. Swvako medupolje Q C V C C takvo da je [V : Q] konacno, zovemo polje
algebarskih brojeva.

Pocetak razvijanja algebarske teorije brojeva zapoceo je u 19. stolje¢u iako su poj-
movi ove teorije bili poznati i ranije. U ovom poglavlju definirat éemo algebarske
brojeve te ih primijeniti za rjeSavanje diofanskih jednadZzbi.

Definicija 34. Kompleksni broj a naziva se algebarski broj ako postoji polinom P(x) s
racionalnim koeficijentima, razlicit od nul-polinoma, takav da je P(a) = 0. Ukoliko
nije algebarski, kaZemo da je transcedentan.

Ukoliko je svaki element iz L algebarski nad V, kazemo da je L algebarsko
prosirenje polja V.

U prethodnoj definiciji nuzno je da P bude nekonstantan polinom jer bi za P = 0
vrijedilo P(a) = 0 za svakiw € L. Takoder, polje V je algebarsko prosirenje samog
sebejerjezawa € V polinom P = x —a € V]x]iP(a) = 0.

Primjer 39. Realan broj /3 je algebarski nad poljem Q jer za polinom P = x> — 3 €
Q(x) vrijedi P(1/3) = 0.

Polje realnih brojeva R nije algebarsko prosirenje polja racionalnih brojeva Q jer mozZemo
izabrati brojeve 1 ili e koji su transcedentni nad Q.

Polje kompleksnih brojeva C je algebarsko proSirenje polja realnih brojeva R. MoZemo
uzeti neki kompleksnibrojz = a+bi € C,a,b € Ripolinom P = (x —a)? + b* € R[x]
pri cemu Ce vrijediti P(z) = 0.

Teorem 11 (vidjeti [1, Teorem 0.3.]). Ako je prosirenje polja [L : V| konacno, onda je

ono i algebarsko prosirenje.

Dokaz. Neka je « € V proizvoljan i neka je [V : K| = n,n € IN. Treba pokazati
da postoji polinom g(x) € K[x] takav da vrijedi g(«) = 0. Kako je V polje, vrijedi
1,a,a%...,a" € V. Takoder, 1,a,4?,...,a" je skup od n + 1 vektora koji se nalaze
u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru i oni su medusobno linearno zavisni
nad K. To jest, postoje neki ko, k1, ..., ku € K,m <nik, # 0, takvi da vrijedi

ko +kia+ -+ kpa = 0.
Dakle, proizvoljan broj « je algebarski nad K i time je propozicija dokazana. [

Definicija 35. Polje L je konacno generirano proSirenje polja V ako postoji n € IN te
&y,0,...,0n € Ltakvidaje L = V(ay,az,...,0n).
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Prethodna definicija sugerira da su elementi aq, ay, . .., &, dovoljni da generiraju
cijelo proSirenje L iz V $to znaci da nema potrebe za dodavanjem dodatnih ele-
menata izvan njihove kombinacije. Takoder kaZe da je proSirenje L najmanje polje
koje sadrzi V i sve kombinacije elemenata a1, &y, . .., ay.

Primjer 40. Neka je V. = Qi L = Q(+/3) prosirenje polja generirano dodavanjem
kvadratnog korijena broja 3. To znaci da se L moZe zapisati kao L = {a +b\/3 : a,b €
Q}. Trebamo pokazati da postoji konacan skup elemenata u L Cije linearne kombinacije s
koeficijentima iz V tvore L. Buduéi da L sadrZi samo elemente oblika a + b\/3, gdje su
a i b racionalni brojevi, moZemo uzeti konacan skup S = {1,+/3}. Svaki element x iz
L je oblika x = a + by/3. Takoder se moZe zapisati kao x = 1-a+ b -+/3 sto daje
linearnu kombinaciju elemenata iz skupa S s koeficijentima iz Q. Skup L je ocito zatvoren
za zbrajanje i mnoZenje. Jos$ je potrebno provjeriti da svaki element iz L ima inverz u L.

1 1 a—b\/g_a—b\/g

a+bvV3 atbv/3 a—by3 a2— 30

a b
T a2—3b2\/§'

(a+bv3) 1=

Dakle, (a + b\/3) ™1 je oblika x +y+/3, gdje su x = az—aw iy= iz polja Q.

a? — 3b?
Na kraju ovog dijela navedimo i dokaZimo rezultat koji povezuje konacna i alge-
barska prosirenja polja.

Teorem 12 (vidjeti [7, Teorem 4.5.]). Prosirenje L polja V je konacno ako i samo ako je
to proSirenje algebarsko i konacno generirano.

Dokaz. Neka je L konacno prosirenje polja V te neka je « € L. Vektorski prostor
L nad poljem V je kona¢nodimenzionalan pa skup {ay,a2,...,a,} ne moZze biti
linearno nezavisan za svaki n € IN. Dakle, postoji prirodan broj n za koji je skup
{a1, 4, ...,a,} linearno nezavisan. To znaci da postoje koeficijenti ag, ay, . .., a, €
V, gdje nisu svi jednaki nuli, tako da vrijedi

a0+a10¢+a20¢2+---—|—antx”:0.

Dakle, za polinom P = a,x" + -+ + ayx? + ayx +ag € Vx| vrijedi P # 0 i
P(x) = 0 $to implicira da je a algebarski nad V, a L algebarsko prosirenje po-
lja V. Neka je sada {ay,a,,...,a,} baza vektorskog prostora L nad V. Tada je
V(ay,a2,...,0m) C Ljerje VU {ay,az,...,am} C L. Kakoje L = {a1a1 + axan +
ot Al ¢ ay,0n,...,0m € V}te {ayng + axao 4+ -+ amity : aq,42,... 8, €
V} C V(g ap,...,a,)slijedidaje L = V(ay,az,...,am) paje L konaéno generi-
rano prosirenje polja V.

PokaZzimo obrnuti smjer. Neka je sada L algebarsko i kona¢no generirano prosi-
renje polja V te a1, a2, ..., &y, € Ltakvidaje L = V(ay,a2,...,&y). Definiramo
Vo=V, Vi = V() iV; = V(ay,a2,...,&n), priéemuje j = 2,...,m. Tadaje
V=W<CcWVcWwnc...-CV, 1=Lte

[L:V]=[Vi:Vu] Viue1: V2] - [Va: V1] [V1: V).
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Primijetimo da za svakij € {1,2,...,m} vrijedi V; = V;_; («;). Kako je «; algebar-
skinad V,a V C V;_4, slijedi da je «; takoder algebarski nad V;_; $to znaci da je
V; konacno prosirenje od V;_;, tojest [V; : V;_1] < co. Prema tome, i [L: V] < 0
pa je L konac¢no prosirenje polja V. O

Primjer 41. Pogledajmo prosirenje polja Q(+/2) nad Q dobiveno dodavanjem elementa
V2 polju Q. Element /2 je algebarski nad poljem Q jer je korijen polinoma P(x) =
x? — 2 iz prstena Q|x]. Kako je svaki element iz Q(+/2) algebarski nad Q, slijedi da je
Q(+/2) algebarsko prosirenje nad Q. Prosirenje polja je konacno jer je stupanj proirenja
konacan, to jest [Q(+/2) : Q] = 2. Takoder, prosirenje je konacno generirano jer se moZe
generirati jednim elementom /2. Dakle, polje Q(\/2) je konacno generirano prosirenje
polja Q.

3.2 Kbvadratna proSirenja

Kako je predmet izuc¢avanja ovog rada prosirenje polja, u daljnjem radu analizirat
¢emo prosirenja polja koja uklju¢uju kvadratne korijene, Sto je vazno u kontekstu
algebarske teorije brojeva.

U okviru ovog poglavlja objasnili smo da je kvadratno prosirenje polja V nastalo
dodavanjem polju kvadratnog korijena nekog elementa iz tog polja te da su ti ele-
menti oblika {u +vv/d : u,v € V} (vidi (3.1)). Baza takvog kvadratnog progire-
nja polja V moZe se prikazati kao {1,v/d}, gdje je d kvadratni korijen elementa d
iz polja V.

Pokazimo kako se od kvadratnog prosirenja moze doéi do kvadratnog polinoma
koji nam je potreban za daljnju analizu.

Neka je [L : V] proizvoljno kvadratno prosirenje te neka 1 oznacava jedinicu u
poljima L i V. Tada za bilo koji element w € L\V imamo bazu {1, w} od L kao
vektorski prostor nad poljem V. Posebno je

L={a+bwla,be V}.

Kako je w € L, onda je i w? € L pa postoje neki ag, by € V takvi da vrijedi
w? = ag + byw
Sto povlaci
w? — bow — ag = 0.

Zakljucuje se da je w nultocka polinoma g(X) € V[X] definiranog s

7(X) = X% — hyX — ay.
Ovim se postupkom od kvadratnog prosirenja dolazi do kvadratno polinoma.
Konstatirajmo obrnuti smjer. Ukoliko je dano polje realnih brojeva i kvadratni
polinom X? + 1 = 0 &iji korijeni nisu realni brojevi, moZzemo progiriti polje realnih
brojeva tako da dodamo imaginarnu jedinicu i kao korijen kvadratnog polinoma.

Na taj nac¢in dobivamo prosireno polje kompleksnih brojeva C.
Ovaj primjer motivacija je za vrlo vazan teorem koji se ovdje neée dokazivati.
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Teorem 13 (Osnovni teorem algebre). [vidjeti [10, Teorem 37.10.]] Nekaje f(X) =
ay X" + - - - + ay, X + ag polinom u prstenu C[X] stupnjan > 1. Tada postoji barem jedna
nultocka tog polinoma u C.

Direktna posljedica Teorema 13 je ta da je polje kompleksnih brojeva algebarski
zatvoreno.

Definicija 36. Prosirenje L polja V se naziva algebarskim zatvaracem polja V ako je pro-
sirenje L algebarsko nad V, a istovremeno je i algebarski zatvoreno.

Drugim rije¢ima, to je najmanje polje koje sadrzi polje V i sve korijene svih poli-
noma s koeficijentima iz polja V. To znaci da algebarski zatvara¢ sadrZi sve ele-
mente potrebne za rjeSavanje svih algebarskih jednadZzbi nad V, bez dodavanja
suvisnih elemenata. Standardna oznaka je V.

Primjer 42. Polje kompleksnih brojeva C algebarski je zatvara& polja realnih brojeva R, a
to opet znaci da je C prosirenje polja R. MoZemo pisati C = R.

Polja realnih R i racionalnih brojeva Q nisu algebarski zatvorena, sto znaci da postoje po-
linomi sa koeficijentima iz tih polja koji nemaju rjeSenja unutar istih. Primjerice, polinom
x? 42 = 0 nema rjesenje u R jer ne postoji realni broj &iji je kvadrat jednak —2. Da bi
rijesili ovu jednadzbu, potrebno je prosiriti polje R.

Primjer 43. Za primjer polinoma koji je ireducibilan nad poljem R ponovno moZemo uzeti
a(x) = x? + 1 jer nema nultocke u polju R. Dakle, po definiciji, polinom a je ireducibilan.
Nasuprot tome, kvadratni polinom b(x) = x? — 25 je reducibilan jer su mu nultocke 5 i
-5 iz polja R.

3.3 Algebarski brojevi

Objasnili smo da su kvadratna proSirenja posebna vrsta prosirenja koja se
formiraju dodavanjem polju korijena kvadratnog polinoma, ¢ime se stvara nova
algebarska struktura koja sadrzi algebarske brojeve. Kroz analizu kvadratnih
prosirenja, istrazit ¢emo kako se algebarski brojevi mogu klasificirati prema
njihovim karakteristikama, poput djeljivosti i normi.

U prethodnom poglavlju dana je definicija algebarskog broja (Definicija 34). Slje-
dedi teorem povezuje algebarske brojeve i polinome te osigurava da za svaki al-
gebarski broj postoji jedinstveni minimalni polinom koji ga definira. Teorem ta-
koder govori da se svaki algebarski broj moZe napisati kao nulto¢ka odredenog
polinoma s cjelobrojnim koeficijentima te da taj polinom ima neka vazna svojstva
koja osiguravaju njegovu jedinstvenost i minimalnost.

Teorem 14 (vidjeti [5, Teorem 12.1.]). Za svaki algebarski broj a postoji jedinstveni
polinom
P(x) = anx" 4+ - -+ a1x +ag (3.3)

sa svojstvima:

e P(x) € Z[x],
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& @y > 04 (dg, 40, . 85) =1,

e P(a) =0,

e ko je Py(x) € Q|x] takav da je Py(a) = 0, onda P(x) dijeli Py(x) u Q[x],
e P(x) je ireducibilan nad Q.

Primjer 44. U Primjeru 41 pokazali smo da je element & = /2 algebarski nad poljem
Q(V/2) jer je korijen normiranog polinoma P(x) = x> —2 € Z|[x]. Korijen polinoma
Py(x) = x* — 2 € QIx] je takoder element /2 $to znaci da polinom P(x) dijeli polinom
Py(x) jer su oni jednaki. Polinom P(x) = x? — 2 je ireducibilan nad poljem Q jer se
ne moZe faktorizirati kao produkt polinoma prvog stupnja s racionalnim koeficijentima.
Zadovoljeni su svi uvjeti iz Teorema 14, §to znaci da je P(x) = x? — 2 jedinstveni polinom
za algebarski broj «.

Definicija 37. Cjelobrojni minimalni polinom algebarskog broja « je polinom P(x) opi-
san u Teoremu 14. Minimalni polinom od « je polinom g(x) = %P(x), dakle to je ire-
ducibilni normirani polinom s racionalnim koeficijentima takav da je g(a) = 0. Stupanj
algebarskog broja je stupanj njegovog minimalnog polinoma.

Drugim rije¢ima, minimalni polinom je polinom najniZeg stupnja koji ima rjeSe-
nje «.

Primjer 45. U Primjeru 44 pronasli smo jedinstveni polinom P(x) = x? — 2 za alge-
barski broj &« = /2. Buduci da je vodeci clan promatranog polinoma a, = 1, nije ga
potrebno normirati, to jest, polinom g iz definicije odgovara polinomu P(x) = x* — 2.

Od sada éemo takav polinom zvati minimalni polinom algebarskog broja a. Stupanj alge-
barskog broja « je stupanj njegovog minimalnog polinoma. Dakle, vrijedi deg P = 2.

U ovom dijelu bit ¢e definirano i dokazano klju¢no svojstvo skupa algebarskih bro-
jeva, a to je da on ¢ini polje. Za dokaz ovog teorema navest ¢emo sljedeci teorem,
koji ovdje nece biti dokazan.

Teorem 15 (vidjeti [5, Korolar 11.22.]). Neka su u i v polinomi nad poljem V stupnja
n, to jest k, te neka su a1, . .., &y, odnosno B, . .., B njihovi korijeni. Tada su

k n
~ T T~

j=17=1
k n
H (x —aiB;),
j=1i=

polinomi s koeficijentima iz V.

Teorem 15 kaze da se mogu konstruirati novi polinomi, /; i hy, s koeficijentima iz
polja V ukoliko znamo korijene polinoma u i v.

Teorem 16 (vidjeti [5, Korolar 12.2.]). Skup svih algebarskih brojeva ¢ini polje.
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Dokaz. Neka su w i B # 0 algebarski brojevi. Potrebno je dokazati da su a +
B,aB,—pB i B! takoder algebarski brojevi. Neka su u(x) i v(x) minimalni poli-
nomi od &, to jest . Direktnom primjenom Teorema 15 na polinome u(x) i v(x)
zakljuCuje se da su « + B i af algebarski brojevi jer su korijeni polinoma h;(x) i
hy(x) &iji su koeficijenti iz Q. Broj —p je algebarski jer je korijen polinoma v(—x),
dok je broj B! algebarski jer je korijen polinoma x™v(2), pri éemu je m stupan;
polinoma v. Buduéi da su svi algebarski brojevi zatvoreni na operacije zbrajanja,
mnoZenja, negacije i inverzije, zaklju¢ujemo da skup svih algebarskih brojeva ¢ini
polje. O

3.4 Algebarski cijeli brojevi

Prije daljnje analize uvodimo definiciju za kvadratno slobodan broj koja ¢e nam
trebati u nastavku rada.

Definicija 38. Za prirodan broj a kaZemo da je kvadratno slobodan ako je 1 najveci kvadrat
koji ga dijeli.

Primjer 46. Kovadratno slobodni brojevi su +1,+2, 43,45, +7. Primjeri brojeva koji
nisu kvadratno slobodni su +12, 418, 445, +72.

Definicija 39. Algebarski broj a je algebarski cijeli broj ako njegov minimalni polinom
ima cjelobrojne koeficijente, to jest ako je njegov minimalni polinom normiran.

Drugim rije¢ima, algebarski cijeli broj je algebarski broj koji je rjeSenje neke alge-
barske jednadZbe s cijelim koeficijentima, ali je istovremeno i cijeli broj.

Propozicija 3 (vidjeti [5, Propozicija 12.3.]). U skupu racionalnih brojeva, jedini al-
gebarski cijeli brojevi su cijeli brojevi.

Dokaz. Svaki z € Z je algebarski cijeli broj jer je korijen polinoma u(x) = x — z.
Ukoliko imamo algebarski cijeli broj 2, gdje je (z,9) =1, tadaje

z n z n—1
BTG
q q

Z"+a,_ 192" 1+ -+ agq™ = 0.
Dakle, q|z", paiz (z,q) = 1 slijedi da je ¢ = £1 $to znadi da je c€Z O

Mozemo reéi da je skup algebarskih cijelih brojeva podskup algebarskih brojeva
te da su oni takoder cijeli brojevi.

U Poglavlju 2.5 objasnili smo faktorizaciju u komutativnim prstenima. Kako smo
se ogranicili samo na kvadratna prosirenja polja, postavlja se pitanje koje prstene
analogne prstenu cijelih brojeva treba razmatrati u daljnjem radu. Odgovor na to
pitanje daje nam sljedeca definicija.

Definicija 40. Kovadratno polje Q(+/d) je skup svih brojeva oblika u + vv/d,u,v € Q
uz standardne operacije zbrajanja i mnoZenja kompleksnih brojeva pri cemu je d kvadratno
slobodan cijeli broj i d # 1.
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U daljnjem tekstu opisat ¢emo kada su dva kvadratna polja jednaka.

Propozicija 4 (vidjeti [4, Propozicija 2.]). Neka su Vi = Q(\/dy) i Vo, = Q(V/d7)
kvadratna polja. Tada vrijedi Vi = V, ako i samo ako je % kvadrat nekog racionalnog
broja.

Dokaz. Ako je Vi = V,, onda je \/d; € Vo = Q(v/d2) pa moZemo pisati \/d; =
u +v\/d, u,v € Q. Kvadriramo li tu jednakost, dobivamo

di = u? + 2uv\/dy + v*ds.

Dakle, mora vrijedi

di = u® +v%’dy, 2uv =0.
Slijedi da je ili u = 0 ili v = 0. Ukoliko je v = 0 dobivamo d; = u?, a to je kon-
tradikcija s pretpostavkom da d; nije potpun kvadrat. Ostaje nam slucaj u = 0 te
vrijedi % = &
PokaZzimo obrat. Ako je ;‘% = v%,v € Q, onda je d; = v?d,. Korjenujemo li pret-
hodni izraz, dobivamo

V= ov/d, A=

Dakle,
t
et fVdi=e+yf/dy, s+t/dr=s5+-\/du.
Slijedi da je V; C V» iV, C V; $to povladi jednakost polja V; i V5. O

Primjer 47. Neka su dy = 1idy = 9. Tada imamo

)

Obzirom da je Z—; kvadrat racionalnog broja, moZemo pisati

dy _
b

O

Vi=Q(V1)=Q(1)=0Q,
v, =Q(V9) =Q(9) = Q.

Dakle, u polje Q ne dodajemo nove elemente jer se i 1 i 9 vec¢ nalaze unutar polja Q i zato
j@ V1 = Vz.

Definicija 41. Funkcija N : Q(+/d) — Q definirana s
N(a) = aw
naziva se norma u Q(v/d).

Kakoje a = u+vVd € Q(+v/d), element & = u —vv/d € Q(+/d) naziva se
konjugirani element od «.
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Definicija 42. Funkciju Tr : Q(v/d) — Q definiranu s
Tr(e) =a+a

zovemo trag u Q(\/d).
Teorem 17 (vidjeti [5, Teorem 12.5.]). Vrijedi sljedece:

1. N(p) = N()N(B),

2. N(a) = 0 ako i samo ako je x = 0,

3. ako je a algebarski cijeli broj u Q(\/d), onda je N(«) € Z,

4. algebarski cijeli broj e € Q(+/d) je jedinica ako i samo ako je N (e) = =+1.
Dokaz. 1. Nekajea = u+ovd,f =m+n/d. Tadaje

ap = (um + ond + (un + vm)Vd) = um + vnd — (un + vm)Vd
— (u— o) (m — /)
B

R

Imamo

N(«p) = apap = apap = (o) (BF) = N(a)N(B).

2. Akojea =0, tadajeix = 0i N(a) = 0. Ukoliko je N(«) = 0, onda je ax = 0,
Sto povlacia = 0ilia = 0. Iza = 0 slijedi « = 0.

3. Neka je &« = u +vvd,u,v € Q algebarski cijeli broj. Tada je on rjeenje
kvadratne jednadZzbe x? + px + g = 0, gdje su p,q € Z. Norma od «a je oblika
N(a) = a-& = u?> — dv?>. Zelimo pokazati da je N(«) cijeli broj. Prema
Osnovnom teoremu algebre znamo da navedeni polinom ima dvije nultocke,
« i . To znaci

C4px+g=(x—(u+ovVd)(x+ (u+0Vd)),

iz Cega slijedi

p=—2u, q=u>—do’
Bududi da je p cijeli broj, tada je i 2u € Z. Kakojeq € Ziu € Z,idv® mora
biti cijeli broj. Znamo da je d kvadratno slobodan broj, a tada iz dv> € Z
slijedi v* € Z, to jest v € Z. Zaklju¢ujemo da je norma od « cijeli broj.

4. Ukoliko je € jedinica, tada je N(e)N(1) = N(1) = 1. Kako su N(¢) i N(2)
cijeli brojevi, to povlaci da je € jedinica.
Obratno, ako je N(e) = +1, tada je €€ = %1, paje I = &€ algebarski cijeli
broj, a to opet znaci da je € jedinica.
U
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Primjer 48. Pokazimo svojstvo N(af) = N(a)N(B) na konkretnom primjeru. Neka su
a=1++2i B=3— V2. Izracunajmo norme brojeva a i B:

N@)=a-a=(1+vV2)1-v2)=12-(V2)2=1-2=—1,

NB)=B-B=02-V2)2+v2)=22— (V2)*=4-2=2.
Pogledajmo produkt o p:

af=(1+v2)2-v2)=2-v2+2v2- (V22 =2

Sada izracunajmo normu od af = /2:
N(ap) = (V2)(-V2) = -2
Dakle, N(a)N(B) = —1-2 = —2, $to je jednako N(af) = —2.
Primjer 49. PokaZimo da je norma algebarskog cijelog broja « u kvadratnom proSirenju

Q(+/d) cijeli broj. Nekajed = 2ia = 5+ +/2 algebarski cijeli broj u prosirenju Q(~/2).

Izra¢unajmo mu normu:
N(a) = (5+v2)(5—-v2) =5~ (vV2)?=25-2=23.
Dakle, norma broja a je N(a) = 23, sto je cijeli broj.
Propozicija 5 (vidjeti [4, Propozicija 4.]). Ako je a € Q(v/d), tada su N(a) i Tr(a)
cijeli brojevi.
Dokaz. Kako je a algebarski cijeli broj, postoje brojevi a; € Z takvi da je
g g™ oot mta, =0,

Konjugiramo li prethodni izraz, dobivamo da je i @ algebarski cijeli broj. 1z ¢i-
njenice da su zbroj i produkt dva algebarska cijela broja daje ponovno algebarski
cijeli broj slijedi dasu N(a) = a - @i Tr(a) = a + @ algebarski cijeli brojevi. Prema
Propoziciji 3 vrijedi tvrdnja da su norma i trag cijeli brojevi. O

Specifi¢no polje Q(1/—1) naziva se polje Gaussovih brojeva. Njegovi elementi su

oblika u + vi te vrijedi N(a) = u? + 02,

Teorem 18 (vidjeti [5, Teorem 12.4.]). Akojed = 2ili3 (mod 4), onda su algebarski

cijeli brojevi u Q(\/d) oblika u 4 vv/d, u,v € Z. Akojed = 1 (mod 4), onda su

1+vd
2

Dokaz. Neka je & = u + v+v/d algebarski cijeli broj u Q(v/d) te neka je a = 2u,b =
20,¢ = N(a) = u? — dv?. Slijedi da je a nultocka polinoma f(x) = x* — ax +c.
Dakle, racionalni brojevi a i ¢ moraju biti cijeli. Iz db> = a® — 4c i &injenice da je d
kvadratno slobodan broj, slijedi dajeib € Z.

Uzmimo sada d = 2ili 3 (mod 4). Iz a*> = b?d (mod 4), a> = 0ili 1 (mod 4),
b?d =0,2ili 3 (mod 4), slijedi da su a i b parni brojevi te da su u,v € Z.
Ukolikojed =1 (mod 4),iza? = b? (mod 4) slijedi da su ai b iste parnosti. Tada
jebroju — v = (a —b) cijeli broj. Uvedemo li oznake s = u — v, t = 2v, dobivamo

dasus,tEZiu#—v\/E:s—H-%. O

algebarski cijeli brojevi u Q(~/d) oblika s +t - ,5,t € Z.
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Primjer 50. Primjerice, za broj 7 vrijedi 7 = 3 (mod 4). Stoga su algebarski cijeli
brojevi u Q(+/7) oblika u + v\/7, gdje su u,v € Z. Primjeri algebarskih cijelih bro-
jeva u ovom prosirenju ukljucuju, na primjer, brojeve 3 +2v/7 i —1 + 4v/7. Ana-
logno, uzmimo d = 13 = 1 (mod 4). Algebarski cijeli brojevi u Q(~+/13) imaju

oblik s + t - #,s,t € Z. Primjeri algebarskih cijelih brojeva u Q(+/13) su

7-1+\/ﬁi4-1+\/1_3

5
+ 2 2

Moze se re¢i da su svi algebarski cijeli brojevi u Q(+/d) oblika u 4+ vv/d, u,v € Z,
u+ovd
2

aakojed =1 (mod 4), tada su to jos$ i brojevi oblika , pri emu su u, v

neparni.

Definicija 43. Invertibilni element u Q(~/d) je algebarski cijeli broj € za koji vrijedi da

je L takoder algebarski cijeli broj.

Kvadratno polje Q(+/d) je realno ako je d > 0, a imaginarno ukoliko je d < 0.

Teorem 19 (vidjeti [5, Teorem 12.6.]). Neka je d negativan kvadratno slobodan ci-
jeli broj. Kvadratno polje Q(\/d) ima jedinice 1 i to su jedine jedinice osim u slu-
Cajevima kada je d = —1id = —3. Jedinice u Q(i) su +1,4i, a u Q(\/-3) su
(1£V-3 —1+V-3
7z ¢ 2 '

Dokaz. Trebamo pronadi sve algebarske cijele brojeve « za koje vrijedi N(a) = +1.
Ukoliko je d = 21ili 3 (mod 4), tada & ima oblik & = x + y\/d,x,y € Z. Treba
rijesiti diofantsku jednadZbu x> — dy?> = +1. Kako je d negativan, odbacujemo
slu¢aj x? — dy? = —1. Akoje d < —2, tada je dy? najmanje dvostruko vece od y?,
to jest x2 — dy? > x? + 2y? > 2y%. Jedina rjeSenja su (x,y) = (£+1,0) pajea = £1.
Ako je d = —1, rjeSenja (x,y) jednadzbe x> + y*> = 1sudanasx = 1,y = 01
¥ =0, = L1, t5jestd = 11, 4.

Uzmimo sada d = 1 (mod 4). Tada je « oblika x + y%a, iz Cega slijedi da je
norma N (a) = (x+4)2 — 1dy?. Zbogd < 0,jednadzba N(a) = —1 nema rjeenja.
Ukolikoje d < —7, tada (x + £)? — 1dy? > 2% paiz N(«) = 1slijediy = 0,x =
+1, tojesta = +1. Za d = —3 imamo jednadZbu

x s

e
(x+ 2) +3 =1 (3.4)
Nakon sredivanja izraza, dobivamo

x> +xy+y’=1.

Iz izraza (3.4) zaklju¢ujemo da je |y| < 1. Ukoliko stavimo da je y = 0, dobivamo
x = *+1iz Cega slijedi « = £1. Akojey = 1, tadaje x = 0ili x = —1 pa slijedi

a = @ ilia = _1%\/_—3 Uvrstimo li y = —1, dobivamo x = 0ili x = 1 iz ¢ega
slijedi & = 4_1_2\/__3 ilia = —1_\2/__3. O
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Problem pronalaska invertibilnih elemenata u realnim kvadratnim poljima usko
je povezan s Pellovim jednadZbama. Jedinice polja Q(+/d) imaju oblik u +v/d, a
njihova norma, definirana kao N (u + v+v/d) = u? — dv?, iznosi 1. Nas ¢e zanimati
svi elementi koji zadovoljavaju jednadzbu u? — dv? = 1.

Definicija 44. Diofanska jednadzba

2 —de? =1, (3.5)
pri emu prirodan broj d nije potpun kvadrat nekog broja naziva se Pellova jednadZzba.
Kada bi d bio potpun kvadrat, d = ¢?, ¢ € Z, imali bi

u? —dv® = (u+gv)(u — gv) = 1.
Slijedi da je
(u+gv) = (u—gv) = £1.

U tom bi slucaju imali trivijalna rjeSenja u = £1,v = 0.
Definicija 45. Diofantsku jednadzbu

o —dv" = N,
gdje je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat i N cijeli broj razlicit od 0, zovemo pellovska
jednadzba.

Najmanje rjeSenje Pellove jednadZbe (3.5) u skupu prirodnih brojeva naziva se
fundamentalno rjeSenje.

Pellovom jednadZbom &esto se nazivaju Eetiri jednadZbe oblika u? — dv? = 41, 4-4.
Vrijedi sljedece:

e akojed = 2ili 3 (mod 4), tada je u + v+/d invertibilan u Q(+/d) ako i samo
ako vrijedi u? — dv? = 41,

=

e akojed =1 (mod 4), onda je “F2¥¢ invertibilan u Q(v/d) ako i samo ako je

zadovoljeno u? — dv? = +4.

Generatori grupe invertibilnih elemenata u realnom kvadratnom polju su oni ele-
menti koji mogu proizvesti sve ostale elemente te grupe. Generiranje novih eleme-
nata podrazumijeva koristenje operacija potenciranja i mnoZenja s generatorom
kako bi se dobili svi preostali invertibilni elementi u polju.

Korolar 1 (vidjeti [5, Korolar 12.8.]). Grupa jedinica u realnom kvadratnom polju
Q(v/d) ima dva generatora, —1 i {4, gdje je

u+vx/ﬁ
2 £

dok je u + v\/d fundamentalno rjesenje jedne od Pellovih jednadbi u*> — dv> = 41, +4.
Dakle, svaka se jedinica moZe napisati u obliku =(';,n € Z. Generator {4 naziva se
fundamentalna jedinica kvadratnog polja Q(v/d). Ako je uy 4+ v1V/d fundamentalno
riesenje Pellove jednadzbe u*> — dv? = 1, onda je uy +v1Vd = (u +v\/d)", gdje je
ve {1,236}

Cd:u+v\/3 i =
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Pronalazak fundamentalnog rjeSenja nije uvijek jednostavno. Ponekad rjeSenje
lako moZemo pronadi uvrstavanjem brojeva za y i provjeravanjem je li do? + 1
potpuni kvadrat.

Uzmimo sada za primjer d = 61. Fundamentalno rjeSenje za Pellovu jednadZbu
u? — 61v% = 1iznosi u = 1766319049, v = 226153980. Vidimo da za izbor rela-
tivno malog d-a dobivamo vrlo veliko fundamentalno rjeSenje. Namece se pitanje
kako onda pronaci fundamentalno rjeSenje Pellove jednadzbe. Osnovna metoda
je razvoj broja v/d u verizni razlomak. Vige detalja 0 ovoj temi moZe se naéi u [5].

Teorem 20 (vidjeti [5, Teorem 12.7.]). U svakom realnom kvadratnom polju postoji
beskonacno mnogo jedinica.

Dokaz. Neka sua = u +vv/d,u,v € Z algebarski cijeli brojevi iz Q(+/d). Njihova
norma iznosi N(a) = u? — dov?. Ukoliko je u? — dv? = 1, tada je « jedinica. Kako
je u?> — dv* = 1 Pellova jednadZba, ona za kvadratno slobodan broj d > 1 ima
beskona¢no mnogo rjeSenja. O

Podsjetimo se kako glasi jedan od najpoznatijih teorema opcenito u matematici.

Teorem 21 (Veliki Fermatov teorem). [vidjeti |8, Teorem 6.8.]]
Za prirodne brojeve n > 2 ne postoje prirodni brojevi a, b, c takvi da vrijedi

a®+b" =c".

Iako nam ovaj teorem nije potreban u razradi ove teme, pokusaj njegovog dokazi-
vanja imao je ogroman utjecaj na teoriju brojeva, konkretno na jedinstvenost fak-
torizacije. Dokazujuéi Fermatov teorem za polinome treceg stupnja, Euler je, bez
dokaza, primijenio svojstvo: ako su brojevi relativno prosti i njihov umnoZak je kub,
onda je svaki od njih kub. Njegovo razmisljanje bilo je pogresno jer je implicitno
pretpostavio jedinstvenu faktorizaciju, to jest da se svaki broj moZe na jedinstven
nacin rastaviti na proste faktore, kao sto je to slucaj u skupu cijelih brojeva Z.
Medutim, ovo svojstvo ne vrijedi u svim proSirenjima polja, kao Sto je slucaj sa
prosirenjem Q(+/—3). U prstenu Q(1/—3) postoji broj 4 koji ima dvije razli¢ite
faktorizacije

4=2-2=(1++v-3)1-+v-3).

Ova konstatacija objasnjava koliko je zapravo jedinstvena faktorizacija vazna.
Kako bi se nosili s nedostatkom jedinstvenosti faktorizacije u promatranim pr-
stenima, matematicari su usmjerili paZnju prema drugim matematickim struktu-
rama u kojima je ona jedinstvena. Tu nastupa pojam koji smo ve¢ objasnili u ovom
radu, a to je pojam ideala.

Prosti ideal generalizira koncept prostog broja tako $to omogucuje analizu fak-
torizacije elemenata prstena na nacin koji odgovara svojstvima prostih brojeva u
cjelobrojnom prstenu.

Tako smo u Poglavlju 2.5 definirali pojmove prostog, ireducibilnog i asociranog
broja, sljedec¢a definicija opisuje ova svojstva u terminima algebarskog cijelog
broja.



3.4. ALGEBARSKI CIJELI BROJEVI 39

Definicija 46. Za algebarske cijele brojeve «, € Q(~/d) kaZemo da « dijeli B, pisemo
&|B, ako postoji algebarski cijeli broj v € Q(+/d) takav da je B = avy. Jedinice su upravo
djelitelji broja 1. a i B su asocirani ako je kolicnik % jedinica.

Za algebarski cijeli broj & € Q(+/d) koji nije nula niti jedinica u Q(~/d), kaZemo da je
ireducibilan ako je djeljiv samo s jedinicama i sebi asociranim brojevima.

Algebarski cijeli broj 7t € Q(\/d) je prost ako 7t nije nula niti jedinica u Q(+/d) te ako 7t
ima svojstvo da ukoliko 7t|Bry, pri Semu su B,y algebarski cijeli brojevi iz Q(+/d), onda
| B ili 7t|y.

Primijetimo da je svaki prosti broj ujedno i ireducibilan. U skupu cijelih brojeva
Z. vrijedi i obrat, ali opéenito ireducibilan broj ne mora biti prost.

Primjer 51. Uzmimo kvadratno polje Q(\/—5). Broj 3 je ireducibilan u tom polju jer
ga moZemo zapisati kao 3 = By. Slijedi N(B)N(y) = £9. Jednadzbe x> + 5y> =
+3 nemaju cjelobrojih rjesenja pa slijedi da je N(B) = £1ili N(y) = =1 sto znaci
da jedan od brojeva B ili oy mora biti jedinica. Medutim, 3 nije prost u Q(\/=5) jer 3
dijeli (14 +/=5)(1 — \/=5) = 6, ali 3 ne dijeli ni (1 + /=5) niti (1 — \/=5) jer
N(1—+/=5)=N(1++/-5)=6iN(3) =9, a9 nedieli 6.

Teorem 22 (vidjeti [5, Teorem 12.9.]). Ukoliko je norma algebarskog cijelog broja o u
Q(v/d) jednaka +p, pri Cemu je p prost broj, onda je a ireducibilan.

Dokaz. Neka je a = By, pri ¢emu su 8 i 1y cijeli brojevi u Q(v/d). Po Teoremu 17
znamo da je N(a) = N(B)N(7). U skladu s tim imamo N(B)N(vy) = +p. Kako
su N(B) i N(7) cijeli brojevi, jedan od njih mora biti jednak +1. To bi znacilo da
je jedan od brojeva f i 7y jedinica, a drugi je asociran s «. O

Primjer 52. Uzmimo algebarski cijeli broj & = 3 + /2 iz Q(+/2). Njegova norma je
N@)=a-a=3+v2)(3-v2) =32—-(vV2)2=7.
Buducéi da je 7 prost broj, prema tordnji Teorema 22, « je ireducibilan u Q(~/2). Neka je
B = 4+ 2+/2 algebarski cijeli broj iz istog polja Q(+/2). Njegova norma je
N(B)=B-B=(4+2v2)(4—2V2) =4 — (2v/2)? =8.
Kako 8 nije prost broj, ne moZemo torditi da je B ireducibilan u Q(~/2).

Teorem 23 (vidjeti [5, Teorem 12.10.]). Svaki algebarski cijeli broj a u Q(+/d), koji
nije nula ni jedinica, moZe se prikazati kao produkt ireducibilnih brojeva u Q(\/d).

Dokaz. Pretpostavimo da a nije ireducibilan. Tada ga moZzemo rastaviti na produkt
B, pric¢emu Biynisujedinice. Nastavljamo postupak faktorizirajuéi B i oy ukoliko
nisu ireducibilni. Proces faktorizacije ujednom trenutku mora statijer bismo inace
dobili & u obliku BB, ... Bn, gdje je n proizvoljno velik, a niti jedan od B; nije
jedinica. Ako su B; ireducibilni, njithova norma je barem 2. U tom slucaju, produkt
normi bit ée barem 2". Dobili bi

NG =TTING)I 22,
=1

a to je kontradikcija s pocetnom pretpostavkom. O
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Primjer 53. Promotrimo broj 6 u polju Q(v/—5):

6=2-3=(1+v-5)(1-V-5).
Broj 6 ima dvije faktorizacije, a brojevi 2,3,1 + \/—5,1 — /=5 su ireducibilni u
Q(v/—5). Ako algebarski broj & € Q(+/—5) nije 0 ni jedinica, onda je norma oblika
N(a) = N(u +vv-5) = (u+vv/—=5)(u — v/-5) = u? — (vv/—5)? = u? + 5%

Kako o ne moZe biti jedinica, najmanja vrijednost norme od « je 4. Takoder, N («) ne moze
biti 2,3 ili 6 jer ne postoji kombinacija u i v u Q koja bi zadovoljila jednakost u* + 5v* =
2,3, 6. Pogledajmo slijedece mogucénost:

e iz2=uwuBi N(a)N(B) = 4slijedi N(a) = £1ili N(B) = £1;
o akoje3 =wafiN(a)N(B) =9, ondaje N(w) = £1ili N(B) = £1;
e iz1++/—5=uaBiN(a)N(B) = 6slijedi N(a) = +1ili N(B) = +1.

Kako algebarski cijeli broj, po Teoremu 23, nije 0 niti jedinica, nasi slucajevi nisu moguci
te zakljucujemo da 6 nema jedinstvenu faktorizaciju na ireducibilne elemente u Q(+/—5).

Dokazali smo da faktorizacija na ireducibilne faktore u Q(+/d) uvijek postoji, ali
ona ne mora biti jedinstvena. Postavlja se pitanje za koje sve vrijednosti d postoji
jedinstvena faktorizacija. Odgovor na to pitanje povezano je s Euklidovim algo-
ritmom.

Definicija 47. KaZemo da kvadratno polje Q(+/d) ima svojstvo jedinstvene faktorizacije
ako se svaki algebarski cijeli broj u Q(+/d), koji nije nula ni jedinica, moZe faktorizirati
na ireducibilne faktore jednoznacno, do na poredak faktora i zamjenu faktora asociranim
elementima.

Definicija 48. Kvadratno polje je euklidsko ako je za algebarske cijele brojeve u Q(+/d)
moguce provesti analogon Euklidova algoritma, to jest ako za algebarske brojeve , B u

Q(+/d), B # 0, postoje algebarski cijeli brojevi vy i 6 u Q(\/d) takvi da jea = By +5i
IN()] < [N(B)I

Teorem 24 (vidjeti [5, Teorem 12.11.]). Swvako euklidsko kvadratno polje ima svojstvo
jedinstvene faktorizacije.

Dokaz. Najprije éemo pokazati da ako su & i B algebarski cijeli brojevi u Q(+/d) koji
nemaju zajednickih djelitelja osim jedinice. Tada postoje algebarski cijeli brojevi
1o, Ao € Q(+v/d) takvi da je

Ao + Buo = 1.

Definiramo skup

N = {0()\0 + Buo : Ao, Mo € Q(\/E)}
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Brojevi |N(aA + Bu)| su nenegativni cijeli brojevi. Izaberemo element ¢ = aA; +
Buy iz skupa N tako da |N(¢)| ima najmanju pozitivnu vrijednost medu broje-
vima |N(«A + Bu)|. Primijenimo Euklidov algoritam na brojeve « i ¢. Dobivamo

a=9py+4, [N@)| <[N(@)|.

Tadaje 6 = o — y(aAy + Bu1) = a(1 — yu1) + B(—yp1) € M. Iz definicije od ¢
imamo N(4) = 0, iz ¢ega slijedi da je 6 = 0. Dakle, & = ¢y i |« pa je ¥ jedinica.
Analogno se pokaZe da 1|B. Sada je i ¢! jedinica pa imamo

L=y 'p =9 (ads + Bpr) = a(~ A1) + B~ 1) = apo + Po-

PokaZimo sada da ako je 7 ireducibilan u Q(v/d), tada je on i prost. Dakle, treba
pokazati ako 7t|aB, onda 77|a ili 7r|B. Naime, ako je 77 1 &, tada 77 i & nemaju zajed-
nickog djelitelja osim jedinica, pa postoje algebarski cijeli brojevi Ag i p takvi da
vrijedi mAg + apy = 1. Tada je p = Py + o, $to znaci da 7t|B. Indukcijom
slijedi da ako 7r|(a1 - ... - &), tada 7t dijeli neki ;.

Pretpostavimo sada da algebarski cijeli broj g ima dvije faktorizacije na ireduci-
bilne faktore, to jest neka je

B=p1p2- " Pm = V1V2- - Vn. (3.6)
Ukoliko je m = 1, tada je B ireducibilan i mora vrijediti dajen = 1i p = v.
Uzmimo da je m > 1. Kako je p; prost, iz p1|v1v2 - - - vy slijedi da p; dijeli neki v;.
Uzmimo da p;|v1. Znamo da je v; ireducibilan, a to znaci da je p; njemu asociran
broj, to jest

V1 = 9oy,

gdje je ¢ invertibilan element. Ukoliko prethodnu jednakost uvrstimo u (3.6) i
podijelimo s p;, dobivamo

0203+ Pm = WVaV3 - - - V.

Ponavljanjem postupka, dobili bi jedinstvenu faktorizaciju na ireducibilne ele-
mente. U

Primjer 54 (vidjeti [5, Primjer 12.2.]). PokaZimo da su kvadratna polja Q(\/d) za
d=2,3,—1,—2 euklidska.

Neka su a i B # 0 algebarski cijeli brojevi u Q(\/d). Tada je F=u+ oVd,u,v € Q.
Uzmimo x,y € Z takve da je

1 1
0§|u—x|§§, O§|v—y|§§.

Uvedimo oznake x +y/d = 6, — By = 6. 7 i & su cijeli brojevi u Q(+/d) i vrijedi

N(é) = N(a — pv)
o

= NN (5-7)

= N(BN ((u—x) + (0 —y)V4d)
= N(B) ((u—x)? ~d(e~y)*),
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iz egu slijedi
IN@)| =IN(B)| - |(u —x)* —d(v—y)*)]. (3.7)
Ukoliko je d > 0, tada je

B~

< (u—x)?—dv-y)

IA

a ako je d < 0, onda je
0< (u—x)°—d(—y)*<

Ako uzmemo d = 2,3, —1, -2, tada iz (3.7) slijedi N (5)| < |N(B)| pa je za te vrijed-
nosti d polje Q(\/d) euklidsko.

Euklidska polja nisu jedina polja s jedinstvenom faktorizacijom. Matematicari
Kurt Heegner, Alan Baker i Harold Stark pokazali su da ako je d < 0, onda za
d=—1,-2,-3,-7,—11,-19, —43, —67, —163, kvadratno polje Q(+/d) ima svoj-
stvo jedinstvene faktorizacije. Godine 1952. Heegner dokazuje da je ovaj popis
potpun, ali se smatralo da je njegov dokaz pogresan. Stark je 1967. godine usavr-
Sio dokaz koji je na kraju prihvacen. Ukoliko je d > 0, pretpostavlja se da takvih
polja ima beskona¢no mnogo.
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Sazetak

U ovom radu proucavali smo osnovne algebarske strukture i kvadratna prosire-
nja polja racionalnih brojeva. Pocevsi od osnovnih definicija i pojmova iz algebre,
istrazujemo kako se formiraju prosirenja polja, s posebnim naglaskom na kva-
dratna progirenja. Nakon $to smo konstruirali polje Q(+/d), definirali smo poj-
move algebarskog broja i algebarskog cijelog broja. Daljnje analize uklju¢uju pri-
mjere kvadratnih proS$irenja i njihovu primjenu u teoriji brojeva. Rad naglasava
vaznost kvadratnih proSirenja u razumijevanju dubljih algebarskih struktura i nji-
hovih svojstava.

Kljuéne rijeci

algebarske strukture, kvadratna polja, algebarski cijeli brojevi, ireducibilnost,
prosti brojevi, jedinstvenost faktorizacije
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Basic algebraic structures and field
extensions

Summary

In this final paper, we consider basic algebraic structures and quadratic extensions
of rational numbers. Starting from basic definitions and concepts from algebra, we
explore how field extensions are formed, with a particular emphasis on quadratic
extensions. After constructing the field Q(+/d), we define the concepts of algebraic
numbers and algebraic integers, highlighting their key characteristics.

Further analysis includes examples of quadratic extensions and their applications
in number theory. We also examine how algebraic integers can serve as a foun-
dation for studying algebraic structures within these extensions. In the context of
these definitions, we particularly focus on how the solutions to quadratic equati-
ons can be interpreted within the extended fields. Finally, the thesis emphasizes
the importance of quadratic extensions in understanding deeper algebraic struc-
tures and their properties.

Keywords

algebraic structures, quadratic fields, algebraic integers, irreducibility, prime
numbers, unique factorization
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