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1 | Uvod

Klasi¢na geometrija je fokusirana na jednostavne i glatke objekte kao Sto su kruz-
nice, elipse, sfere, kocke, piramide, . . . te pokuSava ¢im viSe pojava u prirodi prika-
zati i objasniti pomocu njih. Ipak, postoji mnogo pojava koje su previse komplek-
sne da bi ih objasnili klasicnom matematikom i geometrijom. Tako je u kasnim Sez-
desetim godinama proslog stoljeca francusko-americki matematicar Benoit Man-
delbrot, kojeg nazivaju ocem fraktala, poceo proucavati te iregularne kompleksne
pojave. U svojoj knjizi "The Fractal Geometry of Nature" [4] napisao je: "Oblaci nisu
sfere, planine nisu stoSci, obale nisu kruZnice, kora drveca nije glatka, ni svjetlost
ne putuje pravocrtno". Predstavio je rije¢ "fraktal" koja predstavlja velik dio iregu-
larnih objekata. Mandelbrot navodi sljedece kao najbitnija svojstva fraktala:

e imaju visoku razinu detalja na svim razinama skaliranja,
e samosli¢ni su, to jest struktura im je sli¢na koliko god ih mi skalirali,

e kao skupovi su iregularni, to jest ne moze ih se opisati pomocu klasi¢ne ge-
ometrije,

e veéinom ih je najlakse definirati rekurzivno.

Jedan od najpoznatijih te jedan od prvih opisanih fraktala je Von Kochova krivulja.
Iako je kao i ostali fraktali vrlo kompleksna, njena konstrukcija se moZe saZeti u
jednu recenicu: "Podijeli liniju na tri jednaka dijela, srednji dio zamijeni s druge
dvije stranice jednakostrani¢nog trokuta te ponavljaj postupak."
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Slika 1.1: Von Kochova krivulja [13]



Dio kojim se nadomjesta linija te nadograduje fraktal zovemo generator ili motiv.
Mnogi fraktali se mogu dobiti slicnom rekurzijom, mijenjajuci dijelove linije nekim
drugim motivom.
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Slika 1.2: Fraktalni list i grana [13]

Koliko god skalirali i zumirali, detalji, to jest iregularnosti, na fraktalima sa Slike
1.2 su vidljivi. Svaki dio lista i grane je napravljen od istih samo manjih listova i
grana. Za takve objekte kazemo da imaju finu strukturu. Sad kad smo naveli neka
osnovna svojstva i nekoliko primjera fraktala, moZzemo krenuti s pozadinskom
matematikom. U nastavku ¢emo najprije objasniti pojam Hausdorffove mjere i
dimenzije.



2 | Hausdorffova dimenzija

2.1 Uvod u Hausdorffovu mjeru

Prije nego definiramo samu Hausdorffovu mjeru, prisjetimo se pojmova kao sto
su c-algebra, topologija, pokrivac te Borelov skup, koji su temelj za definiranje
mjere.

Definicija 1 (c-algebra [8]). Familija podskupova skupa X, A, naziva se o-algebra na
skupu X ako zadovoljava sljedeca svojstva:

cl) X € A,
02) Ac A= A°c A,

03) unija prebrojivo mnogo elemenata iz A je element iz samog A, to jest

V niz skupova iz A, (An)nen vrijedi | ] An € A.
neN

Uredeni par (X, A) je izmjeriv prostor, a svaki element iz A je izmjeriv skup. Naj-
manja c-algebra koja sadrzi neku familiju A je o(A).

Definicija 2 (Topoloski prostor [8]). Uredeni par (X, T), gdje X nije prazan skup, a T
familija podskupova od X, naziva se topoloski prostor ako T zadovoljava sljedeéa svojstva:

(1) 9, XeT,
(2) unija svake familije skupova iz T je skup iz T, to jest
U; € T, i€l (skup indeksa) = | JU; € T,
iel
(3) presjek konacno mnogo skupova iz T je skup iz T, to jest
u,.. U, eT=Uun---nU,e7, neN.

Familija 7" naziva se topologija, a njezini ¢lanovi su otvoreni skupovi.

Definicija 3 (Pokrivac [8]). Neka je (X, T) topoloski prostor i K neki podskup od X.
Familija K = {K; | i € 1} podskupova od X naziva se pokrivac od K ako je

Ke| s
iel

Pokrivac K je otvoren pokrivac ako su svi njegovi elementi otvoreni skupovi.

3



2.2. MJERE 4

Definicija 4 (Borelova c—algebra [8]). Neka je (X,T") topoloski prostor. c-algebru
o (T) generiranu topologijom T nazivamo Borelovom c-algebrom na skupu X. Oznaca-

vamo jes B(X,T) ili B(X).

Njene ¢lanove nazivamo Borelovi skupovi. Bitno je napomenuti da su svi otvoreni
i zatvoreni skupovi Borelovi skupovi te da je unija kona¢no mnogo ili prebrojivo
mnogo Borelovih skupova takoder Borelov skup.

2.2 Mjere

Sad kad smo upoznati s osnovnim pojmovima mozemo definirati mjeru.

Definicija 5 (Mjera [8]). Neka je A o-algebra na nekom skupu X. Mjera na A je pres-
likavanje m : A — R, gdje je R = R U {—o00, 00}, za koje vrijedi:

ml) (nenegativnost) m(A) > 0,VA € A,
m2) m(®) =0,

m3) za svaki niz (An)neN disjunktnih skupova iz A vrijedi
m ( U An) — 2 m(An).
n=1 n=1

Svojstva mjere koja ¢e nam biti bitna u nastavku su:
e ako A C B, onda vrijedi m(A) < m(B) i

e za svakiniz (Ay)nen skupova iz A vrijedi

m ( ¥ An> < im(An).

Borelova mjera je mjera na (X, B(X)), gdje je B(X) Borelova c—algebra. Skup ¢&iji
su elementi svi podskupovi nekog skupa naziva se partitivni skup i oznacavamo

gas'P.

Definicija 6 (Vanjska mjera [8]). Funkcija y : P(R") — [0, +o00]| je vanjska mjera na
skupu IR ako zadovoljava sljedeca svojstva:

(1) u(@) =0,
(2) (monotonost mjere) u(A) < u(B), gdjeje A C B C R",

(3) (prebrojiva ili o-subaditivnost) za svaki niz podskupova od R", (A;)iciN, vrijedi:
#(0a) < Euia
i1 i=1

Mjera je vanjska mjera ako je definirana na cijelom partitivnom skupu. Takoder,
vanjska mjera nije uvijek mjera.
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Definicija 7. [8] Neka je y : P(R") — [0, 00| vanjska mjera na R". Skup B C R" je
y-izmjeriv ako je

u(A) =u(ANB)+u(AnB%), VACR"

Teorem 1 (Caratheodory [8]). Neka je y : P(R") — [0, oo] vanjska mjera te neka je
M, familija svih y-izmjerivih podskupova od R". Vrijedi:

o M, je r-algebra na R",

o restrikcija funkcije y na familiju M, je mjera

Ovaj teorem ne¢emo dokazivati, ali nam je vrlo bitan zbog toga $to nam govori
u kojem slucaju su vanjske mjere zapravo mjere, to jest kako od vanjskih mjera
dobiti mjere.

Definicija 8 (0-pokrivac [8]). Neka je X neki neprazan skup. Familiju podskupova od
X, C, nazivamo o-pokrivac od X ako zadovoljava sljedece:

1) oeC,

(2) postoji niz (Cy)nen, gdje su Cy, € C, takav da vrijedi

Definicija 9. [8] Neka je C o-pokrivac nekog nepraznog skupa X te T : C — [0, o0]
funkcija za koju vrijedi T(®) = 0. Funkcija pr : P(X) — [0, co] definirana kao

[ee]

T(Cp) |[CheC&AC | Cn}
=1

n=1

ue(A) = inf{

n
je vanjska mjera.

Neka je C familija svih otvorenih intervala iz R oblika (a,b), a < b. Po$to vrijedi

familija C je o-pokrivac¢ skupa realnih brojeva IR.

U nastavku definirajmo funkciju 7 : C — [0, 0] tako da vrijedi:
T({a,b)) =b—a te T(D) = 0.

Neka je A podskup skupa R. Ozna¢imo familiju svih nizova (C,),cN, gdje su
Cy € C, koji pokrivaju skup A s C4. To moZemo zapisati kao:

CA - {(<anrbn>zn E N) ‘ an S bn & A g U <Eln,bn>},
n=1
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Sada funkciju A* : P(R) — [0, co] definiramo s:

A (A) = inf{ Y 7(Cy)

C.eC&AC | cn}
n=1

((an, bn),n € N) € CA}

i nazivamo ju Lebesgueova vanjska mjera. Iz definicije Lebesgueove vanjske
mjere te Definicije 9 slijedi da je Lebesgueova vanjska mjera vanjska mjera. Sku-
poveoblikal =Ty x Tp X - - - X Ty, gdje su Ty, ... T; 1-intervali oblika (a, b), [a, 1],
(a,b], [a,b) zaa,b € Ria < b, nazivamo d-intervalima na skupu R?. Volumen
d-intervala I definiramo kao produkt duljina intervala T; pa imamo:

(b — iz )

—.

vol(I) =

=1

Neka je ovaj put C fam111]a svih otvorenih d-intervala na skupu R?. Posto vrijedi
@ = {a,a) x (—1,1) x <11>€Cte]Rd: 2 (=18 X {(—i,i) x -+ X
(—i,1), familija C je U—poknvac skupa R,

Neka je A C RY. Ozna¢imo familiju svih nizova d-intervala, (I,) new, koji
pokrivaju A s C4. Sada funkciju (A;)* : P(RY) — [0, o] definiramo s:

A5(A) = mf{Zvol

n=1

(), NecA}

i nazivamo ju Lebesgueova vanjska mjera na R,

Definicija 10. [8] Skup A C R je izmjeriv u smislu Lebesguea, to jest Lebesque izmjeriv,
ako je A*-izmjeriv.

Koriste¢i Caratheodoryev teorem zaklju¢ujemo da je skup svih Lebesgue-
izmjerivih podskupova od R", M+, zapravo o-algebra, a restrikcija Lebesgueove
vanjske mjere A* na familiju M )« zapravo mjera. Ta restrikcija se oznacava s A i
zove Lebesgueova mjera.

Uz to, kasnije ¢e nam biti potrebna i ¢injenica da je svaki Borelov skup na R" iz-
mjeriv u smislu Lebesguea, to jest da vrijedi B(R") C M-.

Definicija 11 (Metricki prostor). [9] Neka je X neki proizvoljan skup. Funkcija d.
X X X — R je metrika ako vrijede sljedeca svojstva:

e d.(a,b) 20,
(a,b) = 0 ako i samo akoa = b,
d.(a,b) = d.(b,a) i
(a,¢) < di(a,b) +di(b,c)

% (B
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za bilo koje tocke a, b, ¢ iz skupa X. Uredeni par (X, d.) je metricki prostor.

Neka je (X, d.) metricki prostor. Vanjska mjera y# na X je metricka vanjska mjera
ako vrijedi
U(AUB) = u(A)+ u(B), kad d«(A,B) > 0.

Ako je u metricka vanjska mjera, tada je svaki Borelov skup y-izmjeriv.

2.3 Hausdorffova mjera

Definicija 12 (Dijametar). [14] Neka je V neprazan podskup od R". Dijametar skupa
V definiramo kao maksimalnu udaljenost svih parova tocaka skupa V, to jest kao:

diam(V) = |V| =sup{|x —y| | x,y € V}.
Definicija 13 (J-pokriva¢ [14]). Neka je X neki neprazan podskup od R". Ako je
{Vi}ier konacna ili prebrojiva familija skupova dijametra najvise 6 koja pokriva X, tada
{Vi} nazivamo 6-pokrivac od X (I konacan ili prebrojiv skup indeksa).
Skup je prebrojiv ako postoji bijekcija sa skupa prirodnih brojeva IN na taj skup.
Svaki skup X C R", n € IN, ima prebrojivi pokrivac.
Definicija 14. [14] Neka je X neki podskup od R" i a neki nenegativan broj. Ako je
V = {V;}ie1 0-pokrivac od X tada sa

(o]

Y (diam(V;))*, tojest Y |Vi|*

i=1 i=1
definiramo x-potencijal pokrivaca V.
Zaiste X ia te Vo > 0 definiramo

HE(X) = inf{ 2L

i=1

{V;} prebrojiv é-pokrivac od X }

Posto pokriva¢ima moZemo dodavati nove skupove te ih tako nepotrebno uciniti
proizvoljno velikim, mi traZimo njihov minimum, to jest minimiziramo zbroj
a-potencija dijametara svih skupova u pokrivacu od X po svim §-pokrivacima.

Ako je V d—pokriva¢, tada vrijedi da je i d;—pokriva¢, Vo; > J. Smanjiva-
njem ¢, smanjuje se broj mogucih é-pokrivaca od X. Zbog toga se infimum od H}
povecava te tezi limesu kad § — 0.

Definicija 15 (Hausdorffova vanjska mjera). [14] Neka je « nenegativan realan broj.
a-dimenzionalnu Hausdorffovu vanjsku mjeru skupa X C R" definiramo s:

H*(X) = Lim 35 (X).

a-dimenzionalna Hausdorffova vanjska mjera postoji za svaki skup X C R" i po-
prima vrijednosti iz [0, co]. Skupovi V; u definiciji H§ su proizvoljni podskupovi
od R”, ali isti rezultat je moguce dobiti za zatvorene ili otvorene skupove, to jest
Borelove skupove V; zbog jednakosti njihovih dijametara pa éemo u nastavku ko-
ristiti samo Borelove skupove.
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U nastavku ¢emo pokazati da je Hausdorffova vanjska mjera i vanjska mjera i me-
tricka vanjska mjera, no prije toga ¢emo navesti lemu koja nam je potrebna.

Lema 1. [22] Neka je X podskup od R" te & > 0 takav da je H*(X) konacna. Za svake
B > 016 > 0 postoji prebrojivi otvoreni §-pokrivac V = {V, },eN od X tako da vrijedi:

"H“(X) - ) [Val*
n=1
Dokaz. Neka je X podskup od R” te « > 0. Iz Definicije 15 znamo da vrijedi

HA(X) = lim 5 (X).

Koristeci definiciju limesa moZemo napisati: Vf > 0 JJg takavdaza0 < 4 < g
vrijedi:

e (X) ~ HE ()| < £

Znamo da je Hj(X) infimum skupa a-potencijala pokrivaca od X po svim J-
pokrivacima pa je on i najveca donja meda tog skupa. Stoga Ve > 0 3 prebrojivi
d-pokrivac od X, { Vi },en, tako da vrijedi:

Y [Val* — ¢ < HE(X <)%

n=1

B

Uzmimo daje e = >

pa slijedi:

N[

Y Val* = HE(X) <
n=1

Naposljetku dobivamo nejednakost:

Time smo pokazali da vrijedi tvrdnja. O

< B

2+

N[

| < THAX) = H (X)] + p-

Propozicija 1 (Svojstva Hausdorffove mjere [14]). H* : P(R") — [0, co] zadovo-
ljava sljedeca svojstva:

(1) H*(®)=0,YVa >0,
(2) H¥(X1) < H¥(X2), gdje X1 € Xp CR",
(3) H~ (UjelN X]-> < Yjen H*(X;), za svaku prebrojivu familiju podskupova od R".

Dokaz. (1) Prazan skup moZze biti pokriven proizvoljnim otvorenim skupom.
Kako § — 0, tako i dijametar tog skupa pokrivaca tezi nuli. Stoga H5 (@) = 0,
to jest H* (@) = 0, V6.
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(2) Za skupove X; i Xp, X3 € X, C R”, vrijedi da je J-pokrivac skupa X, ta-
koder i J-pokrivac¢ skupa X;. Tako je skup pokrivaca od X; nadskup skupa
pokrivaca od Xj,. Posto je po definiciji infimuma, infimum podskupa vedi ili
jednak infimumu nadskupa, vrijedi tvrdnja H(X;)* < H(X2)".

(3) Fiksirajmo > 0 te 6 > 01i zapi$imo X kao uniju njegovih podskupova,
= )%
jEN

Primijenimo tvrdnju iz Leme 1 na svaki X; kako bi dobili prebrojive J-
pokrivace V; tako da:

< B

HA(X)) = Y Vil < .
n=1 2

Posto je V = U V; prebrojivi otvoreni é-pokrivac od X vrijedi:

M) < ) Vault = ) < ) |v]-n|“> <% (mo)+£) = Erexp+p
n,j=1 j=1 \n=1 j=1 j=1

Sada pustimo da § — 0 te B — 0 pa dobijemo tvrdnju koju smo htjeli doka-
zati:

O

Ako uzmemo a = 0, tada je |V;|° = 1 za svaki skup V; iz pokrivaca. Stoga, za
neograni¢ene skupove Xj i X, imamo H)(X;) = HI(Xz) = co. Zakljutujemo da
Hausdorffova vanjska mjera nije vanjska mjera za a« = 0.

Propozicija 2. [9] Hausdorffova vanjska mjera je metricka vanjska mjera.

Dokaz. Ranije smo pokazali kako je H* vanjska mjera. Ako imamo metriku d, za
kojuje d«(A, B) > 0,zaneke A, B C R" te ako {V},} pokriva A U B tako da vrijedi
diamV,, < § < d.(A, B), za svaki n € N, tada vrijedi:

Iz toga slijedi

i (diamV;,)" > H5(A) + H5(B),

n=1

HE(AUB) > H(A) +HS(B).
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Naposlijetku, kad pustimo § — 0 dobivamo trazeni izraz:
HA{AUB) > H"(A)+H*(B)

Posto je obrat ove nejednakosti zagarantiran zbog subaditivnosti, pokazali smo da
vrijedi jednakost

H*(AUB) = H"(A) +H"(B),
Sto znaci da Hausdorffova vanjska mjera je metricka vanjska mjera. O

Posto vrijedi da je Hausdorffova vanjska mjera metricka vanjska mjera, takoder
vrijedi i da su svi Borelovi skupovi ‘H*-izmjerivi, to jest Hausdorff-izmjerivi.
Zbog toga Sto moZemo koristiti samo Borelove skupove, to jest zbog toga Sto smo
napravili restrikciju Hausdorffove vanjske mjere na samo Borelove skupove te da
su svi Borelovi skupovi H*-izmjerivi, slijedi da je Hausdorffova vanjska mjera s
tom restrikcijom zapravo mjera. Zovemo je a-dimenzionalna Hausdorffova mjera
te takoder oznacavamo s H*.

Takoder, vrijedi da je a-dimenzionalna Hausdorffova mjera (s restrikcijom
na Borelove skupove) zapravo a-dimenzionalna Lebesgueova mjera (s raz-
likom u jednom faktoru), to jest c,*(X) je Lebesgueova mjera, gdje je c,
a-dimenzionalan volumen kugle dijametra 1.

Propozicija 3 (Svojstvo skaliranja [14]). Neka je S transformacija slicnosti skalarnim
faktorom A > 0, to jest linearna funkcija za koju vrijedi S(X) = AX. Ako je X C R",
onda vrijedi:

HY(S(X)) = HY(AX) = A*H(X).

Dokaz. Ako imamo J-pokriva¢ {V;} od X, tada vrijedi da je {S(V;)} Ad-pokrival
od S(X) pa slijedi

Y- IAV® = A% e
i=1 i=1
te zatim iz toga i definicije infimuma dobijemo
Hj5(AX)) < AYHG(X).
Sada H*(AX)) < A*H*(X) kad 6 — 0. Kako bi se pokazala obrnuta nejednakost,

1
potrebno je samo zamijeniti S sa S™! te X sa S(X), tojest A s 1 te X s AX. Tako
dobijemo:

1 1
2 e < Q&
H; (A AX) < R HE(AX),

AHE (X) < HE(AX)
A
te kad pustimoda § — 0
AMHY(X) < HY(AX).
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Neka su X, Y C R". Funkcija f : X — Y zadovoljava f—Holderov uvijet, to jest
ona je B—Holder neprekidna za B > 0 ako postoji konstanta ¢ > 0 tako da vrijedi:

f(x) = fW)] < clx—ylf, gdjesux,y € X.
Ako je konstanta B = 1, tada se radi o Lipschitz neprekidnoj funkciji.

Propozicija 4. [14] Neka je X C R" te f : X — R" B—Holder neprekidna funkcija.
Tada za svaki o vrijedi:

HP (F(X)) < cPHY(X).

Dokaz. Neka je {V; },en 6-pokrivac od X i f f—Holder neprekidna. Tada zbog
XNV, CV,sliedi

F(XOVi)| < XN Valf < c[Viff

te zaklju¢ujemo daje { f(X N V,,)} & = c6P-pokrivac od f(X). Nakon potenciranja
i sumiranja obiju strana dobivamo:

§|f(xmvn

‘U\u[?

& (o]
< LIV
Sada s obje strane trazimo infimum po é-pokrivac¢ima pa imamo:

HE (F(X)) < cPHI(X).

Naposljetku, pustimo § — 0 pa slijedi ¢ — 0 te dobivamo traZeni izraz:

HP(F(X)) < cPH(X).

2.4 Hausdorffova dimenzija

Gledajmo sad #§ kao funkciju varijable a. Zat > « i §-pokrivac {V, } od X imamo:

YAVl < ) IVl VAt <6 ) [Vl

nelN nelN nelN

Ako trazimo infimum prijadnja nejednakost postaje HE(X) < 6" “H3(X). Ako
pustimo § — 0 zbog H*(X) < oo vrijedi H!(X) = 0. Tako na grafu s apscisom « i
ordinatom H*(X) vidimo prisutnost kriti¢ne vrijednosti od «, za koju vrijednost
od H*(X) skace s cona 0.

Definicija 16 (Hausdorffova dimenzija [14]). Hausdorffova dimenzija skupa X C
R" je kriticna vrijednost ax za koju vrijednost funkcije H*(X) prelazi s co na 0, to jest
vrijednost:

dimy X = inf{a > 0| H*(X) = 0} =sup{a > 0| H"*(X) = co}.
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Napomena 1. Naravno, Hausdorffova dimenzija skupa X C IR" moZe biti najvise n,
a najmangje 0. Za kriticnu vrijednost, to jest Hausdorffoou dimenziju, dimy, X, vrijedi
0 < H*(X) < oo, dok je za sve ostale ili jednaka 0 ili co.

(o) O§a<dimHX
H“X: 0 0(>dimHX
0<HY(X) <o a=dimyX

H(X)

Y

0 dimy X

Slika 2.1: Graf H*(X) i Hausdorffova dimenzija

Prije nego Sto krenemo s primjerima i ra¢unanjem Hausdorffovih dimenzija, u
nastavku ¢emo navesti neka bitna svojstva.

Propozicija 5 (Svojstva Hausdorffove dimenzije [9]). Hausdorffova dimenzija zado-
voljava sljedeéa svojstva:

(1) dimH @ = a,
(2) (monotonost) dimy X; < dimy Xp, za sve X1 C X, C R",
(3) (prebrojiva stabilnost) za prebrojivu familiju { X, } nen, Xn € R”, vrijedi
dimy ( | Xu | = sup dimy X,
neN nelN
(4) dimy X = 0 ako je X prebrojiv skup,
(5) Hausdorffova dimenzija n—dimenzionalne otvorene kugle u R" je n,

(6) dimy X = n ako je X otvoren skup.
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Dokaz. (1) Iz Propozicije 1 znamo kako vrijedi H* (@) = 0 za svaku vrijednost od
a > 0 pa zbog definicije Hausdorffove dimenzije slijedi da je dimy (©) = 0.

(2) Neka su X i X, podskupovi od R” takvi da X; C X». Iz Propozicije 1 znamo
kako za svaki a > 0 vrijedi

HY(Xq) < HY(X2)

te iz toga slijedi tvrdnja koju Zelimo pokazati po definiciji Hausdorffove di-
menzije. Ako je kojim slucajem H*(X;) = oo tada je i H*(X) = oo pa iz
definicije Hausdorffove dimenzije slijedi:

sup{a > 0| H*(X1) = oo} <sup{a > 0| H*(Xz) = oo} tojest
dlme X1 < dlm'H X2

(3) Neka je {X, }nen prebrojiva familija podskupova od R". 1z svojstva mono-
tonosti slijedi da je

nelN

Znamo da je dimy, U,,cn X gornja meda, no mi tvrdimo da je i supremum
od dimy, X,,. Kako bi to pokazali, pretpostavimo suprotno, to jest da postoji
¢ > 0 za koji je
dimy X, < dimy | ) X, —e.
nelN
Neka je vrijednost od dimy U,en Xn jednaka ay pa moZemo pisati

dimy X, < ag — €. Sada slijede tvrdnje H*0¢(X, ) = 0i H ¢ <UneN Xn) =
oo, za svakin € IN. Time smo dobili tvrdnju kontradiktornu sa svojstvom Ha-
usdorffove mjere da je H* (U]-GIN X]-) < Yjen H*(Xj). Stoga zakljutujemo
daje dimy U,en Xn = sup,, o dimy X,

(4) Neka je X prebrojiv skup. Ako je X; skup koji sadrzi jedan element tada
je H'(X;) = 1 pa slijedi dimy X; = 0. Sada prema svojstvu prebrojive
stabilnosti vrijedi da je dimy U,enX, = 0. Dakle, ako je Hausdorffova
dimenzija, u ¢ijoj definiciji trazimo infimum, skupa s jednim elementom
jednaka nuli, tada ¢e i dimenzija cijelog prebrojivog skupa biti jednaka nuli.

(6) Neka je X otvoren podskup od R". Posto zbog otvorenosti X sadrzi kuglu n-
dimenzionalnog volumena s Hausdorffovom dimenzijom #, iz svojstva mo-
notonosti slijedi

dimy X > n.

Naposlijetku, iz same definicije Hausdorffove dimenzije slijedi obrnuta ne-
jednakost te zakljuc¢ujemo da je dimy, X = n.
L
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Lema 2. [22] Ako postoji neka konstanta ¢ > 0 takva da ¥§ > 0 postoji 6—pokrivac
V= {V,}skupa X CR"s Y ,.en |Val|* < ¢, onda vrijedi dimy X < a.

Dokaz. Uvjet leme nam zbog definicije Hausdorffove mjere garantira H§ < c pa
tako i H* < oo. Posto je H* < oo, iz definicije Hausdorffove dimenzije direktno
slijedi tvrdnja dimy X < a. O

Lema 3. [22] Ako postoje konstanta ¢ > 016 > 0 takvi da }_,, |Vu|* > c, za sve
d—pokrivace V = {V,}, tada vrijedi dimy X > a.

Dokaz. Uvjet leme nam zbog definicije Hausdorffove mjere garantira H§ > c pa
i H* > 0. Posto je H* > 0, iz definicije Hausdorffove dimenzije direktno slijedi
tvrdnja dimy X > a. 0

Za sljedeca svojstva ¢e nam biti potrebna definicija bi-Lipschitz neprekidne funk-
cije pa ¢emo je navesti u nastavku.

Definicija 17. Neka je X C R". Funkcija f : X — IR" je bi-Lipschitz neprekidna
funkcija ako postoje konstante cy, cp za koje vrijedi 0 < ¢; < ¢ < oo, tako da za svake
x, y € X vrijedi:

alx —yl < |f(x) = fW)] < ealx —yl.
Takoder vrijedi da je bi-Lipschitz neprekidna funkcija i Lipschitz neprekidna funk-
cija.

Propozicija 6 (Hausdorffova dimenzija i Holder neprekidne funkcije [14]).

(1) Neka je X C R" te f : X — R" B—Holder neprekidna funkcija. Tada vrijedi
Ako je f Lipschitz neprekidna funkcija, onda vrijedi dimy, f(X) < dimy X.

(2) Ako je f : X — R" bi-Lipschitz neprekidna funkcija, onda vrijedi dimy f(X) =
dime X

Dokaz. (1) Neka je a > dimy X. Uz pomo¢ Propozicije 4 i definicije Hausdorf-
fove dimenzije zaklju¢ujemo da vrijedi:

1P (F(X)) < cFHH(X) = 0.

Posto iz definicije Hausdorffove mjere znamo kako je ona nenegativna, za
svaki o > dimy X slijedi:
a
HP (F(X)) = 0.

Iz toga pomocu definicije Hausdorffove dimenzije zaklju¢ujemo da vrijedi

=™ R
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Naposlijetku dolazimo do tvrdnje:

p

Sto se ti¢e tvrdnje vezane za Lipschitz neprekidnu funkciju, ona slijedi direk-
tno iz prijasnje tvrdnje u slucaju kad je g = 1.

(2) Ako imamo bi-Lipschitz neprekidnu funkciju f, tada je ona bijektivna te pos-
toji njen inverz f~! : f(X) — X. Njen inverz je takoder Lipschitz neprekidna
funkcija. Primjenjujudi postupak dokazivanja prethodne tvrdnje (za Holder
neprekidnu funkciju) na Lipschitz neprekidnu funkciju i njen inverz, dobi-
vamo izraze

dimq.[ f(X) < dlmH X,
dimy 1 (f(X)) = dimy X < dimy f(X)

pa njima dolazimo do zakljucka da vrijedi dimy, f(X) = dimy X.
L

Napomena 2. Ouva propozicija nam govori o temeljnom svojstou Hausdorffove dimenzije,
a to svojstvo je da je Hausdorffova dimenzija invarijantna na bi-Lipschitzove transforma-
cije. Ako imamo skupove s razlicitim dimenzijama, ne moZemo konstruirati bi-Lipschitz
neprekidnu funkciju s jednog u drugi.

Hausdorffova dimenzija se, uz nasu definiciju, moze definirati na jo5 mnogo na-
¢ina, a jedan od njih je pomocu pokrivaca sastavljenog od kugli. Neka je X neki
podskup od R" te

B (X} = inf{ Y |Bal*

nelN

{By} é-pokrivac od X sastavljen od kugli}.

Mjeru dobivamo pustanjem § — 0:

* = lim B} (X
B ag B5(X),
a dimenzija nam je vrijednost za koju B*(X) prelazi s co na 0. MoZemo zakljuciti

da vrijedi
Hs(X) < B;(X)

posto su J—pokrivaci sastavljeni od kugli samo dio postoje¢ih §—pokrivaca, no
Hausdorffova dimenzija koriste¢i obje definicije je jednaka.






3 | Primjeri fraktala i njihove Ha-
usdorffove dimenzije

Sad kad smo definirali Hausdorffovu dimenziju i objasnili njena osnovna svoj-
stva, moZemo se vratiti prici o fraktalima. Fraktali su skupovi ¢ija Hausdorffova
dimenzija nije prirodan broj. U nastavku ¢emo prikazati neke fraktale te navesti
njihove Hausdorffove dimenzije. Hausdorffova dimenzija predstavlja, to jest mjeri
grubost, iregularnosti, razgranatost ili kompleksnost. Sto je ve¢a Hausdorffova di-
menzija fraktala, to je ve¢a njegova kompleksnost.

3.1 Cantorov skup i sli¢ni skupovi

Cantorov skup je jedan od najpoznatijih fraktalnih skupova. Nazvan je po poz-
natom njemackom matemati¢aru Georgu Cantoru. Kako bismo ga konstruirali,
uzet ¢éemo zatvoreni interval [0, 1] te ga oznaciti s Eg. Nakon uklanjanja otvore-

12
nog intervala <§, §>, koji je zapravo srednja tre¢ina skupa Ej, dobivamo skup

1

E; = {0, 5] U [§, 1} . Induktivno nastavljamo uklanjati srednje tre¢ine svakog

zatvorenog intervala koji dobijemo te tako dobivamo skupove Ej, Es3 ... .

E{]

E,

By — e

By — — — — - - = -
By === === e em e -

Slika 3.1: Cantorov skup

7
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Propozicija 7. [22] Neka je s X oznacen Cantorov skup.

_ log2 . . ; ST
(1) Zawn = log3 —dimenzionalnu Hausdorffoou mjeru vrijedi:

log2
< 783 (X) < L

N[ —

(2) Za Hausdorffovu dimenziju Cantorovog skupa X vrijedi

dimy X = L ~ 0.6309.
log 3

Dokaz. (1) Skup Ey, koji je k-ti skup po redu, sastoji se od 2¥ intervala duljina
37k, Ti intervali ¢ine 3=¥—pokrivac¢ od X pa iz definicije Hausdorffove mjere
slijedi

10, <o,
log2

Zan = }gg; dobivamo da je 2537% = 1, Vk € N pa vrijedi H;‘i?,f < 1. Kako

log2
bi pokazali da vrijedi i 3473 < 1, uzmimo proizvoljan §. Za njega postoji
neki ks tako da je 3% —pokriva¢ Cantorovog skupa X zapravo i §—pokrivac
Cantorovog skupa X. MoZemo primijetiti da je skup svih 3% —pokrivaca
podskup skupa svih d —pokrivaca. 1z toga slijed.i:

log2 log2
HEE (X) < 1 (%)

jer je infimum nadskupa garantirano manji ili jednak infimumu podskupa.

log2 log2

Kakoje H;O,gki <1,zaks € N, iz definicije Hausdorffove mjere slijedi s3> <
1. Pokazimo jo$ i drugu nejednakost. Cantorov skup je kompaktan jer je
omeden i zatvoren u [0, 1] (komplement unije izba¢enih otvorenih skupova).
Slijedi da mozemo otvorene pokrivace svesti na konac¢ne potpokrivace ciji ¢e
elementi biti otvoreni intervali. Neka nam je {V, },en takav pokrivad. Za
svaki od skupova pokrivaca, V;, postoji k, € IN tako da je:

3_(kn+1) S |Vn| < 3_kn_

Takav V,, moZe imati presjek s najviSe jednim intervalom od Ej, jer je razmak
medu njima najmanje 3%, Iz toga slijedi da V;, presijeca najvise

2i~kn — piz—kn < 2i3% |/, |

intervala u Ej, Vj > k,. Uzmimo proizvoljan j > k,, Vn € N takav da za
svaki V;, vrijedi 37U+ < |V,|. Posto {V;} presijeca svih 2/ intervala duljine
37/, brojenjem intervala dolazimo do:

2 < Y 23V~
nelN
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Sredivanjem nejednakosti dobivamo nejednakost
1 _log2 log2
i 3_“ =3 log3 L V. 10g3’
; < ¥l
neN

koja nam je dovoljna da zaklju¢imo da traZena tvrdnja vrijedi.

log?2
(2) Posto smo dokazali da za a = igg 2 vrijedi } < P83 < 1, to jest da postoji

kritina vrijednost &« Hausdorffove mjere za koju ona nije 0 ili oo, tada ta kri-
log2
g

ti¢na vrijednost
skupa X.

Ioo3 Mora biti jednaka Hausdorffovoj dimenziji Cantorovog

0

Sljedeca klasa fraktalnih skupova koje ¢éemo analizirati su skupovi sli¢ni Canto-
rovom, to jest Cantor-like skupovi. Generalan postupak njihove konstrukcije je
sljededi:

e pocinjemo s 2 disjunktna intervala I3, I C [0, 1] i dva koeficijenta A1, A, > 0
tako da vrijedi Ay + A, < 1,

e umecemo dva zatvorena intervala duljina A1 |1 |, A2|Iz| u I; te ih oznacavamo
s 111,

e isto ponovimo za interval I, pa dobivamo I; i I,

e umeéemo nove intervale u intervale I;
tvorenih intervala oblika I;

1i, te time dobivamo 8 disjunktnih za-

102137

¢ ponavljamo postupak induktivno kako bi dobili intervale I; ; duljine
11, | T, A

Tako uzimanjem limesa ovog iterativnog postupka konstruiramo skup sli¢an Can-
torovom, C, te ga definiramo kao:

=18 Lh%.4
n>1 \i

11,...1'71
»
@
O

Qe

Slika 3.2: Skup sli¢an Cantorovom konstruiran krugovima. [22]
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Jedan takav skup se konstruira pomocu induktivnog postupka koji smo ranije
objasnili, ali umetanjem krugova unutar jedini¢nog kruga u IR%. Na prethodnoj
slici je prikazan taj skup za n = 3.

Teorem 2. [22] Swvaki skup slican Cantorovom s koeficijentima A1, ..., A, ima jedins-
tvenu Hausdorffovu dimenziju t za koju vrijedi jednakost

MAA 44, =1

Sljededi fraktalni skup koji je zanimljiv za analizu je Cantorova prasina posto kod
nje Hausdorffova dimenzija ipak je prirodan broj. Za konstrukciju nam je potre-
ban jedini¢ni kvadrat kojeg podijelimo na 16 jednakih dijelova od kojih ostavljamo
4, tako da ostane po 1 u svakom od 4 stupca. Nastavljamo u svakom koraku dijeliti
kvadrate na 16 jednakih dijelova i ostavljati samo 4.

Primjer 1. [21]| Za Hausdorffoou mjeru i dimenziju Cantorove prasine X vrijedi:
1<HY(X)<V2 i dimyX=1.

U k-tom koraku prethodno opisane konstrukcije Cantorova prasina se sastoji od
4k kvadrata s duljinom stranica 4% pa tako i dijametra 4~ %1/2. Uzimanjem tih
kvadrata za d —pokrivac¢ po definiciji Hausdorffove mjere dobivamo:

k g —ak o
My (5 < 447V

Za « = 1 dobivamo:
Hl

4k

sX) V2

te pustanjem k — oo dobivamo da za 6 — 0 vrijedi H' < /2, §to smo i htjeli
pokazati. Kako bi pokazali drugi dio nejednakosti, uzmimo 7t kao oznaku za or-
togonalnu projekciju na x-os. Ortogonalna projekcija ne povecava udaljenosti pa
stoga vrijedi |7t(x) — (y)| < |x —y|, Vx,y € X, tojest ona je Lipschitz neprekidna
funkcija. Projekcijom 77(X) dobivamo interval [0, 1] pa zbog definicije Hausdorf-
fove mjere vrijedi:

1=#([0,1]) = H'(n(X)) < H(X).

3.2 Fraktali Sierpinskog

Sljedeca skupina fraktala koju ¢emo promatrati su fraktali Sierpinskog. Prvi
kojim ¢emo se baviti je tepih Sierpinskog.

Uzmimo jedini¢ni kvadrat, podijelimo ga na devet jednakih kvadrata (ko-
jima je duljina stranice tre¢ina duljine stranice originalnog kvadrata) te izbacimo
sredi$nji. Postupak ponavljamo za sve dobivene kvadrate. U sljedecoj iteraciji
¢emo imati 64 jos manja kvadrata kojima ¢e duljina stranica biti jednaka devetini
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duljine stranice originalnog kvadrata. Ako broj manjih objekata (u nasem pri-
mjeru kvadrata) oznacimo s N, a faktor skaliranja kojim treba pomnoziti stranice
manjeg objekta kako bismo dobili originalni oznacimo s r, tada vrijedi:

log N
logr’

N = rdimu X tojest dimy X =

gdje je dimy, X Hausdorffova dimenzija nekog objekta X. Ove jednakosti vrijede
za svaku iteraciju u postupku konstrukcije fraktala. Tako za prvu iteraciju tepiha
Sierpinskog, u kojoj imamo 8 kvadrata i faktor skaliranja 3, vrijedi:

U drugoj pak iteraciji imamo 64 manja kvadrata i faktor skaliranja 9, sto nam daje
jednaku dimenziju:

Slika 3.3: Tepih Sierpinskog. [21]

Topolosku dimenziju gledamo kao obi¢nu dimenziju objekata u prostoru. Na pri-
mjer, tocka ima topolosku dimenziju 0, pravac 1, kvadrat 2 posto ima i duljinu i
Sirinu, kocka 3 jer ima i visinu,. ... Tepih Sierpinskog ima topolosku dimenziju
2 posto je on kvadrat u ravnini kojem smo izbacili neke dijelove. Stoga, fraktal
mozemo definirati i kao objekt kojem se Hausdorffova i topoloska dimenzija raz-
likuju. Kad bismo gledali obi¢an kvadrat X podijeljen na 9 jednakih dijelova, to
jest kad ne bismo izbacili srediSnji kvadrat kao kod tepiha Sierpinskog, vrijedilo
bi:

Stoga, zaklju¢ujemo da kvadrat sam po sebi nije fraktal jer su mu Hausdorffova i
topoloska dimenzija jednake.

Drugi fraktal Sierpinskog koji nas zanima je trokut Sierpinskog. Konstruira
se podjelom jednakostrani¢nog trokuta na 4 manja slicna medusobno kongru-
entna trokuta te odstranjivanjem srednjeg. Postupak nastavljamo induktivno
za sve ostale trokute. Njegovu Hausdorffovu dimenziju ¢emo jednostavno
izracunati koriste¢i prethodno navedenu formulu. U prvoj iteraciji postupka
konstrukcije imamo 3 trokuta kojima je stranica upola kracéa od stranice original-
nog trokuta pa je faktor skaliranja 2. Uzet ¢emo i podatke iz druge iteracije kako
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bismo provijerili je i nam dimenzija zaista jednaka neovisno o iteraciji i broju
manjih trokuta. Dakle, u drugoj iteraciji imamo 9 trokuta i faktor skaliranja 4. 1z
toga slijedi da je Hausdorffova dimenzija trokuta Sierpinskog X jednaka:

dimy X = —2° = —8° — 1585,

Slika 3.4: Trokut Sierpinskog. [22]

3.3 Von Kochovi fraktali

Vratimo se sada prvom fraktalu koji smo spomenuli, takozvanoj Von Kochovoj
krivulji. Ranije u uvodu smo pokazali kako izgleda te ukratko objasnili njenu
konstrukciju. Krivulja E; se u prvom koraku nakon zamjene sastoji od 4 kopije
pocetne krivulje Ey (smanjene na trec¢inu duljine). Krivulja E; se tako sastoji od
16 duzina duljine §. Tako se u k-tom koraku krivulja sastoji od 4k duzina duljine

d k
(%) pa je njena cjelokupna duljina <%> :
Primjer 2. [22] Hausdorffova dimenzija Von Kochove krivulje X iznosi dimy X = %_

Posto se pocetna Von Kochova krivulja sastoji od 4 smanjene kopije same sebe

(koje su skalirane faktorom 3), iz definicije Hausdorffove mijere te svojstva skali-

ranja iz Propozicije 3 za svaki « slijedi:

HE(X) = 4- <%>’H(X)

Dijeljenjem obiju strana jednakosti s #*(X) te logaritmiranjem dobivamo jedna-
log 4

kost o = og3"

O

Postoji jo$ fraktala nazvanih po Von Kochu. Jedan od njih je Von Kochov fraktalni
otok. Konstruira se mijenjajudi stranice jedini¢nog kvadrata linjjama prikazanim
na sljedecoj slici. Svakom zamjenom maknemo i dodajemo jednaku povrsinu pa
stoga povrsina fraktalnog otoka uvijek ostaje ista. Kako je Von Kochov otok frak-
tal, tako moZemo i otoke s njihovim obalama u stvarnosti gledati kao fraktale te
pokusavati izra¢unati njihovu dimenziju ([4]).



3.4. ZMAJEVI FRAKTALI 23

Slika 3.5: Kochov fraktalni otok [22]

3.4 Zmajevi fraktali

Pokazali smo kako izgleda nekoliko vrsta osnovnih fraktala i objasnili njihove
jednostavne konstrukcije, no postoje i naizgled mnogo kompleksniji zapanjujuci
slucajevi kao $to su Zmajeva krivulja i Zlatni zmaj. Konstrukcija Zmajeve krivu-
lje krece od hipotenuze jednakokra¢nog pravokutnog trokuta koju mijenjamo za
druge dvije stranice trokuta koje su v/2 puta kra¢e od hipotenuze. U koracima koji
slijede ponavljamo postupak, to jest mijenjamo po jednu stranicu za druge dvije
stranice jednakokracnog pravokutnog trokuta.

Slika 3.6: Fraktal "Zmajeva krivulja" s fraktalnom dimenzijom 2. [6]

Dakle, u prvoj iteraciji postupka konstrukcije iz jedne stranice dobijemo dvije v/2
puta manje, to jest imamo broj manjih stranica N = 2 te faktor skaliranja r = /2.
Koriste¢i formulu za ra¢unanje Hausdorffove dimenzije dobivamo da je Hausdor-
ffova dimenzija fraktalne Zmajeve krivulje X jednaka

logN  log2

di X = = =2
1 logr log /2
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Drugi zmajev fraktal "Zlatni zmaj" dobiva se na sli¢an nacin, ali je zanimljiviji jer
se kod njega pojavljuje zlatni rez. Konstrukcija mu pocinje od linije koja je hipote-

Slika 3.7: "Zlatni zmaj" s fraktalnom dimenzijom jednakom zlatnom rezu. [10]

nuza pravokutnog trokuta. Nju maknemo te nadomjestimo s ostale dvije stranice
pravokutnog trokuta. U sljede¢em koraku te dvije stranice gledamo kao hipote-
nuze te ih ponovo maknemo i nadomjestimo stranicama pravokutnog trokuta, ali
moramo alternirati poloZaj trokuta kao Sto je prikazano na sljedecoj slici. Postupak
ponavljamo u nedogled. Faktori skaliranja stranica su r i r? te vrijedi

1
r=—1,
QP
o . 144/5 - .
gdje je ¢ zlatni rez = 1.61803. Ako poblize pogledamo sliku Zlatnog

Slika 3.8: Konstrukcija fraktala "Zlatni zmaj". [5]

zmaja, mozZemo primijetiti kako je zapravo napravljen od dvije skalirane kopije
samog sebe, jedne skalirane s 7, a druge skalirane s r2. 1z toga slijedi da je Hausdor-
ffova dimenzija zlatnog zmaja vrijednost dimy, X koja zadovoljava jednakost:

rdimq.,g X T 7’2 dimy X __ 1.

Koristedi svojstvo zlatnog reza ¢ = ¢ + 1, dobivamo

¢ ¢ ¢ e+l

to jest vrijedi da je bas zlatni rez jednak Hausdorffovoj dimenziji Zlatnog zmaja.

7
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3.5 Iterativni funkcijski sustavi
Definicija 18. [17] Neka je (X, d..) metricki prostor. Kontrakcija je funkcija f : X — X

takva da vrijedi:
di(f(x), f(y)) < p-de(xy), 0<p <1

Afina transformacija je funkcija S : R” — RR”" takva da vrijedi S(x) = T(x) + b,
gdje je T linearna funkcija na R", a b vektor u R". Dakle, S je kombina-
cija translacije, rotacije i dilatacije (Sirenja). Iterativni funkcijski sustav (IFS)
na (X, d,) je kona¢na familija kontrakcija ® = {@; };c;, gdje je I neki skup indeksa.

Promatramo iterativne funkcijske sustave jer se skupina funkcija (kontrak-
cija) koje djeluju na neki objekt nakon mnogo iteracija akumulira na fraktalni
skup, to jest teze fraktalnom skupu koji zovemo atraktor. Ako se IFS sastoji
od afinih kontrakcija {S1,S,, ...} na R", tada atraktor F nazivamo samoafinim
skupom. Dakle, iterativnim funkcijskim sustavima konstruiramo fraktale. Naj-
jednostavnije primjere fraktala pomocu takvog sustava dobivamo koriStenjem
algoritma konstrukcije kojeg nazivamo "Igra kaosa". Uzima se IFSsa {S1,5,,... }
te jedna toc¢ka na koju iterativno primjenjujemo funkcije S; kako bismo dobili
nove tocke. Tako po zavrsetku postupka dobivamo fraktal.

Primjer 3. Nekasu Sy, Sy i Sz afine transformacije koje preslikavaju kvadrat E u 3 razlicita
pravokutnika. Iterativno ponavljamo postupak transformirajuci pravokutnike u jos manje
pravokutnike.

Slika 3.9: Iterativni funkcijski sustav - kompozicija afinih kontrakcija. [14]

Atraktor F je prikazan kao kombinacija kompozicija S; 0 S;, 0 --- 0 S; , za neki
n € N,i=1,2,3. Dakle, F se sastoji od 3 afine kopije samog sebe Si(F), Sa(F) i
S3(F) te ga smatramo fraktalom.
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Primjer 4. Neka je Ey jedinicni kvadrat podijeljen na q x p polje pravokutnika s dulji-
nama stranica — i —, p,q > 0, p < g. Uzmimo proizvoljno mnogo tih pravokutnika i

oznacimo taj skup s Ey. Neka je s N;j oznacen broj pravokutnika uzetih iz j—tog stupca,
1 < j < p. Svaki od pravokutnika iz E; ponovo dijelimo na polje manjih pravokutnika i
odabiremo pravokutnike s istim pozicijama kao i u pocetnom polju. Skup novoodabranih
pravokutnika oznacavamo s Ep. Ponavljamo postupak iterativno mijenjajuci pravokutnike

afinim kopijama od Eq. Tada za atraktor F koji dobijemo nakon proizvoljno mnogo ponav-
ljanja postupka vrijedi:

imy F = lo ( N.° ) .
8 =’ logp

Mozemo primijetiti kako dimenzija ne ovisi samo o broju odabranih pravokutnika
nego i njihovim pozicijama na polju.

e -
= g
N
=
E—E =—_ :
E,

= ==

BneE T

T Tes, e I3

4
]

b
1t
|
!

[
[

R

!
(B!
1

!

Slika 3.10: Konstrukcija samoafinog skupa iterativnim postupkom. [14]
Sljedece tvrdnje nam govore o dimenzijama fraktala nastalih iz iterativnih funk-
cijskih sustava s odredenim navedenim svojstvima:

Propozicija 8. [14] Neka je F atraktor iterativnog funkcijskog sustava koji je sastavljen
od {S1,...,Sm} na zatvorenom D C R" tako da vrijedi:

1Si(x) = Si(y)| < eilx —yl,

gdjesu x,y € Dte0 < ¢; < 1zai = 1,...m. Pretpostavimo da za F vrijedi da je
disjunktna unija F = \J{L, S;(F). Tada vrijedi dimy F <s,za )", c; = 1.

Propozicija 9. [14] Neka je F atraktor iterativnog funkcijskog sustava koji je sastavljen
od {S1,...,Sm} na zatvorenom D C R" tako da vrijedi:

1Si(x) = Si(y)| = bilx —yl,

gdjesu x,y € D,0 < b; < 1zai = 1,...m. Pretpostavimo da za F vrijedi da je
disjunktna unija F = \J/L, S;(F). Tada je dimy F > s,za } 1 b} = 1.



4 | Fraktali vezani uz Brownovo gi-
banje

4.1 Graf Brownovog gibanja

Definirajmo sada Brownovo gibanje za ¢iji ¢emo graf pokazati da je fraktal.

Definicija 19 (Brownovo gibanje). [18] Slucajni proces (B(t) | t > 0) na (Q3, F, P)
je standardno Brownovo gibanje ako vrijedi:

(1) trajektorije t — Bi(w) su gotovo sigurno neprekidne s [0,00) u R,
(2) B(0) =0,

(8) VO =ty < -+ < ty prirasti B(t1) — B(ty),..., B(tm) — B(t;—1) su nezavisne
slucajne varijable,

(4) VO < s < tiVh > 0 prirasti (B(t) — B(s)) su normalno distribuirane slucajne
varijable s ocekivanjem 0 i varijancom jednakom (t — s), to jest vrijedi

B(t) — B(s) £ B(t+h) — B(s + h).

Definicija 20. [15] (B(t) | t > 0) u R" je n—dimenzionalno Brownovo gibanje s po-
Cetkom u (xq,..., Xn) ako je B(t) = (By(t),..., Bu(t)), gdje su By,..., B, neza-
visna Brownova gibanja. n—dimenzionalno Brownovo gibanje je standardno ako pocinje
u(0,..., 0).

Prije nego $to definiramo sam graf Brownovog gibanja, odredimo njegovu Ha-
usdorffovu dimenziju te zaklju¢imo da je zaista fraktal, navest ¢emo nekoliko pro-
pozicija uz pomoc¢ kojih éemo pokazati neka bitna svojstva Brownovog gibanja te
tako i njegovog pripadnog grafa.

Definicija 21. [19] Funkcija f : [0, 00) — IR] je lokalno B—Hélder neprekidna u nekom
x > 0ako 3y > 0, c > 0 takvi da vrijedi

f(y) = fF)] < cly —«IF,
kad je |y — x| < 7.

27
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Definicija 22. Graf funkcije f : A — R", A C [0, o0) definiramo kao
Grafs = {(t,f(t)) | t € A} C R,

Propozicija 10. [7] Neka je f : [0,1] — R" lokalno p—Holder neprekidna funkcija.
Tada vrijedi:

dim Graf; <1+ (1 p) min(n,%).

Dokaz. Funkcija f je lokalno p—Holder neprekidna pa postoji konstanta c takva
da ako zas,t € [0,1] vrijedi |t — s| < ¢, onda vrijedi |f(t) — f(s)| < ceP. Pokrijmo

1
[0,1] s = intervala duljine ¢. Slike tih intervala su sadrzane u kugli promjera 2cef.

Sada moZemo pokriti svaku takvu kuglu s kuglama promjera e. Broj takvih kugli
je visekratnik od ¢”P~"". Sada promatramo pokriva¢ grafa koji se sastoji od Karte-
zijevog produkta intervala i kugli promjera €. Broj takvih produkata, koje trebamo
jer nam daju gornju granicu iz tvrdnje propozicije, je visekratnik od ¢”#~"~1. Tyrd-
nja propozicije sad slijedi iz definicije Hausdorffove dimenzije. O

U nastavku navodimo propozicije kojima pokazujemo u kojem je slucaju
Brownovo gibanje lokalno Holder neprekidno, no za to nam je najprije potrebna
tvrdnja sljedece leme.

Lema 4 (Borel-Cantelli [7]). Nekaje {A;}i—o,. o nizdogadaja na vjerojatnosnom pros-
toru za koji vrijedi:

limsup A; = ﬁ DAJ"
i—o0 i=0 j=i
Tada vrijedi:
(1) ako Y32, P(A;) < oo, onda P(limsup;_,, A;) =0,
(2) ako je { A;} nezavisan u parovimaiy ;> , P(A;) = oo, onda P(limsup, ,  A;) = 1.

Propozicija 11. [7] Postoji neka konstanta C > 0 tako da gotovo sigqurno za proizvoljan
h > 0isvaki0 <t <1 — horijedi:

B(t+h) — B(t)| < c,/hlog%.

Dokaz. Prvo pokazimo da Brownovo gibanje moZemo zapisati kao sumu B(t) =

Y7o F;, gdje su F; nenegativne linearne funkcije neprekidne na [0,1] jer ¢e nam

k
taj zapis biti potreban u dokazu tvrdnje. Definirajmo D, = {2_;1 ‘ 0<k< 2”} i

D = Uy Dy te neka su {Z; | t € D} nezavisne standardno normalno distribu-
irane slucajne varijable. Vi € IN definiramo B(t), t € D,, tako da su B(t) — B(s)
normalno distribuirane slucajne varijable s ocekivanjem 0 i varijancom t — s te da
su (B(t) | t € Dy)i(Z: |t € D/Dy) nezavisne.
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Definirajmo slucajni proces

0 ,t € Dy_q
Fn(t) = —(n+1) !
272 Z; ,t€Dy/Dy i

Iz definicije od Z; te ¢injenice da za N(0,1) varijable vrijedi P(Z > x) <
1 1 -

— e 2 slijedi
X\/27T ]

2

P(|Zi| > cv/n) <e T
pPa Yoo Yiep, P(|Zt| > cy/n) konvergira kad ¢ > ,/2log2. Fiksirajmo neku
takvu konstantu c. Iz Borel-Cantelli leme 4 slijedi da 3 N < oo takavda Vn > N i
t € Dy, vrijedi |Z;| < cy/n te

sup{|F,| |n > N} < c\/ﬁ-Z_Tn.

To implicira da B(t) = L% F;(t) konvergira uniformno te da je B(t) neprekidna

na [0, 1] jer je uniformno konvergentan niz neprekidnih funkcija neprekidan. Sada
mozemo krenuti s dokazivanjem tvrdnje propozicije.
Za F; postoji derivacija te Ve > /2log2 3 N € N tako da Vj > N vrijedi:

sup{|F|} < ZUPUED o .05,

Sada za svakil > N slijedi:

|B(t+h) = B(t) < i|Fj(t+h) (B < ZhSUP{IF [} + ; 2sup{|F}.
j=0 j=l+1

’ —n
Koristeci sup{|F,| | n > N} < c/n22 dobivamo da je gornji izraz omeden s:

thup{]P\}+2chZ\/ﬁ 27 +2c Z JA-2T.

n=Il+1
Uzmimo h tako da prvi pribrojnik bude manji od |/hlog ; te nekaje ! > N takav
da 27! < h < 2711, Tako ¢e svi pribrojnici biti manji ili jednaki nekom visekrat-

niku od |/hlog } pa iz toga slijedi tvrdnja propozicije. O
Propozicija 12. [15] Neka je C > 0 definirana kao u prethodnoj propoziciji. Za B < %
Brownovo gibanje je lokalno B—Holder neprekidno gotovo sigurno:

|B(t+h) — B(t)| < C|(t +h) —t]P.

Dokaz. Neka je (B(t) | t > 0) Brownovo gibanje te C > 0 konstanta tako da za
h>0i0 <t <1-—hvrijedi:

B(t+h) — B(#)] < C@/hlog%.



4.1. GRAF BROWNOVOG GIBANJA 30

Posto za B < % zasigurno vrijedi
1
c,/hlogﬁ < CHP,

IB(t+h)—B—t| < ChP = Ch2

dobivamo traZeni izraz
1

h—ﬁ

N—

U
Takoder, Brownovo gibanje nije lokalno %—H(‘)’lder neprekidno, ali postoji t za koji
vrijedi:
1
|B(t +h) — B(t)| < Ch2 gotovo sigurno.

Sada napokon moZemo definirati graf Brownovog gibanja te predstaviti teorem
koji govori o njegovoj Hausdorffovoj dimenziji.
Graf n—dimenzionalnog Brownovog gibanja definiramo kao:

Grafg(t) = {(t,B(t)) | t > 0} c R""..

ww"\/w‘ th Ml V" MJ *‘W

f\f\

Slika 4.1: Graf jednodimenzionalnog Brownovog gibanja. [20]

Teorem 3. [19] Za graf n—dimenzionalnog Brownovog gibanja B gotovo sigurno vrijedi:

=1
o n>2

N W

dimy Grafp = {

to jest graf Brownovog gibanja je fraktal.

Dokaz. Pokazat ¢emo < nejednakost dok se druga nejednakost moze vidjeti u [7].
Iz propozicija 12 i 10 slijedi da je Brownovo gibanje f—Holder neprekidno za

1 1
B < =, da za neki t vrijedi |B(t + h) — B(t)| < Ch2 gotovo sigurno (zbog ¢ega

kod d1menz1]e moZzemo koristiti i B = 1) te da za grafove B—Holder neprekidnih
funkcija vrijedi

dim Graf; <1+ (1 p) min(d,%).
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1
Takozan = 1te p < 5 dobivamo da za dimenziju grafa Brownovog gibanja
vrijedi:
. 1% . 5
dimy Grafy <1+ (1 — E) min(1,2) = 5"

Zan > 2 dobivamo kako je
dimy Grafg <1+ (1 — %) min(n,2) = 2.

O

Mnogi fraktali se pojavljuju kao grafovi funkcija jer mnoge pojave imaju frak-
talna obiljeZja kad im se nacrta i promatra graf kao funkcija vremena. Primjeri
toga su brzina vjetra, razina vode, populacija, cijene dionica na burzi i tako dalje

(3], [12], [14}).

4.2 Skup nultocaka Brownovog gibanja

Definicija 23. [7] Skup nultocaka jednodimenzionalnog Brownovog gibanja je skup Zp
definiran kao:
Zg = {t € [0,00) | B(t) = 0}.

Kako bismo izracunali Hausdorffovu dimenziju skupa nulto¢aka Brownovog gi-
banja uvest ¢emo jo$ jednu fraktalnu dimenziju koju nazivamo Box dimenzija. Na-
ravno, pojasnit ¢emo i u kakvom su odnosu Hausdorffova i Box dimenzija.

Definicija 24. [17] Neka je e > 0 te N(¢) broj e—kugli potrebnih da pokrijemo neki skup

X C R. Gornju i donju Box dimenziju definiramo kao

dimy X = limsup log Nfs) ,  dimpyX = liminf log NEE).
e—0 log € - e—0 log €

Box dimenzija skupa X postoji ako i samo ako postoje gornja i donja Box dimenzija koje su
jednake. Tada je:

dimy X = dimy; X = dimy,, X = dimp,X.

Lema 5. [17] Za Hausdorffovu i Box dimenziju skupa X vrijedi:
dimy X < dimys X.

Dokaz. Nekasuy > 0, v = dimy X + pu i = dimp; X + 2u. 1z definicije Box
dimenzije Ve > 0 moZzemo pokriti X s N(¢) < e~ 7 e—kugli. Oznacimo to kao
pokrivac V. Sada iz definicije Hausdorffove mjere slijedi
Xy Le P =, e UK = lim HS(X) =0.
&—
Sada zbog nacina na koji smo definirali ¢ slijedi dimy X < 6 = dimpy X + p, a
posto je y > 0 dobivamo tvrdnju leme dimy, X < dimy X. O
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Lema 6 (Princip distribucije mase [7]). Neka je y Borelova mjera na (X, B(X)). Ako
skup E nije mjere 0 za Borelovu mjeru y takvu da je y(B(x,r)) < Cr*, za neku konstantu
0 < C < o0V kuglu B(x,r), onda vrijedi:

H*(E) > @, to jest dimy, E > a.

Teorem 4. [19] Neka je M(t) maksimalan proces Brownovog gibanja, to jest M(t) =
maxo<s<¢ B(s). Slucajni proces Y (t) = M(t) — B(t) je Markovljev proces s distribuci-
jom jednakom distribuciji Brownovog gibanja B(t).

Trenutak t je trenutak rekorda Brownovog gibanja ako za Markovljev proces Y (t)
vrijedi Y (t) = M(t) — B(t) = 0 gotovo sigurno. Sad kad smo uveli sve potrebne
pojmove, moZemo izrac¢unati donju granicu Hausdorffove dimenzije skupa nul-
tocaka Brownovog gibanja pomocu sljedece leme.

Lema 7. [19] Gotovo sigurno vrijedi dimy {t € [0,1] | Y(t) =0} >

N[ =

Dokaz. Znamo da je M(t) rastuca pa ju moZemo gledati kao funkciju distribu-
cije neke mjere i, to jest pfa,b] = M(b) — M(a). S vjerojatnoséu 1 znamo da je
Brownovo gibanje Holder neprekidna za < § pa slijedi

M(b) — M(a) < oJax B(a+h) — B(a) < Cg(b—a)P,

za B < 3 ineku konstantu Cg neovisnu o vrijednostima a i b. Po principu distribu-
cije mase dobivamo dim{t € [0,1] | Y(¢) = 0} > B gotovo sigurno te pustanjem
B — % dobivamo tvrdnju. O

Posto su Y(t) i B(t) jednako distribuirani, takoder vrijedi

1 1
dimy, {t € [0,1] | B(t) = 0} > 5, tojest dimy Zp > .

Navedimo sada leme koje su nam potrebne za dokazivanje suprotne nejednakosti
za Hausdorffovu dimenziju skupa nulto¢aka Brownovog gibanja.

Lema8. [19] Va, e > OUrijediP<E| t € (a,a+¢) tako da B(t) = 0) < C, /ai_i_g,gdje
je C > 0 konstanta.

Definicija 25. [19] Funkciju Ny, (Zg) koja broji intervale oblika {kg,}, %} presjecene sa

Zp definiramo s:
2111
Ni(Zp) = L Loesiigt oy
k=1

Lema 9. [19] Neka je A zatvoren podskup od [0, 1] takav da vrijedi E(N,,(A)) < 2™,
zac,x > 0. Tada je dimpyA < a.
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Nin(A)

Dokaz. Uzmimo E) ;> milecke)

,za ¢ > 0. Slijedi

o Nim(A) o NNy (A)
]Emgl om(ate) Z om(a+te) i W

m=1

Ny (A
To impliciradaje ), 2m"é§+€)) < oo gotovo sigurno te zaklju¢ujemo:
. Nu(A) _ o) _
P<h;r1?jolip SlaE) O> =1.

Slijedi dimys(A) < & + ¢ gotovo sigurno te kad pustimo ¢ — 0 dobijemo
dimy(A) < a gotovo sigurno. O

1
Kako bismo dobili dimy, Zp < 5 primijetimo kako je

2m
EN(Z5) < C1 | - < 2%,
k=1

jet P <3 t e {’—‘2—_,,1—1, 2%} tako da B(t) = 0) £ % pa po upravo dokazanoj lemi sli-

jedi dimpZp < % gotovo sigurno. Posto znamo da je dimy, Zp < dimyZp, slijedi
dimy, Zg < 1 gotovo sigurno. Time smo dokazali da vrijede obje nejednakosti pa

je Hausdorffova dimenzija skupa nulto¢aka Brownovog gibanja jednaka 3 gotovo
sigurno, to jest taj skup nultocaka je fraktal.
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Sazetak

Pocetak diplomskog rada ukljuc¢uje uvodenje i osnovno objasnjenje temeljnog
pojma fraktala. U radu se navode i definiraju pojmovi kao $to su mjera, topoloski
prostor i pokrivac te se uz pomo¢ njih detaljno objasnjava pojam Hausdorffove
mjere. Uz to, navode se i neka njena klju¢na svojstva te sli¢nosti s ostalim vrstama
mjera. Kasnije se definira Hausdorffova dimenzija te se pobliZze promatraju njena
svojstva koja su esencijalna za daljnje analiziranje fraktala. Nakon toga se pro-
vode konstrukcije mnogih poznatih fraktala te se ra¢unaju njihove Hausdorffove
dimenzije.

Klju¢ne rijeci
e Hausdorffova mjera
e Hausdorffova dimenzija
o fraktali

e Zlatni zmaj

e Brownovo gibanje
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Hausdorff Dimension and Fractals

Summary

The start of this paper includes introduction and general description of a term
fractal. Terms like measure, topological space and cover are defined and used to
explain what Hausdorff measure is. Some of its properties and connections to
other measures are also stated in this paper. Later, Hausdorff measure is defined
and its properties that are essential for the analysis of fractals are described. After
that, many fractals are constructed and their Hausdorff dimensions are calculated.

Keywords

e Hausdorff measure

e Hausdorff dimension
e fractals

e Golden dragon

e Brownian motion

39






Zivotopis

Roden sam 3. studenog 1997. u Varazdinu. Dolazim iz mjesta Trnovec Bartolo-
vecki gdje sam pohadao osnovnu Skolu. Zavrsio sam prirodoslovnu gimnaziju u
Graditeljskoj, prirodoslovnoj i rudarskoj 8koli u Varazdinu te krajem 2016. upi-
sao 1. godinu preddiplomskog sveucilisnog studija matematike u Rijeci. Godine
2021. zavrsio sam preddiplomski studij te krajem te godine upisao diplomski stu-
dij Financijska matematika i statistika na Odjelu za matematiku na Sveucilistu u
Osijeku.

41



