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Sazetak. Kroz ovaj rad upoznat ¢emo neke klasi¢ne diofantske jednadzbe. Primjenom

osnovnih definicija i teorema, kroz primjere objasnjeno je njihovo djelovanje.

Kljuéne rijeci: diofantske jednadzbe, Pitagorine trojke, Fermatova metoda.

Summary. This work will explain some of the classical Diophantine equations. With
definitions and theorems, finding the solution will be demonstrated with examples.
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1. Uvod

Diofant najpoznatiji je po svojoj knjizi Aritmetika, radu na rjeSavanju algebarskih
jednadzbi i teoriji brojeva. Ipak, njegov nam je zivot u sustini ostao nepoznat, te je
doba u kojem je zivio predmet debata.

Diofant je naucavao u gradu Aleksandriji u razdoblju od 250. pr. Kr. do 350. pr. Kr.,
poznato kao ”Srebrno doba”. U tom razdoblju matematicari su otkrivali brojne ideje
koje su oblikovale danasnju matematiku.

Najvise informacija o Diofantovom zivotu nalazimo u kolekciji zagonetki koju je napi-
sao Metrodor, gréki gramaticar i matematicar oko 500. godine.

Njegovo najpoznatije djelo Aritmetika je kolekcija 150 matematickih problema u kojoj
on na vjest nacin prikazuje rjeSavanje jednadzbi prvog i drugog stupnja, uz rjeSavanje
temeljnih problema iz teorije brojeva. Danas znamo za 160 problema koje je Di-
ofant napisao, no vjerujemo da je Aritmetika sadrzavala vise poglavlja od poznatih
6. Nagadamo da je u izvornom obliku sadrzavala 13 poglavlja, od kojih se 7 smatra
izgubljenim. Postoji moguénost da su nestala u velikom pozaru koji se dogodio nedugo

nakon $to je Diofant zavrsio sa svojim radom.



2. Klasi¢ne diofantske jednadzbe

2.1. Linearne diofantske jednadzbe

Jednadzbu oblika
ar + by =c (1)
gdje su a, b i ¢ cijeli brojevi zovemo linearna diofantska jednadzba. Linearna diofanska
jednadzba (1) ima rjesenje ako d dijeli ¢, gdje je d = (a,b). Ako d dijeli ¢, onda rjesenje
mozemo naci u obliku

d = ua + vb,
uc . ve
xOZEZZUO:E

te su sva rjeSenja dana sa

L + 2
xr=2x — 7 = =,
0Ty ¥Y="%Y d

zat € Z.

Linearnom diofantskom jednadzbom sa n nepoznanica nazivamo jednadzbu oblika:
a7y + asxs + ... +apx, = b (2)
gdje su x1, ..., x1 nepoznanice, a aq, ..., a,, b cjelobrojni koeficijenti.

Teorem 2.1 Neka su ay, ..., a, cijeli brojevi razli¢iti od nule. Tada linearna diofanska
jednadzba:

121 + asxo + ... + ap,x, = b

ima rjesenja ako i samo ako (ai,...,a,) dijeli b. Ako jednadzba ima barem jedno

rjesenje, onda th ima beskonacno mnogo.

Dokaz: Neka je d = (ay,...,a,). Ako d dijeli b onda jednadzba (2) nema rjesenja.
Ako d dijeli b, dobivamo ekvivalentnu jednadzbu:

!/ I ’
ayr1+ ...+ a,x, =b

gdje je a; = a;/d za i = 1,...,n i b, = b/d. Imamo (da),...,a,) = d. Dokazat éemo
matematickom indukcijom. Za n > 2 tvrdnja vrijedi, pa predpostavimo da vrijedi za
jednadzbe s n — 1 wvarijabli. Zelimo pokazati da vrijedi za jednadibe sa n varijabli.
Stavimo d,—1 = (ai, ..., an—1) onda sva rjesenja (z1, ..., x,) jednadzbe (2) zadovoljavaju
kongruenciju:

a1x1 + asry + ... + apr, =0 (mod d,,_q)

to je jednako
anx, =b (mod d,_1). (3)



PomnoZimo obje strane jednadzbe (3) sa a®'™-V=1 gdje je ¢ Fulerova funkcija za koju
je a¥9n-1) = 1 (mod d,_,), dobivamo

z, = ¢ (mod d,_1),

gdje je ¢ = a¥9-1)"1p, slijedi da je x, = ¢+ dp_1tp_1, tn—1 € Z. Jednadzbu (2) smo
zapisali kao jednadzbu od n — 1 varijabl

a1, + asxo + ... + apTy = b — a,C — Qp1dp—_1tn—1.

Jos ostage pokazati da d,,—y dijeli (b— anc—ayn—1dn_1tn—1), Sto je jednako an,c = b (mod

dyn_1). Zadnja jednadzba je tocna zbog izbora c, ako je podjelimo sa d,,_1 dobijemo

a4 ...+ a, Ty =b (4)
gdje je a; = T zai=1,.,n-1 ib = %. Kako je (a},...,a,) = d jednadzba

(4) ima rjesenje za svaki t,_1 € Z. To rjeSenje vrijedi za jednadzbe sa n — 2 varijable.
Ako dodamo x,, = ¢+ d,_1t,_1 dobijemo rjesenje jednadzbe (2).

Korolar 2.1 Neka su aq, as cijeli brojevi. Ako je (:Ego),aséo)) jedno rjesenje jednadzbe

a1x1 + ... + agxo = b

ostala rjesenja su dana s

Ty = [L’go) + aqt
(0) (5)
Ty =Ty — aqt

zat €.

Primjer 2.1 Rijesite jednadzbu:

3z + 4y + 52 = 6.

Radi (5) timamo 3z + 4y = 1 (mod 5), stoga je
3r+4y=1+5s, seZ.

Rjesenja ove jednadzbe sux = —1+3s, y = 1—s. Koristeéi (5) dobivamo x = 1—3s+4t,
y=1—s-3t,t € Z. Kada to vratimo u polaznu jednadzbu dobivamo z = 1—s. Konacno

rjesenje jednadzbe je dano s

(r,y,2) = (—=14+3s+4t,1 —s—3t,1—s), s,t € Z.



2.2. Pitagorine trojke

Definicija 2.1 Uredenu trojku prirodnih brojeva (z,vy, z) zovemo Pitagorina trojka ako
su x,y katete, a z hipotenuza nekog pravilnog trokuta, tj. ako vrijedi

2yt =22
Ako su x,y, z relativno prosti, onda kazemo da je (x,y, z) primitivna Pitagorina trojka.

Teorem 2.2 Sve primitivne Pitagorine trojke (z,vy,z) u kojima je y paran dane su

formulama:

r=m>—n? y=2mn, z=m>+n? (6)
gdje je m >mn i m,n su relativno prosti prirodni brojevi razlicite parnosti.

Primjer 2.2 Rijesite jednadzbu:

Jednadzba je ekvivalentna sa

2
X
v (2)
z

To znaci da z dijeli vy i x> +y? je potpun kvadrat. Tada je x> +y* = t* za neki pozitivan

cigeli broj @ jednadzba prelazi u

=22
z
Neka je d = (z,y,t). Onda je x = ad, y = bd, t = cd, gdje su a,b,c € Zy, (a,b,c) = 1.
Tada se jednadzba t = =¥ reducira na
abd
z2=—".
c

1z izbora od t, slijedi da je

a’ +v* =,
gdje su a,b, c relativno prosti parni brojevi. Koristeci polaznu jednadzbu zakljucujemo
da c dijeli d, d=kc, k € Z,. Dobijamo

r=ad = kac, y=bd = kbe, t = ad = kc*, z = kab.

2_n? b=2mn, c=

Koristeéi jednadzbu a* + b* = ¢* i formulu (6) imamo a = m
m? + n?.
Rjesenja jednadzbe su dana sa

r = k(m* —n%), y = 2kmn(m?* +n?), z = 2kmn(m?* — n?)

gdje suk,m,n € Z, i m >n.



3. Metode za rjeSavanje diofantskih jednadzbi

3.1. Metode faktorizacije

Ova metoda se sastoji u zapisivanju jednadzbe f(xy,za,...,2,) = 0 u obliku:

fi(z, e, ooy ) fo(x, oy ooy ) -+ fr(T1, 22, ..y ) = @

gdje su f1, fo, ..., [ € Zlx1, 29, ...,x,] 1 a € Z. S obzirom na glavnu jednadzbu dobijemo
sustav kona¢no mnogo jednadzbi .

f1($17I27 7$n) = das,

fg(.flfl, Ty ey l’n) = Qg,

fk(l'l, Ty ey l’n) = Q.

Rjesavanjem ovog sustava jednadzbi dobijemo rjesenje za f(x1, s, ..., z,) = 0.

Primjer 3.1 Nadite sva rjesenja jednadzbe:

(2 + DA+ 1) +2(x —y)(1 —2y) = 4(1 + 2y).

ZapiSemo jednadzbu u obliku:
o2 = 2ry + 1+ 2% +9° —2zy +2(x — y)(1 —zy) =4
il
(2y =1+ (@—y) = (@ —y)(ay —1) =4

To je jednako:

2y =1~ (z —y))* =4
il

(x+1)(y—1)==+2.

Ako je (x + 1)(y — 1) = 2, dobivamo sustav jednadzbi:

r+1=2 r+1=-2 r+1=1 r+1=-1
y—1=1 y—1=-1 y—1=2 y—1=-2

dobivamo rjesenja (1,2), (—3,0), (0,3), (—2,—1).
Ako je (x + 1)(y — 1) = =2, dobivamo sustav jednadzbi:

r+1=2 r+1=-2 r+1=1 r+1=-1
y—1=-1 y—1=1 y—1=-2 y—1=

dobivamo rjesenja (1,0), (=3,2), (0,—1), (—2,3).



Primjer 3.2 Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe:

dry +2y=171.
Jednadzbu zapisemo u obliku
yBr+2) =1,
pa imamo sljedece mogucnosti
y=1 y=-—1 y = y=-T
3r+2=7 3r+2=-7 3r+2= 3r+2=-1
r=25/3 r=-3 r=-1/3 r=-1
y=1 y=-1 y= y=-T
Imamo dva rjesenja: (—1,-7), (—3,—1).

Primjer 3.3 PokaZimo da jednadzba
(z—y)>P+@Wy—2>+(z—2)>°=35

nema cjelobrojnih rjesenja.

Lijevu stranu jednadzbe rastavimo u produkt
(z =y’ +(y—2)° + (z —2)°

=@-y+ty-2)le-y’ - (@-yly—2) +y-2)7- (-2
=@ -2)|(@ -y’ —(@-yy—2)+{y—2)°-(z—2)]
=@ =2z -y -2y+2)+{y—2z+2)(y —2)
=z —2)(z—y)(32 = 3y) =3z — 2)(x —y)(z —y).
Slijedi da je lijeva strana jednadzbe djeljiva s 3. Kako 35 nije djeljiv s 3, ta jednadzba

nema cjelobrojnih rjesenja.

Primjer 3.4 Nadite sva rjesenja jednadzbe:

?ly—1)+y*(z—1)=1

Uvodimo supstituciju x =u+ 1, y = v + 1 @ uvrstimo u jednadzbu

(u+1)%v+ (v+1)%u=1.



Sto je jednako
wo(u+v) +4uv + (u+v) = 1.

Jednadzbu moZemo zapisati u obliku
wu+v+4)+(u+v+4)=5
ili
(u+v+4)(uv+1) =5.

Jedan od faktora mora biti 5 ili —5, a drugi 1 ili —1. To znaci da suma u + v ili
umnozak uv mora zadovoljavati jedan od cetiri sustava jednadzbi.

ut+v=1 u+v=-9 u+v=-3 u+v=-5
uv =0 Uy = —2 uv =4 uv = —6

Prui i zadnji sustav jednadzbi imaju rjesenja u skupu cijelih brojeva. To su (0, 1), (1,0),

(—6,1), (1,—6). Kada ova rjesenja vratimo u supstituciju dobivamo (1,2), (=5,2),
(2,1), (2,-5).



3.2. Metode nejednakosti

Ova metoda se koristi kako bi smanjili skup moguéih rjesenja dane jednadzbe, a

zatim se na tom smanjenom skupu razlikuju slucajevi.

Primjer 3.5 Nadi sva rjesenja jednadzbe:

Primjetimo da je svaki zapis u obliku (k,—k), k € Z rjesenje.
Ako je x +y # 0, jednadzba poprima oblik

2 —xy+yP=x+y,

sto je jednako
(T+y?’+@-1)°+@y-1)=2
Ako je (x—1)*> <114 (y—1)? < 1 suZenje, znaci da su varijable z, y sufene na interval

0,2]. Dobivamo rjesenja (0,1), (1,0), (1,2), (2,1), (2,2).

Primjer 3.6 Rijesi jednadzbu:

P 1. 1 3
r y 2z b
. i : . 3 3
Mozemo pretpostaviti da je 2 < x < y < z. To nam daje jednadzbu — > g,:v €
x
1 1 1
{2,3,4,5}. Ako je x = 2, onda je — + — = 0¥ e {11,12,...,20}. Slijedi da je
y oz

100
z =10+ 5 i (y — 10) digeli 100, Sto nam daje rjesenja (2,11,110), (2,12,60),

(2,14,35), (2,15, 30), (2, 20, 20).
1 1

Ako je x = 3, onda je — + — = L € {3,4,5,6,7}, sto nam daje rjesenja (3,4, 60),
y oz

(3,5,15), (3,6, 10).

1 1 7

Ako je x = 4, onda je — + — = 50°Y € {4,5}, sto nam daje rjesenge (4,4,10).
y oz
1 1 2

Ako je x =5, onda je — + — = R iy =z=>5, §to nam daje rjesenje (5,5,5).
y oz

Primjer 3.7 U skupu prirodnih brojeva rijesite jednadzbu:

al + bl =c!



Ocito mora biti a < b i b < c¢. Bez smanjenja opcenitosti neka je 1 a < b. Jed-

nostavnom transformacijom iz jednadzbe dobivamo

a kako je a! > 0 to je nuzno

1+ ——-—==0,
al  al

120_’_6_!:‘7_!(0_!_1),
al a al\al

Za a < b bilo bi % > 1 pa stoga jednakost ne bi mogla vrijediti, odakle sljedi stoga nuzno

odnosno

a = b odakle slijedi
c!

a p—
Zbog ¢ > b > 1 gornja jednadzba ima rjesenje za ¢ > 2, te joj je ¢ = 2, b = 1 jedno

2.

rjesenje. Nadalje, tada je 1 a = 1 te smo dobili jedinstveno rjesenje polazne jednadzbe.
Primjer 3.8 U skupu prirodnih brojeva rijesite jednadzbu

a+b+c=abe.

Neka je a < b < c. Tada je
abc =a+ b+ c < 3c,

odnosno ab < 3, pa razlikujemo tri slucaja:

II. a=1,b=2;
Il a=1, b=3.

Uvrstimo te vrijednosti u polaznu jednadzbu, II. daje ¢ = 3. Dakle, rjesenge je (1,2,3).
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3.3. Metoda matematicke indukcije

Metoda matematicke indukcije (slaba forma):

Pretpostavimo:
e Tvrdnja P(ng) je istinita;
e Za svaki k > ng, tvrdnja P(k) je istinita, Sto povlaéi istinitost tvrdnje P(k + 1).

Onda je tvrdnja P(n) istinita za svaki n > ny.
Metoda matematicke indukcije (s korakom s). Neka je s pozitivan cijeli broj.
Pretpostavimo:

e Tvrdnja P(ng), P(no+ 1), ..., P(ng + s — 1) su istinite;
e Za svaki k > ng, tvrdnja P(k) je istinita, Sto povlaéi istinitost tvrdnje P(k + s).

Onda je tvrdnja P(n) istinita za svaki n > ny.
Metoda matematicke indukcije (jaka forma):

Pretpostavimo:
e Tvrdnja P(ng) je istinita;

e Za svaki k > ng, tvrdnja P(m) je istinita za svaki m, takav da je ng < m < k,
Sto povladi istinitost tvrdnje P(k + 1).

Onda je tvrdnja P(n) istinita za svaki n > ny.

Primjer 3.9 DokaZite da za svaki n > 3, postoje neparni prirodni brojevi x,,y, za
koje je
Tr 4yl = 2"

Dokazat ¢emo da postoje meparni prirodni brojevi x,,y, koji zadovoljavaju jednadzbu
T2 +y2 = 2", n > 3. Zan = 3, imamo 3 = y3 = 1. Pretpostavimo da za
n > 3, brojevi x,,y, zadovoljavaju jednadzbu Tx? + y> = 2". DokaZimo da postoji
par (Tpi1,Yny1) neparnih prirodnih brojeva koji zadovoljavaju Ta2, | + y2,., = 2"
Odnosno, 7(96”3253’")2 o+ (ZnEm)2 = 2(722 4+ y2) = 2"*L. Preciznije jedan od brojeva

Inty. - ‘mnfyn‘ - - Tty - TTn—Yn __ Tn—Y .

i g = e neparan. Ako je =5 meparan, onda je =ttt = 3w, + F5P ) isto

neparan, kao suma neparnog i parnog broja. Stoga u ovom slucaju mozZemo odabrati

Tppr = 2590 Gy = —7m”gy”. Ako je To5# neparan, onda je —h”;y” = 3z, + ofin
‘xn_yn‘

_ Tzntyn
—q -

tako da biramo .11 = F5T G Yy =
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Primjer 3.10 Dokazite da jednadzba
2+ y* + 22 = 59"
mma rjesenje u skupu prirodnih brojeva.

Koristimo metodu matematicke indukcije sa korakom s = 2 i ng = 1. Primjetimo
da za (x1,y1,21) = (1,3,7) i (22, Y2, 22) = (14,39,42) imamo

T} +yi + 2 =59

x5+ Y5 + 25 = 597

2
Yn?

2

Zn)

Definiramo (Tn,yn, %), 1 = 3, $a4 Tpyy = 592, Yni2 = 59 za svaki

n > 1. Onda je,

Zn+2 = 59

wi+2 + y§+2 + ZI%-&-Q = 59%(a} + yi + 27),
stoga
73+ yp + 27 = 59",
odakle slijedi

2 2 2 _ rgkt2
Ty + Yepo T Zhpg =997
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3.4. Fermatova metoda

Fermatovu metodu koristimo za dokazivanje da je tvrdnja P(n) lazna za dovoljno
veliki prirodni broj n. Neka je k pozitivan cijeli broj. Pretpostavimo:

e Tvrdnja P(k) je lazna.

e Ako je tvrdnja P(m) istinita za neki m > k, onda postoji manji broj j, m > j > k,
za koji je tvrdnja P(j) istinita.

Onda je tvrdnja P(n) lazna za n > k. Ova dva slucaja koristimo u rjesavanju diofant-
skih jednadzbi:

1. Ne postoji niz nenegativnih cijeli brojeva n; > ny > ... U nekim slucajevima
dobro je zamjeniti 1. ovim ekvivalentnim oblikom: Ako je ng najmanji pozitivan

broj za koji je tvrdnja P(n) istinita, onda je tvrdnja P(n) lazna za svaki n < ny.

2. Ako niz nenegativnih brojeva (n;);>, zadovoljava nejednakost nq; > ng > ...,

onda postoji iy tako da je n;, = njp41 = ...
Primjer 3.11 Rijesite u nenegativnim cijelim brojevima jednadzbu

3 4 2% = 423,

Primgjetimo da je (0,0,0) rjesenje. Dokazimo da ne postoji nijedno drugo rjesenje.
Pretpostavimo da je (x1,y1, 21) netrivijalno rjesenje. Ako su /2, V/4 iracionalni, nije
tesko wociti da je x1 > 0, y1 > 0, 2y > 0. Iz 23 + 22 = 423 slijedi da 2 dijeli 1,
te je w1 = 2x9, 3 € Zy. Onda je x5 + 23 = 423, te je y, = 2y2, y2 € Z,. Slicno,
21 = 229, 29 € Z. Nastavljamo ovaj proces, konstruiramo niz pozitivnih cijelih brojeva

(T, Yny Zn)n>1, 26 koje je x1 > x9 > x3 > ... Dobivamo kontradikciju s 1.
Primjer 3.12 Rijesite u nenegativnim cijelim brojevima jednadzbu

2" — 1 =uay.

Primjetimo da su (0,k), k € Zy i (1,1) rjeSenja. Dokazati éemo da ne postoje druga
rjesenja. Neka je py djelitely od x i g nagmangi pozitivan cijeli broj takav da pi dijels
29 — 1. Mali Fermatov teorem nam kaZe da p, dijeli 21 — 1, za ¢ < p;1 — 1 < py.
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Dokazimo da q dijeli x. Pretpostavimo da ne dijeli, onda je x =k-q+7r, za 0 <r <gq
1 vrijedi:
27 —1=2M2" —1
= (292" — 1
=(27—1+1)f2" -1
=2"—1 (mod p)
Iz toga slijedi da py dijeli 2" — 1, Sto daje kontradikciju s odabirom od q. Tada q dijeli

(1)

x 11l < q < p. Sada, neka je py djelitelj od q. Jasno je da je py djelitelj od = 1
p2 < p1. Nastavljajuci ovaj proces, konstruiramo beskonacno padajuci niz djelitelja od

T :pp > pe > ..., Stoje u kontradikcigi s 1.
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4. Zakljucak

Mnogi matematicki problemi svode se na rjesavanje diofantskih jednadzbi.
Upoznali smo se sa nekim od nacina njihovog rjesavanja. Ostalo je jos nekih kao Sto su
parametarska metoda, mjesovite diofanske jednadzbe, kvadratne itd. Ostali primjeri

kao i ovi koje smo koristili mogu se naci u knjizi [1].
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